Dinamicno programiranje

7

- <l - /v\o R //:\ - /‘v T R,
@ __Uéinkovita &ebela Y
i o = . A o & e o

Cebela brenéi po bobrovem vrtu, v katerem so sami sestkotni
cvetovi. Ker se ji mudi, zaéne vedno pri gornjem cvetu in nadaljuje
navzdol, brez vraganja: od vsakega cveta leti na spodniji levi ali

spodniji desni cvet.
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V vsakem sestkotniku je napisano, koliko miligramov nektarja
vsebuje. Cebela zaéne nabirati na vrhu trikotnika, kjer nabere

9 miligramov.

Koliko miligramov nektarja lahko najve¢ nabere, e nabira, kot je opisano?
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Prva - kar takoj povejmo, da ne prevec dobra - ideja, je poZreSna: Zelva v vsakem
koraku zavije k cvetu z ve¢ medu.
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Rezultat je 36 mg medu. Pesimist pomisli, da je to najbrz tudi najve¢, kar lahko dobimo.

Optimist se strinja reko¢, da je poZreSna metoda gotovo dobra metoda.

Najprej razocarajmo optimista: poZresSna metoda sicer lahko vcasih slu¢ajno da
najboljSo resitev, v sploSnem pa ne. O tem nas hitro preprica spodnja hudobna
postavitev cvetov.



Ko Cebela v prvem koraku podleZe poZresSnosti in odleti na cvet z dvema miligramoma
medu, je njena usoda zapecatena: nabrala ne bo nicesar vec¢. Pohlevnost v prvem koraku
bi jo vodila prek bogato zaloZenih cvetov na desni.

Tudi otroci, ki reSujejo nalogo s tekmovanja, opazijo, da bi bilo namesto zakljucka 4 + 4
+ 5 bolj donosno iti po poti 3 + 9 + 7 - ko bi iz cveta z 8 mg zavili na 3 namesto na 4.
Tedaj se pojavijo dvomi: je 9 + 6 + 8 + 3 + 8 + 7 najve¢, kar lahko dobimo, ali pa bi Slo Se
boljse?

Na prvi pogled je reSitev le ena: preveriti vse moZne poti. Nekateri otroci so se res lotili
tega podviga; rezultat je odvisen od njihove vztrajnosti in sistemati¢nosti. Kdor
poseduje oboje: ni teZav. Nesistemati¢ni se bodo izgubili. Nevztrajni pa se bodo sredi
dela vprasali: koliko tega me Se caka?

Odgovorimo jim. Na koliko razli¢nih na¢inov lahko ¢ebela preleti vrt, od gornjega polja
do kateregakoli od cvetov v spodnji vrstici? Odgovor na to vprasanje nam sicer ne bo
pomagalo resiti problema (ali pa¢, speljal nas bo na prave misli), je pa zanimiv, zato ga
le poiSc¢imo.

Najprej se vprasajmo nekaj preprostega: na koliko nacinov lahko pridemo na prvo
polje? Oc¢itno na enega samega — tam pac zatnemo.

Na koliko nacinov pa pridemo na polji v drugi vrsti? Na vsakega od njiju pridemo na en
sam nacin, namrec s prvega polja.
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Na koliko nacinov pa pridemo do polj v tretji vrsti? Na skrajno levo in skrajno desno
polje pridemo na en sam nacin, iz skrajno levega ali skrajno desnega polja prejSnje
vrste. Na srednje pa pac na dva, bodisi z leve bodisi z desne.
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Zdaj pa postane rec zanimivej$a, ceprav bo vprasanje enako: na koliko na¢inov pridemo
z zaCetnega polja do posameznih polj v Cetrti vrsti? Na skrajni polji Se vedno pridemo le
iz skrajnih polj. Na drugo polje pa lahko pridemo na tri nacine. Takole. Obstaja natan¢no
en nacin, na katerega pridemo od zacetka pa do levega polje tretje vrste; torej obstaja en
nacin, kako priti od zaCetka prek levega polja tretje vrste do drugega polja cetrte. Od
zaCetnega polja do srednjega polja tretje vrste pa pridemo, kot vemo, na dva nacina.
Torej obstajata dva nacina, da pridemo od zacetnega polja prek srednjega polja tretje
vrste do drugega polja Cetrte. Skupaj so torej 1 + 2 = 3 nacini, da pridemo od zacetnega
polja do drugega polja Cetrte vrste.

Tretje polje je podobna zgodba.



Pa ¢etrta vrsta? Se enkrat ponovimo razmisljanje od prej, a tokrat se osredoto¢imo na
najzanimivejse, srednje polje, tisto, v katerem pisSe 6.

Vanj lahko pridemo iz drugega ali tretjega polja Cetrte vrste. Kot Ze vemo, vodijo
natancno tri razli¢ne poti od zacetnega polja do drugega polja Cetrte vrste. To pomeni,
da obstajajo tri poti od zacetnega polja prek drugega polja cetrte do srednjega polja pete
vrste. Prav tako obstajajo tri poti prek tretjega polja Cetrte vrste. Skupaj pridemo do
srednjega polja pete vrste na 3 + 3 = 6 nacinov - tri poti pripeljejo z leve, tri z desne.

Podobno smo naracunali Stirico: do drugega polja pete vrste pridemo na en nacin z leve
in na tri nacine z desne (ker pac obstajajo tri poti do polja na desni (ali levi, s ¢ebeline
perspektive)).

Enako naracunamo Se zadnjo vrsto.
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Otroci tega ne vedo, mi, ki smo odrasle, zrele osebe, pa vemo, kako se rece tej reci:
Pascalov trikotnik.

Zdaj vemo, ena od moZnih poti se konca na skrajnem levem polju, pet na drugem, deset
na tretjem in tako naprej. Vseh moZnih potije 1 +5+ 10+ 10+ 5+ 1 = 32.

32?7 Nekam cudno okrogla Stevilka - za raCunalnikarja. Hm, €e bi imeli eno vrsto manj, bi
bilo moZnih poti 1+ 4 + 6 + 4 + 1 = 16. Ce bi imeli le §tiri vrste, bijihbilo1+3 +3 + 1 =
8,stremijihjel+2+1=4,zdvemal+1=2 inzeno 1=1.Nenavadno nakljucje?

Niti ne. Ce vemo, kaj racuna Pascalov trikotnik, je jasno, da mora biti tako. Pascalov
trikotnik racuna binomske koeficiente in z njimi velja:
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te zvitoreemo a = b = 1,izvemo, daje2” = () + (1) + ) + -+ ().

V naSem primeru je n enak 5 (prva vrstica ima Stevilko 0), torej imamo 2° = 32 moznih
poti.

Ah, pa je bil ves ta trud res potreben? Saj gre preprosteje! Cebela se mora petkrat
odlociti, kam gre. Vsaki¢ ima dve moZnosti. Z nekaj kombinatorike - dovolj preproste,
da jo razloZimo desetletniku, ¢e debato zacnemo z vprasanje, na koliko nacinov se lahko
oblece, ¢e ima dvoje Cevljev, dvoje hlac¢ in dvoje srajc ~ugotovimo, da je moznih
kombinacij odloCitev 2x2x2x2x2=32,

Cemu smo se mudili z vsem tem prestevanjem? Zaradi dveh stvari. Najprej, Zelimo se
prepricati, kako narasca Stevilo poti: vsaka dodatna vrstica podvoji Stevilo poti.
Algoritem, ki pravi "preveri vse mozne poti" je neuporabno pocasen: ¢as racunanja ne
narasca linearno s Stevilom vrstic (dvakrat vec vrstic = dvakrat ve¢ racunanja), niti ne
kvadratno s Stevilom vrstic (dvakrat ve¢ vrstic = Stirikrat ve¢ racunanja). (Mimogrede
se spomnimo, da pri algoritmih urejanja nismo marali tistih s kvadratno ¢asovno
zahtevnostjo!) Se ve¢, ne naras¢a niti s kubom ali éetrto potenco $tevila vrstic: ena
vrstica vec = dvakrat ve¢ ra¢unanja. Cas izvajanja je sorazmeren 27, Kjer je n $tevilo
vrstic. Ra¢unalnikarji to sorazmerje oznac¢imo z 0(2").

Taksne ¢asovne zahtevnosti so nesprejemljive. Taksnih algoritmov ne maramo, saj
delujejo le pri res res res majhnih problemih. Potrebno si bo izmisliti boljSega.

In zdaj pride drugi razlog, zakaj se nam je zdelo koristno preStevati poti: ker bomo na
podoben nacin razmisljali, ko bomo sestavljali algoritem.

Na tem mestu bomo postali nekoliko matemeticni, formalni in zateZeni. Bralec, ki ga to
plasi, lahko ta del mirno preskoci. S seboj povabim druge vas junake: stvar ni tako tezka,
zato vsaj poskusite. Z ostalimi se ponovno vidimo, ko bomo zaceli razmisljati napre;j.
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Najprej se zmenimo za oznake. Polja bomo oznacevali tako, da bomo zapisali Stevilko
vrstice in nato Stevilko polja. Tretje polje v Sesti vrstici zapiSemo s "koordinatami” (6,
3). Zanimalo nas bo, koliko medu lahko ¢ebela najvec nabere na poti do nekega polja (a,
b); to Stevilo bomo oznacili kot m(a, b). Ce re¢emo, recimo, m(3, 1) = 23, bo to pomenilo,



da lahko ¢ebela na poti do (vklju¢no) polja (3, 1) (srednje polje v tretji vrsti) nabere
najve¢ 23 mg medu.

Da bomo laZje napisali kakSno splo$no formulo, recimo $Se, da s g(a, b) ozna¢imo
kolicino medu v polju (a, b). Tako je q(6, 3) = 5.

Za zacetek problem resujmo narobe, ritensko. [zberimo si neko polje, recimo tretje polje
v zadnji, Sesti vrsti in se vprasajmo, koliko, najve¢, medu lahko nabere Cebela, ¢e bo pot
koncala v njem, torej, koliko je m(6, 3). Odgovora sicer ne vemo, vemo pa, da ¢ebela
pride v (6, 3) bodisi s polja (5, 2) bodisi s (5, 3). Ker jo v (6, 3) ¢aka 5 mg medu, bo m(6,
3) enak bodisi m(5, 2) + 5 bodisi m(5, 3) + 5 - toliko, kolikor nabere do enega od teh
dveh polj in Se 5 zraven.

Zdaj pa pazimo, m(6, 3) nista dve Stevilki, temvec ena sama: m(6, 3) pove, koliko najvec
medu lahko ¢ebela nabere do (vklju¢no) polja (6, 3). Odgovor na to bi bil lahko preprost:
ce je m(5, 2) vecje od m(5, 3), bo Sla ¢ebela, ki hoce na vsak nac¢in koncati pot v polju (6,
3), raje prek (5, 2), saj bo tako nabrala ve¢. Ce je m(5, 3) ve¢je od m(5, 2), pa bo $la do (6,
3) raje prek (5, 3). Nabrala bo torej toliko, kolikor dobi v enem ali drugem od teh dveh
polj in Se 5 zraven, torej m(6, 3) = max(m(5, 2), m(5, 3)) + 5.

Zal pa smo mogli napisati le "bi bil lahko preprost", to pa zato, ker se nam niti ne sanja,
koliko bi utegnila biti m(5, 2) in m(5, 3). A tudi na to vpraSanje vemo poiskati odgovor:
do (5, 2) pridemo bodisi iz (4, 1) bodisi iz (4, 2) - pa¢ od ondod, od koder se bolj splaca.
V (5, 2) so 4 mg medu, zato m(5, 2) = max(m(4, 1), m(4, 2)) + 4. A tu spet naletimo na isti
problem: koliko medu lahko naberemo do (4, 1) in koliko do (4, 2)? Tudi ta problem
reSimo na enak nacin.

V sploSnem velja: m(a, b) = max(m(a-1,b - 1), m(a - 1, b)) + q(a, b), oziroma, na
robovih, m(a, 0) =m(a-1,0) +q(a, 0) term(a,a) =m(a-1,a-1) +q(a, a).

Problem ritenskega razmisljanja je tule: ko bomo racunali, koliko medu lahko naberemo
do (5, 2), bomo morali izrac¢unati, koliko ga je mogoce nabrati do (4, 2). Nekoliko
kasneje se bomo vprasali, koliko medu je mogoce nabrati do (5, 3), zapisali bomo m(5,
3) = max(m(4, 2), m(4, 3)) + 1 ... in ponovno racunali, koliko medu je potrebno nabrati
do (4, 2)!

Z malo nespretnosti bomo prisli do algoritma, za katerega z malo spretnosti
izracunamo, da bo potrebovali nebodijihtreba 2" racunanj. Temu se izognemo tako, da si
vse, kar smo Ze enkrat izra¢unali, zapomnimo. Pri ra¢unanju nazaj je to nerodno.

Zato raje razmisljajmo naprej. (Mastni tisk je uporabljen, da pritegne vse
matematikofobne bralce, za katere je besedilo od tega mesta naprej spet varno.)
RazmiSljanje naprej bo nenavadno podobno nacinu, na katerega smo ravno prejle
zabredli v racunanje Pascalovega trikotnika.

Na poti do (vklju¢no) prvega polja ¢ebela vedno nabere 9 mg medu.
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Tudi polji v drugi vrstici ne zahtevata posebnega razmisljanja: do levega nabere 9 + 6 =
15 mg in do desnega 9 + 5 = 14 mg. Stevilki zapi$imo kar v polje, namesto (ali prek, ¢e
reSujemo na papir) Stevilk s koli¢ino medu.
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Tretja vrstica je malenkost zanimivejsa:
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Stranski polji sta trivialni, do srednjega pa se bolj splaca priti z leve, s 15. Na ta nacin
¢ebela nabere 15 + 8 = 23 mg medu; Ce bi prisla z druge strani, bigale 14 + 8 =22 mg. V
polje napiSemo 23 in zabeleZimo, s katere strani je potrebno prileteti vanj.

V Cetrti vrstici skrajni polji, kot vedno, nimata dilem. V srednji dve se najbolj splaca
prileteti s srednjega polja tretje vrstice, saj cebela tako nabere 23 + 4 =27 in 23 + 3 =26
mg medu. Stevilki napiSemo v polji in nari$emo ¢rtici, s katero oznac¢imo, odkod je
potrebno priti nanju.



Zdaj preratunamo peto vrstico.

Prvo polje je jasno. V drugega pridemo z desne, s polja s Stevilko 27 (ker je pac 27 vec
kot 26). Tako ¢ebela namere 27 + 4 = 31 mg, kar napiSemo v polje in dodamo crtico.
Tudi v tretje polje pride z istega polja iz Cetrte vrstice; nabrala bo 27 + 1 = 28 mg medu,
kar vpiSemo in dodamo Crtico. V Cetrto polje prileti z leve (ker je 26 vec kot 21), pri
cemer dobi 26 + 9 = 35 mg medu; vpiSemo in nariSemo crtico. Skrajno desno polje je
spet trivialno.

Na koncu na enak nacin izraCunamo Se zadnjo vrstico.

Ce se ¢ebela odlo¢i konéati na ¢etrtem cvetu zadnje vrste, lahko nabere (najvec) 42 mg
medu; Ce kjerkoli drugje, le 36. Kje pa mora iti, da nabere toliko? Zdaj sledimo poti
nazaj: v ta cvet mora priti z desne (35), tja z leve (26), vanj z leve (23) in vanje spet z
leve (15), vanj pa, jasno, s prvega cveta.



Koliko racunov je potrebno opraviti za n vrstic? Toliko, kolikor je v n vrsticah polj. To pa
jel+2+3+4+.. +n,Kkarje, kot Ze vemo, sorazmerno n2. Ob urejanju smo nad
¢asovnimi zahtevnostmi, ki so bile sorazmerne kvadratu Stevila elementov, godrnjali. Tu
je to najboljse, na kar moremo upati: vsako polje moramo pac nujno pogledati vsaj
enkrat, ne?

Splosno o dinami¢nem programiranju

Dinamic¢no programiranje je uc¢inkovit in popularen pristop k snovanju algoritmov. Tule
smo si izmislili algoritem za racunanje optimalne poti ¢ebele: algoritem je sploSen in bi
dal pravilen rezultat tudi, ¢e bi bila koli¢ina medu v cvetovih drugacna.

Dinamic¢no programiranje je prakticno vedno, kadar lahko resitev nara¢unamo iz reSitev
istega problema, ki so v nekem smislu enostavnejse. Tule "enostavnost" pomeni krajso
pot: kaksSna je optimalna pot do nekega cveta izvemo, ¢e poznamo eno ali dve krajsi
optimalni poti. Tudi tidve narac¢unamo iz Se krajSih poti ... dokler ne pridemo do ene
same poti, kjer ni ve¢ kaj razmisljati (v naSem primeru do zaCetnega polja).

Ali, Ce razmiSljamo naprej: zanima nas resitev doloCenega problema (najboljSe poti do
dolocenega polja). Namesto, da bi resili ta problem, reSujemo preprostejse probleme
(vedno daljse poti od zaCetnega polja) in tako "Sirimo fronto" svojega znanja, dokler ne
pridemo do resitve, ki jo dejansko iS¢emo (koli¢ine nabranega medu v vseh kon¢nih
poljih).

Pri reSevanju te naloge smo racunali polja od spodaj navzgor. Fronto bi lahko peljali tudi
drugace, na primer z leve proti desni - najprej bi izracunali maksimalno koli¢ino medu
do vseh skrajnih desnih polj, nato do vseh drugih polj v vrsticah, pa do tretjih, ¢etrtih...
Lahko bi bili celo povsem nesistematic¢nih, paziti bi morali le, da za vsako polje, ki se ga
lotimo racunati, Ze poznamo koli¢ino medu v poljih nad njim.

Se ve¢, v to smo véasih prisiljeni. V nalogi s ¢ebelo so bili cvetovi lepo zloZeni v trikotnik.
Dinamic¢no programiranje pogosto uporabljamo tudi v problemih, ki nimajo tako lepe,
jasne, prostorske ponazoritve. Tam niti ne moremo govoriti o "od zgoraj navzdol" ali "z
leve na desno", temvec pazimo le, da gremo po vrsti v tem smislu, da vedno poznamo
vse, kar je potrebno poznati za izracun vrednosti funkcije pri dolo¢enih vrednostih.

Dinamic¢no programiranje se obnese predvsem v problemih, v katerih bi bili sicer
prisiljeni veckrat racunati eno in isto vrednost funkcije. Ob razmisljanju o ¢ebeli smo



tako opazili, da bi z malo nespretnosti dvakrat racunali vrednost v polju (4, 2).
Dinamicno programiranje nas tega resi.
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V Doberbobu je Sestnajst plitvih jezerc, med katerimi tecejo
potocki.

Na kresno no¢ priredijo bobriigro: sredi vsakega jezera se
postavi ena od mam in deli bombone. Stevilke na zemljevidu
na desni povedo, koliko bombonov dobi, kdor pride na

posamezen otok. Razpored je vsako leto drugacen.

Bobréki zaénejo pot desno spodaj in potujejo od jezera do
Jjezera, dokler ne pridejo do jezera desno zgoraj. Vedno smejo iti le v smeri toka in se ne smejo
vracati.

Po kaksni poti morajo iti letos, ¢e hocejo dobiti ¢im ve¢ bombonov?
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V kontekstu bobra Se svarilo: algoritme, sestavljene s pristopom dinami¢nega

programiranja (ob grafih bomo namrec spoznali Se enega podobnega), je tezko izvajati
rocno. Naloge na tekmovanjih je zato preprosteje in varneje reSevati z drugo metodo,
metodo ostrega pogleda, ki pravi, da bulji, dokler ne vidis. Ni¢ pa ni narobe, ¢e otrokom,

predvsem starejSim ali bistrejSim, telovadimo moZgane tudi s sistemati¢nim
reSevanjem, kakrSnega smo opisali tule.



Iskanje najkrajse poti

Ben se vraéa R

Bober Ben bi rad prisel &im prej domov. Skica kaze poti, po katerih bi lahko hodil, in cas v

minutah, ki jih potrebuje za vsako. Koliko minut bo najmanj potreboval do doma?
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Med dvema tockama na grafu navadno obstaja ve¢ moZnih poti. Ce imajo razli¢ne
povezave razlitno ceno, nas pogosto zanima tista, pri kateri je vsota povezav na njej
najmanj$a. Taksni poti reCemo najkrajsa pot.

Algoritem, ki ga bomo spoznali, zahteva, da nobena cena ni negativna. Ce ni tako,
potrebujemo popolnoma drugacen algoritem, ki zahteva tudi veliko ve¢ ¢asa (navadno
celo prevec, da bi bil prakticen, zato namesto njega uporabljamo pribliZzne algoritme).
Predpostavimo tudi, da iskana pot obstaja; Ce ciljno vozliS¢e sploh ni dosegljivo iz
zaCetnega, bomo pot iskali zaman.

Iskanje najkrajSih poti je ena najpopularnejsih tipov nalog na tekmovanju Bober. Naloge
na to temo: od ocitnih, kjer je potrebno poiskati najkrajSo pot na zemljevidu, do
prikritih, kot je iskanje najcenejSega ali najpreprostejSega zaporedja del, ki nas pripelje
do konc¢nega izdelka.

V nalogah, s kakrSnimi se spopadajo osnovnoSolci na tekmovanjih, je najkrajSo pot
navadno mogoce poiskati kar z metodo ostrega pogleda. Sestavljene so namrec tako, da
je Stevilo poti (razen ocitno predolgih, na primer taksnih, v katerih se tocke ponavljajo)
dovolj majhno, da jih lahko sistemati¢no pregledamo, ali pa se razli¢ne poti na enem ali
veC mestih zdruzijo in lahko nalogo reSujemo tako, da iS¢emo najkrajSe poti po kosih,
med posameznimi "ozkimi grli".

Racunalnik nima ostrega pogleda, pa tudi ljudje pri dovolj velikih grafih ne moremo vec
biti prepric¢ani, da smo res preverili vse moZnosti. Tedaj uporabimo algoritem, ki je



dobil ime po slavnem nizozemskem racunalnikarju Edsgerju W. Dijkstri: Dijsktrin
algoritem.

Algoritem ne poiSce le najkrajSe poti od zacetne do ciljne tocke, temvec tudi najkrajse
poti do mnozice drugih tock. To poc¢ne tako, da za¢ne pri zaCetni tocki in nato postopno
Siri mnozico tock, do katerih pozna najkrajSo mozZno pot.

Tockam, do katerih je Ze odkrita najkrajSa pot, bomo - iz razlogov, ki bodo postali jasni
vsak ¢as - rekli obiskane tocke. ToCke, ki so neposredno povezane z obiskanimi, reCemo
mejne tocke. Algoritem si bomo najprej ogledali na skici, nato Se na konkretnem
primeru.

Poiskati Zelimo najkrajso pot od A do B na gornji sliki. Za¢nimo na levi strani. Temnejsi
del kaZe obiskane toCke. Zanje Ze vemo, kaksna je najkrajsa pot od A do njih - prek
katerih toc¢k vodi in koliko je dolga.

Mejne tocke so v svetlejSem delu; primeri taksSnih toCk so C, D in F. Za mejne tocke Se ne
poznamo najkrajse poti. Seveda lahko izracunamo, kako dolga bi bila, recimo, najkrajsa
pot do F, ki bi vodila prek G: k (Ze znani) dolZini najkrajSe poti do G pristejemo dolZino
povezave med G in F. Prav tako lahko za D izra¢unamo dolZino poti prek H (kot vsoto
znane najkrajSe poti do H in dolZine povezave med H in D) ter prek J; najkrajsa pot do D,
ki vodi naposredno iz obiskanega dela, je dolZina krajse od teh dveh moZnih poti.

Nihc¢e pa nam ne zagotavlja, da so tako izraCunane poti res najkrajse poti do mejnih
tock. Najkrajsa pot do F ne vodi nujno po neposredni povezavi iz tocke G; morda se do F
bolj splaca iti iz druge mejne tocke D, morda pa celo prek mejne tocke D in Se tocke E, o
razdalji do katere Se ne vemo prav nicesar.

Ce razmislimo, pa bomo odkrili, da vsaj za eno mejno to¢ko Ze poznamo tudi najkrajso
razdaljo do nje. Med mejnimi to¢kami C, D, F in ostalimi, ki na skici niso oznacene,
poiScemo tisto, do katere vodi najkrajsa pot iz ene od obiskanih tock. Recimo, da je to
tocka C: recimo, da je pot od A do C, ki vodi iz H, krajSa od katerekoli druge poti do
katerekoli druge mejne tocke - krajsa, torej, od poti prek H ali ] do D, krajsa od poti prek
G do F, krajsa od vseh drugih poti do mejnih tock.

Ce je tako je pot do C, ki vodi iz H, tudi najkraj$a moZna pot do C. Res, ne more biti
drugace. Ce obstaja kaksna $e krajsa pot, bi morala voditi prek kake druge mejne tocke,
recimo D. To pa ne more biti, saj Ze je pot do D daljSa kot pot do C-ja - rekli smo, da je C
"najbliZja" mejna tocka. Do tocke C je seveda mogoce priti tudi iz toCk, ki niso mejne, a



takSne poti bi bile Se daljSe, saj moramo tudi do teh tock nekako priti, pridemo pa lahko
le prek mejnih tock, ki pa so, spet, lahko le daljse.

Zdaj, ko poznamo najkrajso pot do C, jo lahko obis¢emo. Rezultat obiska kaZe desni del
slike. C smo dodali med obiskane tocke in si zapomnili, iz katere obiskane tocke smo
prisli vanj. Vse tocke, s katerimi je C povezana, so postale mejne: zanje zdaj poznamo
najkrajSo pot do njih, ki vodi prek C (seveda pa to, kot zdaj vemo, ni nujno tudi najkrajSa
pot do njih). Za obstojece mejne tocke pa se je najkrajSa znana razdalja do njih morda
skrajSala: najkrajSa znana pot iz obiskanih tock do D morda po novem ne vodi ve¢ prek
H ali ], temvec prek C.

Korak ponavljamo: spet poiS€emo najbliZjo mejno toc¢ko in jo dodamo med obiskane.
Postopek lahko kon¢amo, ko obiS¢emo B, saj nam je s tem znana najkrajSa razdalja do
nje. Morebitne preostale mejne tocke in tocke onstran nas ne zanimajo vec.

Se enkrat povejmo, ker je pomembno: postopek se ustavi, ko obi$¢emo ciljno to¢ko in ne
Ze takrat, ko postane mejna. Za mejne to¢ke namrec Se ne vemo, ali poznamo najkrajSo
pot do njih ali ne. Za obiskane tocke pa je najkrajSa pot znana.

Ce bi ravno hoteli, pa bi lahko postopek gnali $e naprej, dokler ne obi$¢emo vseh to¢k v
grafu. S tem bi dobili drevo najkrajsih poti iz toCke A do vseh drugih tock v grafu (zakaj
drevo, bo jasno iz konkretnega primera spodaj). O drevesu smo maloprej povedali nekaj
lepega: v drevesu je do vsake tocke mogoce priti le na en nacin. Koren drevesa
najkrajsih poti je zacetna tocka, A, torej nam bo drevo povedalo, kako iz A najhitreje
priti do vseh drugih tock.

Le Se, kako se postopek za¢ne, smo pozabili povedati. A ¢etudi se ne bi spomnili, je
menda ocitno: za¢nemo tako, da imamo le eno obiskano to¢ko, namrec¢ zacetno tocko, A.
Pot do nje je dolga 0.

Kaj pa, Ce ciljno vozlisce iz zacetnega sploh ni dosegljivo? Algoritem bo to pravzaprav
opazil: zgodilo se mu bo, da bo mejnih tock zmanjkalo, ciljna pa Se vedno ne bo
obiskana. V tem primeru pac iS¢emo najkrajsSo pot, ki je ni in neuspeh je neizbeZen.

In zdaj konkretni primer: poiskati Zelimo najkrajso pot od A do B na grafu, ki ga kaze
slika.
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Potek algoritma je ilustriran spoda;j.
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1. V zacetku je obiskana tocka A, razdalja do nje je 0. Razdalje do treh mejnih tock
so 2,5in 4.

2. V naslednjem koraku razglasimo najbliZjo mejno tocko za obiskano. S tem
dobimo dve novi mejni tocki; razdalji do njiju sta 4 in 7. Do mejne tocke, ki je bila
prej oddaljena 5, zdaj poznamo krajso pot dolZine 3.

3. Med obiskane prestavimo mejno tocko, oddaljeno 3. To ne prinese novih mejnih
tock, le pri eni od obstojecih popravimo razdaljo s 7 na 6.



4. Zdaj imamo dve mejni tocki na razdalji 4. Odlo¢imo se za katerokoli od njiju;
izbira lahko vpliva na to, kakSna bo najkrajsa pot, ki jo bomo nasli, ne pa tudi na
to, kako dolga bo. Ce, recimo, izberemo zgornjo toc¢ko, to prinese novo mejno
tocko na razdalji 9.

5. Med tremi mejnimi tockamim (razdalje do njih so 4, 6 in 9) izberemo najbliZjo in
jo prestavimo med obiskane. Dobil smo novo mejno tocko, razdalja do nje je 9.

6. Zdaj prestavimo med obiskane mejno tocko, ki je na razdalji 6. To nam da eno
novo mejno tocko (na razdalji 10) in zmanjSa razdaljo do ene od obstojecih
mejnih to¢k z 9 na 8.

7. Zdaj obiS¢emo mejno tocko, ki je na razdalji 8. To prestavi ciljno tocko med
mejne tocke ... nismo pa Se prepricani, da Ze poznamo najkrajso razdaljo do nje.

8. Pravzaprav jo: mejne tocke so oddaljene 9, 10 in 9. Ciljna tocka je najbliZja mejna
tocka (no, ena od njih), torej jo obiS¢emo. Delo je kon¢ano, najkrajsa pot in njena
dolZina sta znani.

Mimogrede smo izracunali Se najkrajSe poti do vseh drugih obiskanih vozlis¢. Najkrajsih
poti do ostalih mejnih in do morebitnih vozli$¢ nismo izracunali in nas tudi ne zanimajo.
Lahko pa bi nadaljevali, dokler ne obis¢emo vseh vozlis¢; tako bi izvedeli najkrajSe poti
od A do vseh drugih vozlisc.

Ce izpustimo povezave, ki nas ne zanimajo, saj ne nastopajo v najkrajsih poteh, dobimo
drevo.

Da mora biti rezultat drevo, je oCitno: povezave vodijo do vseh vozli$¢ (vsaj do vseh
vozlis¢ v tistem delu grafa, ki je dosegljiv iz zaCetne tocke) in do vsakega vozlisc¢a vodi le
ena povezava, samo smo vsako vozliS¢e obiskali (to je, premaknili iz mnoZice mejnih v
mnozico obiskanih toc¢k) le enkrat.



Ne spreglejmo, da drevo govori le o najkrajsih poteh iz A v B, ne pa tudi o najkrajsih
potem med drugimi pari vozliS¢. No, med nekaterimi Ze: najkrajsa pot iz vozlisca
oznacenega z 2 do vozlis¢a z oznako 13 gre gotovo to¢no tam, kjer jo kazZe drevo; ¢e bi
obstajala kaka krajsa, bi jo uporabili tudi tu. Tudi pot od 2 do 10 vodi tako, kot kaZe tole
drevo. Pot od 8 do 13 pa vodi bogvekje. Ce bi jo hoteli poiskati, bi morali pognati
Dijkstrin algoritem iz tocke 8.

Dijsktrin algoritem je hiter: ¢as izvajanja je sorazmeren M log N, Kkjer je M Stevilo
povezav in N $tevilo tock v grafu. Ce predpostavimo, da imajo vse to¢ke bolj ali manj
podobno stopnjo, na primer k, bo ¢as izvajanja sorazmeren k N log N: za dvakrat vedji
graf bo algoritem potreboval nekaj vec kot dvakrat daljsi ¢as. O tem se sicer ni tezko
prepricati, vendar zahteva, da vemo, recimo, kaj je kopica, tega pa ne vedo ne otroci ne
mnogi izmed bralcev tega besedila (razen v agronomskem pomenu besede, seveda).

Mimogrede se spomnimo Cebele in dinami¢nega programiranja. Dijkstrin algoritem je
lep primer algoritma, sestavljenega po nacelu dinami¢nega programiranja. Tako kot
smo pri ¢ebeli pocasi Sirili fronto od zaCetnega cveta proti spodnji vrstici in za vsak cvet
opazovali, odkod se nam najbolj splaca priti vanj, tudi tu pocasi Sirimo fronto od
zaCetnega vozliSca. Razlika je pravzaprav le v tem, da pri Cebeli iS¢emo maksimum, tu pa
minimum, in da imamo pri ¢ebeli dobicke na vozlis¢ih grafa, tu pa ceno na njegovih
povezavah. Sicer pa gre za eno in isto rec.

Tule je Se lep primer naloge, v kateri je potrebno razmisljati malenkost drugace.
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_Nonagrenaobisk ~ )

Bobri potujejo pocasi. Babica Valerija, ki Zivi v Kopru, gre obiskat vnucka Petra v Celje.
Potovala bo z avtobusi, ti pa ne vozijo prav pogosto. Med katerimi kraji gredo in na kateri
danv tednu, kaze slika. Tako, na primer, avtobusi iz Kopra vozijo ob éetrtkih, peljejo pa v Novo

Gorico, llirsko Bistrico in na Yrhniko.

Kranj: sreda

O ) 3 I OCtee

Nova Gorica: _~_— 7 Domzale: torek

sobota = 7
O O Vrhnika: sreda

" Novo mesto:
sobota

O o Il/irska Bistrica:

Koper: ¢cetrtek nedelja

Po kateri poti naj potuje babica, da bo Eimprej prispela do Petra?

N N N oy ¥ e ML




