Teorija socialne izbire

Teorija socialne izbire se ukvarja s problemom, kako individualne pre-
ference posameznikov iz neke skupine pretvoriti v kolektivno preferenco te
skupine. Primer so na primer volitve, kjer zelimo iz mnenj posameznikov
o kandidatih dolociti zmagovalca volitev, ali pa ko iz mnenj posameznih
sodnikov na $portnem tekmovanju (drsanje, ples, gimnastika,...) zelimo
doloc¢iti kon¢ni vrstni red tekmovalcev. Podobno je véasih pri odlo¢anju
v parlamentu, ko morajo poslanci izbirati med razlicnimi predlogi zakonov
za reSitev nekega problema.

Obicajno imamo neko konéno mnozico izbir X = {x1,x9,...,2,}, po-
samezniki pa te izbire individualno rangirajo glede na njihove osebne prefe-
rence. Za osebne preference bomo zahtevali, da so predstavljene z binarno
relacijo ne-stroge Sibke urejenosti, ki jo bomo v naSem primeru raje poime-
novali preferen¢na relacija.

DEFINICIJA. Naj bo X neprazna mnozica izbir. Preferencéna relacija na
mnozici X je binarna relacija R na mnozici X, za katero velja

e stroga sovisnost: Vx,y € X: 2Ry V yRzx,
e tranzitivnost: Vz,y,z € X: xRy AyRz — xRz.

Pri preferenc¢ni relaciji lahko posamezniki dolo¢ene izbire rangirajo kot
enako dobre. Iz vsake preferencne relacije R na mnozici X lahko naredimo
relacijo stroge Sibke urejenost (oznacevali jo bomo z R), tako da definiramo

tRy <= xRy A —yRux.

Relacija R je podrelacija preferenéne relacije R. Ce relacijo Ry lahko
preberemo kot “x je boljsi ali enako dober kot 3” ali “x je preferiran nad
‘y”, potem relacijo Ry preberemo kot “z je boljsi kot y”ali “z je strogo
preferiran nad ‘y.”

Naj bo X neprazna mnozica izbir. Z L(X) ozna¢imo mnozico vseh
preferenénih relacij na mnozici X, torej vseh moznih na¢inov, kako lahko

nek posameznik rangira izbire.

DEFINICIJA. Naj bo N naravno sStevilo. Funkcija socialne blaginje je
vsaka preslikava

f:L(X)N = L(X).

V zgornji definiciji Stevilo N predstavlja Stevilo posameznikov, ki se
odlo¢ajo glede danih izbir iz mnozice X. Vsak element R = (R1, Rg, ..., Ry)
iz L(X)"N predstavlja nek seznam preferenc, ki si ga lahko predstavljamo kot
vse oddane volilne listice. Ce je R = (Ry,Ra,...,Ry) seznam preferenc,
definiramo xRy, ¢e je xR;y za vsak ¢ = 1,2,...,N. To pomeni, da vsak
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posameznik preferira = nad y. Podobno definiramo 2Ry, ¢e zR;y za vsak
i=1,2,..., N, kar pomeni, da vsak posameznik strogo preferira x nad y.

Ceje 0 #Y C X podmnozica mnozice izbir X in R preferencna relacija
na mnozici X. Z Rl|y ozna¢imo zozitev relacije R na mnozico Y. Bolj
natan¢no, R|y je preferencna relacija na mnozici Y, definirana z Va,y € Y :
zR|yy <= xRy. Za seznam preferenc R = (Ry, Ro, ..., Ry) ozna¢imo
Rly = (Rily, ..., Rnly)-

DEerFINICIJA. Naj bo N naravno Stevilo. Funkcija socialne izbire je vsaka
preslikava

fLX)N - X.

Razlika med funkcijo socialne blaginje in funkcijo socialne izbire je, da
nam prva vrne neko preferencéno relacijo na mnozici izbir (nam med seboj
rangira vse izbire), medtem ko nam druga vrne samo “zmagovalno” izbiro.
Funkcijo socialne izbire uporabljamo na primer takrat, ko volimo predse-
dnika republike.

Izrek Arrowa o nezmoznosti

Funkcija socialne blaginje naj bi iz preferenc posameznikov dolocila pre-
ference skupine. Obic¢ajno si zelimo, da bi posamezniki, tudi ¢e se koncen
rezultat ne ujema z njihovimi zeljami, sam proces priznavali kot posten. V
tem razdelku bomo videli, da v primeru, ko imamo vsaj dva posameznika
in vsaj tri izbire, ne obstaja funkcija socialne blaginje, ki bi vedno zado-
stila nekim minimalnim pogojem pravi¢nosti. To seveda ne pomeni, da v
nobenem primeru ne moremo poSteno sestaviti preferen¢no relacijo skupine.
Ce imajo na primer vsi posamezniki popolnoma enake Zelje, potem ni tezko
dolociti preferen¢no relacijo skupine, ki se bo vsem zdela postena. Kar ne
morem doseci je, da vnaprej dogovorjen sistem dolocitve preferencne relacije
skupine izpade posten ne glede na to, kako se odlocajo sami posamezniki.
Kaj pomeni, da je sistem (minimalno) posten, si poglejmo v nadaljevanju.

DEFINICIJA (Paretovo nacelo). Funkcija socialne blaginje f : L(X)N —
L(X) zados¢éa Paretovem nacelu, ¢e za vsak par z,y € X in za vsak seznam

preferenc R € L(X)V, za katerega velja 2Ry, sledi :Uf(TR,)y

Funkcija socialne blaginje zadosc¢a Paretovemu nacelu, ko bo skupina
strogo preferirala izbiro x nad y vedno, ¢e vsi posamezniki v skupino strogo
preferirajo izbiro x nad y.

DEFINICIJA (Neodvisnost od irelevantnih alternativ). Funkcija socialne
blaginje f : L(X)N — L(X) je neodvisna od irelevantnih alternativ, ¢e za
vsak par z,y € X in za vsaka dva seznama preferenc R = (Ry, R, ..., RyN) €
L(X)N in R* = (R},R3,...,Ry) € L(X)V, za katera velja Rl =
Rz gy sledi f(R)l(zy = F(RY) |z

Funkcija socialne blaginje zados¢a aksiomu o neodvisnosti od irelevan-
tnih alternativ, ¢e bo pri dveh seznamih preferenc, ki se ni¢ ne razlikujeta,
kar se tice dveh konkretnih izbir x nad y, preferenca skupine enaka, kar se
tice teh dveh alternativ. Med drugim to pomeni, da ¢e so vsi posamezniki ze
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odloc¢eni, kar se tice odnosa med izbirama x in y, potem ne bodo mogli vpli-
vati na odnos skupine do tih dveh izbir s tem, da se Spekulativno odlo¢ajo
o ostalih izbirah.

DEFINICIJA (Obstoj diktatorja). Funkcija socialne blaginje f : L(X)N —
L(X) je diktatorska, ¢e obstaja tak indeks i, da za vsak par z,y € X in za
vsak seznam preferenc R = (Ry, Ra,...,Ry) € L(X)V velja xRy =

zf(R)y.

Funkcija socialne izbire je torej diktatorska, ¢e obstaja fiksen posame-
znik, ki ne glede na to, kako vsi glasujejo, vedno on odlo¢i o rangiranje
izbir.

IZREK (Izrek Arrowa). Naj bo moé¢ mnoZice izbir X wvsaj 3. Potem je

vsaka funkcija socialne blaginje f : L(X)N — L(X), za katero velja Paretovo
nacelo in neodvisnost od irelevantnih alternativ, diktatorska.

Dokaz. Naj bodo z, y in z trije razlicni si elementi izmed mnozice
izbir X. Za vsak ¢ =0,1,2,..., N naj bo L; mnozica vseh tistih seznamov
preferenc R = (Ry, Ro, ..., RN), za katere velja:

) ijy in z}?jy za vse j > i,
e yR;x in yR;z za vse j <.

~ ~

Po Paretovem nacelu za vsak R € Lo velja z f(R) y in z f(R) y in za

~ ~

vsak seznam preferenc R € Ly velja y f(R) x in y f(R) z. Naj bo k

~

najmanjse tako naravno Stevilo, da za vsak R € Ly velja y f(R)x. Naj bo
sedaj za vsak ¢ = 0,1,2,..., N L} mnozica vseh tistih seznamov preferenc

R = (R1, Ra,...,RN), za katere velja:
o xI:ij za vse j > 1,
e yR;x za vse j <.
Podobno kot zgoraj, naj bo k' tisto najmanjse naravno Stevilo, da za vsak

~

R € L veljay f(R)x. Ker je L C L}, je seveda k < k’. Ker pa sta mnozici
zozitev seznamov Ly in L} na {z,y} enaki, je zaradi nacela neodvisnosti

~

od irelevantnih alternativ y f(R)z za vsak seznam R iz L} in zato k = k'.
Takemu k recemo pivot y nad .
Naj bo sedaj M mnozica vseh seznamov referenc, za katere velja:

° ijz in szx za vsak j <k,
e vR;yin yR;z za j > k.

Ker je M C Lj,_,, za vsak seznam preferenc R € M velja x FR)y (tukaj

~

uporabimo tudi nacelo neodvisnosti od irelevantnih alternativ) in y f(R) z
(to sledi direktno iz Paretovega nacela). Ozna¢imo z M’ vse tiste sezname
referenc R = (Ry, Ry, ..., Ry), za katere velja:

° y]?kx in kaz,

° y]:ij in z}éjx za j < k,

° m}?jy in ijz za j > k.

~

Za vsak seznam referenc R iz M’ velja y f(R)z, saj je M’ C L;.. Ker pa so

~

seznami iz M in M’ identi¢ni, ¢e jih zozimo na {x, z}, mora veljati = f(R) z



IZREK ARROWA O NEZMODNOSTI 4

za vsak seznam iz M’, saj velja za vsak seznam iz M. Za vsak seznam R

~

iz. M’ torej velja y f(R) z. Naj bo sedaj R = (R1, Ra, ..., Ry) poljuben se-
znam, za katerega velja yRyz. Zozitev R na {y, z} je enaka zozitvi seznamov
iz M' na {y,z2}. Zato je po nacelu neodvisnosti od irelevantnih alternativ

~

yf(R) z. Torej smo pokazali
yRiz = yf(R) 2

Zato rec¢emo, da je k diktator za y nad z.
Videli smo, da je pivot za y nad x tudi diktator za y nad z. Naj bo sedaj

ky/. pivot za y nad z. Seveda je k. < k, /., ker je k,/, diktator za y nad
z. Podobno je k/, > k. Skupaj dobimo
Ry/z < kypa < kzpy.

Ce v vsej zgodbi zamenjamo vlogo y in z, dobimo neenakost

kepy < Kepa < Ky

Zato je

kepy = Ky = ky/a-
Torej so pivotni elementi za vse pare, in posledi¢no diktatorji za vse pare,
enaki. Toko dobimo, da je tak element k£ diktator. O

PRIMER. V primeru, ko razvrséamo le dve izbiri in je N vsaj 2, ve¢insko
glasovanje zadosti vsem zahtevam postenosti: Paretovo nacelo, neodvisnost
od relevantnih alternativ in odsotnost diktatorja.

PRIMER. Poglejmo si primer lepotnega tekmovanja psov. V finalno tek-
movanje so prisli Stirje psi, ozna¢imo jih z z,y, z, w. Vsak od treh sodnikov
razvrsti pse po lepoti in svojo razvrstitev napiSe na list. Vsako prvo mesto
Steje 5 tock, vsako drugo mesto 4 tocke, tretje 2 tocki in cetrto 1 tocko.
Vrstni red psov se nato doloci tako, da se seSteje tocke. Takemu glasovanju
recemo utezeno glasovanje.

Poglejmo, da je tak nacin glasovanja ne diktatorski. Ce bi bil na primer
prvi sodnik diktator, bi bil koné¢ni rezultat enak njegovi razvrstitvi. Re-
cimo, da je to x,y, 2z, w. Vendar, ¢e oba ostala sodnika podata na primer
razvrstitev y,x, z, w, bo to tudi kon¢na razvrstitev. Prav tako tak nacin
zadosca Paretovem nacelu: ¢e vsi sodniki na primer izbiro x rangirajo nad
izbiro y, bo v konénem seStevku x dobil ve¢ tock kot y. Tezava nastane
pri neodvisnosti od irelevantnih alternativ. Recimo, da je resni¢no mnenje
prvih dveh sodnikov razvrstitev x,z,w,y, tretjega sodnika pa razvrstitev
z,w,z,y. V tem primeru bo koné¢ni rezultat z (13 tock), = (12 tock), w
(8 tock), y (3 tocke). Ce pa prva dva sodnika spremenita svoj vrstni red v
x,y, z,w, tretji sodnik pa svojo odlo¢itev ohrani, bo konéni rezultat = (12
tock), y in z (9 tock), w (6 tock). Ne glede na to, da imajo vsi sodniki pri
obeh glasovanjih enak odnos o relativni razvrstitvi x in z, se njun vrstni
red na koncu spremeni, kar pomeni, da kon¢en vrstni red ni neodvisen od
irelevantnih alternativ. V praksi to pomeni, da prva dva sodnika zato, da bi
z-u zagotovila zmago nad z, Spekulativno postavita y na drugo mesto.

Utezeno glasovaje ima Se vsaj eno dodatno tezavo. Lahko se zdi, da so
tocke, ki jih damo za 1,2,... mesto postavljene arbitrarno. Vsekakor lahko
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pri popolnoma enakem glasovanju dosezemo drugacen koné¢ni rezultat, ce
tockovanje spremenimo.

Gibbard-Satterthwaitov izrek

V tem razdelku bomo podoben izrek kot zgoraj pokazali tudi za funkcijo
socialne izbire. Aksiomi “pravi¢nosti” bodo podobni.

DerINICIIA (Paretovo nacelo). Funkcija socialne izbire f : L(X)N — X
zadoSta Paretovem nacelu, ¢e za vsak x € X in za vsak seznam preferenc
R € L(X)V, za katerega velja Ry za vsak y € X\{z}, sledi f(R) = .

Paretovo nacelo nam v tem primeru pove, da naj funkcija socialne izbire
nujno izbere x, ¢e so vsi posamezniki izbiro x postavili strogo pred vse ostale
izbire.

Nacelo o neodvisnosti od irelevantnih alternativ v tem primeru zame-
njamo z naslednjim

DEFINICIJA (Monotonost). Funkcija socialne izbire f : L(X)N — X
je monotona, ¢e za vsak par seznamov preferenc R = (Ry, Ro,...,Ry) €
L(X)N in R* = (R}, R},...,RYy) € L(X)" velja, da ¢e je f(R) = = in ¢e
za vsak i = 1,2,..., N in za vsak y € X\{z} velja zR;y — x}?;ky, potem
je tudi f(R*) = .

DEFINICIIA (Obstoj diktatorja). Funkcija socialne izbire f : L(X)N —
L(X) je diktatorska, ¢e obstaja tak indeks i, da za vsak seznam pref~erenc
R = (R1,Rs,...,Ry) € L(X)N velja f(R) =z < Vy <€ X\{z}, zR;y.

IzREK (Muller-Satterthwaitov izrek). Naj bo N > 2 in mo¢ mnoZice X
vsaj 3. Potem je vsaka funkcija socialne izbire f : L(X)N — X, za katero
velja Paretovo nacelo in monotonost, diktatorska.

PRrRIMER. Poslanci drzavnega zbora imajo na mizi tri predloge novega
zakona: predlog x, predlog y in predlog z, kar je tudi zaporedje, po katerem
so predlogi prisli pred poslance. V takih primerih imajo protokol, da najprej
vecinsko glasujejo med prvo prispelima predlogoma, nato pa Se vecinsko
glasujejo mod zmagovalnim predlogom iz prvega kroga glasovanja in tretjim
predlogom. Pri vsakem vecinskem glasovanju neodloéen izid razresijo tako,
da za zmagovalni predlog razglasijo tistega, ki je prej prispel v parlament.
Izbran je tisti predlog, ki zmaga v drugem krogu glasovanja. Poglejmo si
nekaj tezav takSne funkcije socialne izbire.

Poglejmo najprej, da tak nacin izbire zagotovo ni diktatorski. Recimo,
da je i-ti poslanec diktator. Potem bi vedno moral biti izbran tisti predlog,
ki ga on postavi na vrh svoje preferencne relacije. Vendar takoj vidimo, da
Ce vsi ostali poslanci ta predlog postavijo na zadnje mesto, predlog ne more
biti izbran. Poglejmo sedaj, da tak izbor tudi zados¢a Paretovem nacelu. Ce
vsi poslanci nek predlog postavijo na prvo mesto svojih preferenc¢nih relacij,
potem bo ta predlog izbran pri veCinskem glasovanju s katerim koli drugim
predlogom.

Da tak nacin glasovanja ne zado$¢a monotonosti, lahko vidimo z nasle-
dnjima dvema preferen¢nima seznamoma. Recimo, da 30 poslancev predloge
rangira po vrstnem redu z,y, z, 30 poslancev po vrstnem redu z,x,y in 30
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poslancev po vrstnem redu y, z,z. Pri veCinskem glasovanju med predlo-
goma z in y bo zmagal z, ki ga bo potem predlog z porazil v drugem krogu.
Ce pa prvih 30 poslancev svoj vrstni red iz x, 3, z spremenijo v y, x, z, ostalih
60 poslancev pa ohrani svoje preference, bo med « in y izglasovan y, ki bo
tudi zmagovalec v drugem krogu. Tak nacin torej krsi princip monotonosti:
v prvem primeru je bil izbran z, in ker pri drugem seznamu preferenc velja,
da je z pred x oziroma y vedno, ko je pred x oziroma y v prvem seznamu
preferenc, bi tudi v drugem primeru moral biti izbran z.

Seveda ni potrebno, da gledamo monotonost, da opazimo pomanjklji-
vosti takega nacina glasovanja. Poslanci bi se verjetno tudi pritozili, da je
vrstni red glasovanj o predlogih precej arbitraren. Poglejmo Se enkrat se-
znam preferenc, ko 30 poslancev predloge rangira po vrstnem redu x,v, z,
30 poslancev po vrstnem redu z, x, y in 30 poslancev po vrstnem redu y, z, .
Ce bi namesto med z in y najprej glasovali med z in z, bi na koncu zmagal
y, le pa bi najprej glasovali med y in z pa bi zmagal . Dvotiren (ali ve¢
tiren, v primeru ve¢ predlogov) zaporeden vecinski na¢in glasovanja se zdi
posten takrat, ko bi bil nek predlog izbran ne glede na to, kakSen vrstni red
glasovanj izberemo. To se seveda zgodi takrat, ki bi tak predlog v ve¢inskem
glasovanju premagal kateri koli drug predlog. Takemu zmagovalcu re¢emo
Condorcetov zmagovalec.

PrRIMER. Na volitvah nastopajo trije kandidati: Gore, Nader in Bush.
Dva sta kandidata levega politicnega pola (Gore in Nader), eden pa je kandi-
dat desnega politicnega pola (Bush). Vsak volivec lahko glasuje le za enega
kandidata, zmaga pa tisti, ki dobi najve¢ glasov (ce je rezultat slucajno iz-
enacen, izberejo kandidata po abecedi). Volivec glasuje za tistega kandidata,
ki ga postavi na vrh svoje preferen¢ne relacije (ker pri preferenc¢ni relaciji do-
volimo, da so nekatere izbire za volivca enakovredne, lahko volivec dejansko
na vrh postavi enega kandidata, za ostala dva pa mu je vseeno).

Na enak nacin kot v prejSnjem primeru vidimo, da tak nacin glasovanja
zopet ni diktatorski. Podobno zadosti Paretovem nacelu, saj bo zagotovo
izbran nek kandidat, ¢e bo na vrhu vseh preferencnih relacij. Zopet pa se
zatakne pri monotonosti. Recimo, da je 52% volivcev levo usmerjeni, in ne bi
nikoli glasovali za kandidata iz desnega politicnega pola, 48% volivcev pa je
desno usmerjenih, in ne bi nikoli glasovali za kandidata iz levega politi¢nega
pola. Tako bo 52% levih volivcev Busha postavilo na zadnje mesto, 48%
desno usmerjenih voliveev pa na prvo mesto. V primeru, da 5% levih voliveev
na prvo mesto postave Naderja, bo volitve dobil Bush, ¢e pa vsi (ali vsaj
ve¢ kot 48% levih voliveev na prvo mesto postavijo Gora, bo na volitvah
zmagal Gore. Ker v tem drugem primeru Se vedno velja, da je Bush vi§je
od katerega koli drugega kandidata na vseh tistih preferen¢nih seznamih, na
katerih je bil viSje tudi v prvem primeru, bi moral po monotonosti zopet
zmagati Bush.

Ta primer nam dobro ilustrira, kaj je tezava, ¢e funkcija socialne izbire
ne zadosca monotonosti. V tem primeru se posameznikom v¢asih splaca, da
ne sporocajo svoje dejanske preference. To je seveda zelo pogost problem
skoraj vseh volitev. Poglejmo si to malo boj natanéno.

NajboR = (R1, Ra, ..., Ry) € L(X)" seznam preferencini € {1,2,...,N}.
Naj bo nadalje R} neka (nova) preferenca i-tega volivca. Z (R}, R_;) ozna¢imo
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seznam prefenc, kjer smo v seznamu R zgolj zamenjali preferenco i-tega vo-
livea, R;, z njegovo novo preferenco, R;.

DEFINICIJA. Funkcija socialne izbire f : L(X)N — L(X) ne dopusca
strategije, ¢e za vsakega volivca ¢ in vsak seznam preferenc R ter vsako
preferenco R} velja

(R, R_;) # f(R) = f(R)R:f(Rj,R_;).

IZREK (Renyjev izrek). Ce je funkcija socialne izbire f : L(X)N — X
surjektivna in ne dopusca strategije, potem zadosca tako Paretovemu nacelu
kot tudi monotonosti.

Kot posledico dobimo Gibbard-Satterthwaitov izrek

IZREK (Gibbard-Satterthwaitov izrek). Ce je f : L(X)N — X surjek-
tivna in ne dopusca strategije, potem je diktatorska.



