Vaje OMA - Zaporedja

1. Kvadratu s stranico 2 vértamo manjsSi kvadrat tako, da njegova oglis¢a lezijo na
razpoloviscih stranic vecjega kvadrata, manjSemu kvadratu nato spet vértamo kva-
drat, itd. Dolzine stranic, plo$¢in in obsege kvadratov zapisi v zaporedja in doloc¢i

splosne ¢lene. Ali je katero od zaporedij geometrijsko?

(Nasvet: Razmisli, za kolikokrat se na vsakem koraku poveca obseg oziroma zmanjsa

plogéina.)

2. Par zajckov v enem mesecu odraste. Po dveh mesecih in nato vsak naslednji mesec
ima par odraslih zajcev po dva potomca razlicnega spola. Pari potomcev spet
po enem mesecu odrastejo in imajo vsak naslednji mesec prav tako dva potomca
razlicnega spola itd. Z zaporedji O,,, M, oziroma F,, predstavi Stevil¢nost odraslih,
mladih oziroma vseh zajcev v n-ti generaciji, ter poisci rekurzivne zveze zaporedij.

3. Dana so zaporedja:
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e Izra¢unaj nekaj zacetnih ¢lenov zaporedja oziroma dolo¢i splogni ¢len. Ali je
kak ¢len zaporedja enak g oziroma %?

e Ali je katero zaporedje monotono (padajofe oziroma naracajoce)? (Nasvet:
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Opazuj predznak razlike a, ;1 — a,, oziroma kvocient primerjaj z 1.)

e Ali je katero zaporedje navzgor oziroma navzdol omejeno? Ce je odgovor

pritrdilen, poskusi doloditi tudi infimum in supremum zaporedja.
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4. Dano je zaporedje a,, =1 +

(a) Ugotovi, od kod naprej se ¢leni zaporedja od 1 razlikujejo za manj kot Tio'

(b) Po definiciji limite zaporedja pokazi lim,, . a, = 1, t.j. za poljuben ¢ > 0
poisci N (odvisen od €), da bo |a, — 1| <ezan > N.
5. Pois¢i vsa stekalisCa zaporedij a,, = cos(%) in b, = (—1)"(1+ ).
6. Pois¢i primere zaporedij z naslednjimi lastnostmi:

(a) omejeno zaporedje 7 vsaj dvema stekalis¢ema,



strogo monotono konvergentno zaporedje z limito 1 in natan¢no spodnjo mejo
~1,

nekonvergentno (neomejeno) zaporedje z natanko enim stekaligtem,
zaporedje z neskonc¢no stekalisci 1,2, 3, .. ..

zaporedje, katerega stekaliS¢a so vsa realna Stevila.

7. Izracunaj naslednje limite:
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8. Dana so zaporedja
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a, = 2, (f) an = (n* + 1) cos(*5),
an = ()" + (8) au = 2ot

@y = (—1)" - Y2, (h) an = (=1)" 55,

a, = " - cos(%), (i) ap=n+e™,

apn = i sin(g), () an = <1 + %)3717
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stekalis¢a danega zaporedja, nato pa za vsako stekaliS¢e poskusi najti kaksno

konvergentno podzaporedje, ki konvergira k temu stekalisc¢u.

Razis¢i omejenost zaporedij. Ce je katero zaporedje omejeno, mu doloci na-

tan¢no zgornjo oziroma natanc¢no spodnjo mejo.

Ali je katero od zaporedij monotono (t. j. naras¢ajoce oziroma padajoce)?

9. Dani sta zaporedji s splosnima ¢lenoma
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(a) Dokazi, da sta zaporedji prvih 99 ¢lenov naras¢ajoci, od nekega ¢lena naprej

pa strogo padajoci. (Nasvet: Opazuj kvocient dveh zaporednih ¢lenov.)



(b) Utemelji, da je zaporedje omejeno, ter ima natanko eno stekalisée (limito).

Doloé¢i to limito.

10. Dano je zaporedje vsot:

e Pokazi, da je vsako od zaporedij monotono (t.j. naras¢ajoce oziroma pada-
joce).

e Ali je katero od zaporedij omejeno oziroma konvergentno?

11. Zaporedje F,, je podano z rekurzivno formulo F,,.o = F, 1 + F, in zafetnima
¢lenoma Fy = 1in Fy, = 1. (Fibonaccijevo zaporedje.) 7 indukcijo dokazi:

(a) Do Fi= Fnio — 1,
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12. Zaporedje je podano z rekurzivno zvezo a,.1 = an + é in zacetnim ¢lenom a; = 1.

Ugotovi, ali je zaporedje monotono ali konvergentno oziroma izracunaj limito.

13. Zaporedje je podano z rekurzivno formulo a, 1 = %ai + 1 in prvim ¢lenom a; = 1.

(a) Z indukcijo dokazi, da je zaporedje navzgor omejeno z 2 in narasc¢ajoce.

(b) Ugotovi, da zaporedje konvergira in izra¢unaj limito.

14. Dano je zaporedje

:\/2+\/2+...+\/§ (n korenov).

(a) Z indukcijo dokazi, da je zaporedje x,, navzgor omejeno z 2 in narasc¢ajoce. Ali
je to zaporedje konvergentno? V primeru, da je odgovor pritrdilen, izra¢unaj

limito zaporedja.

(b) Z indukcijo dokazi, da so vsi ¢leni zaporedja iracionalna $tevila. Pokazi tudi,

da je z, = 2 cos(g51).-

(Nasvet: Pomagaj si z rekurzivno formulo zaporedja.)



