OMA - Vaje - Limite in zveznost funkcij
1. Dana je funkcija f(z) = 3z + 1.

(a) Ugotovi, za katere x # 1 se vrednosti funkcije f(z) od 4 razlikujejo za manj
kot ﬁ, ter dolo¢i kaksno punktirano okolico tocke 1, da se bodo vrednost f(x)
od 4 razlikovale za manj kot 1_(1)0'

(b) Pokazi s pomocjo definicije limite funkcije, da je lim, ,o f(z) = 4, tj. za
poljuben € > 0 poisci 6 > 0, da bo |f(z) —4| <e, e bole |z —1| < 4§, x # 1.)

2. Izracunaj naslednje limite:

(a) lim, ., is_j 7 (g) limy tan(x)x—gsin(x)7
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3. Razis¢i obstoj naslednjih limit:

(a) limy_o(zsin ), (c) lim, o (sin(z)e™™).

(b) lim, e = sin(x), (d) lim,_,qsin(2).

T

4. Dana je funkcija f(x) = ziﬁff. Izberi si neko (¢im bolj enostavno) strogo nara-

S¢ajoce zaporedje a,, z limito 1, ki ga podaj tudi s splosnim ¢lenom. Nato izrac¢unaj
a%+an72
a?z—1

spremeni, ¢e vzames katero drugo zaporedje a, # 1z limito 17 Limito lim,,_, f(an)

limito zaporedja f(a,), torej lim, , Ce ta obstaja. Ali se lim, . f(ay)

primerjaj z limito lim,_,; f(z).

5. Naj bo f: Rt — R monotona funkcija (naras¢ajoca ali padajoca). Dokazi, da velja:

lim, oo f(n) = L <= lim, . f(x) = L. (Nasvet: Primerjaj definiciji limit.)



6. Dani sta funkciji

(2)

(b)

T+ 37 r < =2 sin(2x)
flz) =14 a? —2<z<1 in g(x):{ S xfg
2—x, v>1 % r=
Izra¢unaj tiste limite lim, , o~ f(z), lim,_, o+ f(2), lim,_,_o f(z), lim,_,; f(2),
lim, - g(z), lim, .o+ g(x) in lim,_, g(x), ki obstajajo.
Dolo¢i obmodje zveznosti in toCke nezveznosti funkcije f. Utemelji, zakaj
funkcija g pri vrednosti parametra ¢ = 3 ni zvezna v tocki 0. Pois¢i tak

parameter a, da bo funkcija g zvezna povsod.

7. Dana je funkcija

2 4+2r+4, < -1

fla) =4 afgtE b —1<z<0,
sin(3z) tan(3) O<op<™
2xsin(2z) 2

kjer sta a in b realna parametra. Izrac¢unaj limiti lim, , 1+ f(z) in lim, o+ f(2),

ter doloc¢i parametra a in b, da bo funkcija f zvezna povsod, kjer je definirana.

8. Za katera realna $tevila a, b in ¢ je funkcija

arctan(—17) +a, x> 1

1
1—2x)3=, 1>x2>0
flay =4 172 L2r=0
sin2(cmaz2cos(3m)’ <0

zvezna povsod, kjer je definirana?

9. Dani sta funkeiji

()

(b)

[ x, zeR\N | 2z, zeR\Q
so={n TSR = {0 1R
Doloci toc¢ke zveznosti in tocke nezveznosti funkcije f. Ali v kateri to¢ki ¢ € R

ne obstaja niti limita lim, . g(z)?

Utemelji, zakaj je funkcija g zvezna v toc¢ki x = 1. (Nasvet: Opazi, da g
preslika ¢lene poljubnega konvergentega zaporedja a, z limito 1 tako, da ra-
cionalne ¢lene preslika v 2, iracionalne pa v 2a,, torej v zaporedje z limito
2.)

Pokazi, da funkcija ¢ ni zvezna nikjer drugod (razen v 1). (Nasvet: Pois¢i kon-
vergentni zaporedji racionalnih $tevil a,, in iracionalnih stevil b,, z limito 3, ki
ju f preslika v zaporedji z razli¢nima limitama.) ter dolo¢i limiti lim,, ,, g(a,)

in lim, o0 g(by).)
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Ugotovi, ali imajo dane funkcije na danih intervalih kaksno ni¢lo. V primeru pri-
trdilnega odgovora potem z metodo bisekcije poisci kaksen priblizek za niclo, ter

razmisli, kako natancen je. (Napravi vsaj $tiri korake metode.)

(a) g(x) = —2* + 3z + 2 na intervalih [—1,0] in [2, 3],

(b) f(z) =z — 2sin(x) na intervalu 5, 7]?

7 metodo bisekcije poisci priblizne reSitve naslednjih nalog:

(a) Ali ima enacba 227 = 1 kaksno reSitev na intervalu [0,1]? Ce je tvoj odgovor
pritrdilen, potem poisc¢i kaksen priblizek resitve.

2in g(r) = e~® sekata nad intervalom

(b) Razlozi, zakaj se grafa funkcij f(z) =
[0,1]. Z metodo bisekcije poiséi priblizek prese¢ne tocke. (Napravi vsaj pet

korakov.) Kako natancen priblizek dobis?

(¢) Utemelji, da funkcija g(x) = —2% 4+ 32 4+ 2 v neki tocki na intervalu [—1,0]

zavzame vrednost 1. 7Z metodo bisekcije nato poisci priblizek take tocke.

Dana je zvezna funkcija f:[0,1] — [0,1]. Dokazi, da ima funkcija f fiksno tocko,
t.j. obstaja tocka g € [0,1], da je f(xo) = zo.

Pokazi, da na ekvatorju obstajata diametralno nasprotni tocki, ki imata enako tem-
peraturo.

(Nasvet: Naj bo T'(p) funkcija temperature v odvisnosti od geografske dolZine ¢ €
0,27], T'(0) = T'(2w). Razlozi, da je dovolj pokazati, da ima g(¢) = T'(p) =T (¢+)

ni¢lo na intervalu [0, 7] in obstoj ni¢le tudi utemelji.)

Naj bo f:[a,b] — R injektivna in zvezna funkcija na intervalu [a, b]. Dokazi, da je f
bodisi strogo naras¢ajo¢a bodisi strogo padajoca. (Nasvet: Predpostavi nasprotno
in najprej razmisli, da v tem primeru obstajajo tocke z; < x5 < x3, da velja
bodisi f(x1), f(z3) > f(z2) bodisi f(x3), f(z1) < f(z2). Potem poskusi priti do

protislovja.)
Ugotovi, katere izmed naslednjih funkcij so enakomerne zvezne na danih intervalih:

(a) f(z) = 2° na intervalu [0,1).

(b) f(x) = +/z na intervalih [1,00) oziroma [0, c0).



