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Poglavje 1

Uvodni pojmi

1.1 Metric¢ni prostor

Beseda “geometrija” izhaja iz starogrske besede yewperpia (geometria), ki pomeni “mer-
jenje zemlje”. Geometrija je ena najstarejSih matematic¢nih ved, ki se ukvarja z lastnostmi
prostora, kot so razdalja, oblika, velikost, ter z relacijami med razlicnimi geometrijskimi
objekti. Njene temelje so postavili ze starogrski matematiki, ki so o geometrijskih proble-
mih veliko razmisljali in tudi pisali; njihova dela predstavljajo temelj danaSnje evklidske
geometrije.

V sodobni matematiki pojem razdalje ni ve¢ vezan zgolj na vsem dobro znano raz-
daljo med tockami v evklidskem prostoru R”. V splosnem razdaljo med tockami nekega
(abstraktnega) prostora definiramo takole.

Definicija. Metrika na mnozici M je funkcija d: M x M — R, za katero velja:
(i) Va,y € M: d(x,y) > 0 (nenegativnost),
(ii) Yo,y € M: d(z,y) = 0 < z = y (neizrojenost),
(iii) Va,y € M: d(z,y) = d(y, z) (simetri¢nost),
(iv) Va,y,z € M: d(x, z) < d(z,y) + d(y, z) (trikotniska neenakost).

Definicija. Metri¢ni prostor je urejeni par (M,d), kjer je M neka mnozica, d pa je
metrika na mnozici M.

Zgled 1. Na mnozici realnih Stevil obi¢ajno uporabljamo metriko, podano s predpisom
d(x,y) = |x — y| za poljubni stevili z,y € R.

Zgled 2. V ravnini R? evklidsko razdaljo med dvema to¢kama (z1,y1) in (x2, 32) izracunamo
kot

d((z1,91), (2,52)) = /(21 — 22)% + (Y1 — y2)? .



Definicija. Naj bo (M, d) metri¢ni prostor. Za poljubno toc¢ko a € M ter pozitivno Stevilo
r > 0 definiramo zaprto kroglo s sredis¢em v a in polmerom r kot mnozico Z(a,r) vseh
tock prostora M, ki so od a oddaljene za najvec r:

Z(a,r) ={x € M|d(z,a) <r}.

Odprta krogla s sredis¢em v a in polmerom r je mnozica O(a,r) vseh tock v M, ki so
od a oddaljene za manj kot r: O(a,r) = {z € M |d(z,a) < r} . Sfera s sredis¢em a in
polmerom r pa je mnozica vseh tock prostora M, ki so od a oddaljene natanko za r:

K(a,r)={z € M|d(x,a) =1} .

Zgled 3. Na mnozici realnih stevil R z obi¢ajno metriko je zaprta krogla Z(0, 1) mnozica
vseh tock, katerih absolutna vrednost je manjsa ali enaka 1, torej zaprti interval [—1,1].
Odprta krogla je ustrezni odprti interval O(0,1) = (—1, 1), sfera (0, 1) pa vsebuje le dve
tocki z absolutno vrednostjo 1: £(0,1) = {-1,1}.

Zgled 4. V ravnini R? z evklidsko metriko je sfera s sredigéem v tocki (a, b) in polmerom 7
mnozica tock K((a,b),r) = {(z,y) € R?|(z—a)?>+ (y —b)? = r?} , to je obi¢ajna kroznica.

Zgled 5. V nekem mestu so vse ulice popolnoma ravne in potekajo bodisi v smeri sever
- jug bodisi v smeri vzhod - zahod. Potovanje z avtomobilom v takem mestu je osnova za
idejo ti. taksi - metrike, v kateri razdaljo med poljubnima tockama definiramo z

di((z1,91), (v2,y2)) = |21 — 22| + [Y1 — 32| -
Preverite, da je to res metrika. Kako izgledajo krogle v tej metriki?
Zgled 6. Kako bi merili razdaljo med toc¢kami na enotski kroznici v kompleksni ravnini
S={z€C;|z|=1}7

Ce se nahajamo na kroznici, od tocke A do tocke B pridemo vzdolz kroznega loka, ki ti
dve tocki povezuje. Ker je kroznica sklenjena, imamo dva loka, ki ti dve tocki povezujeta,
smiselno pa je potovati vzdolz krajsega. Poljubno tocko kroznice lahko v polarnih koordi-
natah na enoli¢en nacin izrazimo kot z = cos(¢) + isin(¢) = €, kjer je ¢ € [0,27). Tako
bi za razdaljo med dvema tockama kroznice lahko razglasili

d(e', ') = min {|¢1 — ¢af. 27 — [¢1 — dul} .
Ali je tako definirana razdalja metrika?

Zgled 7. V ravnini R? definirajmo razdaljo med tockama (x1,41) in (z2,%2) s predpisom

doo ((21,91), (22, ¥2)) = max{|ze — x1], |y2 — y1]}

Na vajah ste preverili, da je ds res metrika v ravnini R?. Kako izgledajo krogle v tem
metricnem prostoru? Zaprta krogla s sredis¢em v izhodis¢u in polmerom 1 je mnozica tock
Z((0,0),1) = {(z,y) € R?: |z| < 11in |y| < 1}; to je kvadrat z ogliséi (—1,—1), (1, 1),
(1,1) in (—1,1).



Zgled 8. Naj bo n neko naravno $tevilo. Na konéni mnozici M = {x1,x2,...,x,} defini-
ramo funkcijo d: M x M — R s predpisom

d(:c,y):{l’ tex#£y

0, cex=y.
Preverimo, da je to metrika na mnozici M.
(i) (nenegativnost) Po definiciji je d(x,y) > 0 za vsak x,y € M.
(ii) (neizrojenost) Za vsak x,y € M velja d(z,y) =0 <z =y.
(ii) (simetriénost) Za vsak x,y € M velja d(z,y) = d(y, ).

(iv) (trikotniska neenakost) Naj bodo z,y,z € M poljubne tocke. Uporabimo analizo
primerov:

— Ce & # z, sta §tevili z in z razli¢ni, torej ne moreta biti obe hkrati enaki stevilu
y. Iz tega sledi, da je = # y ali z # y, torej je d(z,y) + d(y,2) > 1 > d(z, 2).

— Ce pa velja z = z, iz nenegativnosti d sledi d(x, z) = 0 < d(z,y) + d(y, 2).

Dokazali smo, da je d res metrika na M. Kako izgledajo krogle v tej nenavadni metriki? Ce
se postavimo v poljubno tocko prostora M, so vse ostale tocke od nje oddaljene natanko
za 1. Zaprta krogla s sredis¢em v poljubni toc¢ki a € M in polmerom r < 1 vsebuje le
tocko a, medtem ko zaprta krogla s sredis¢em v a in polmerom 1 vsebuje celoten prostor.
Za poljuben a € M torej velja K(a,1) = M\{a} in

ab, O0<r<1,
Z(a,r):{jw} -
, r>1.

Zgornji zgledi pokazejo, da je oblika krogel v metricnem prostoru odvisna od tega,
kako definiramo razdaljo med to¢kami. Z drugo metriko dobimo druga¢no geometrijo, v
kateri lahko veljajo tudi drugacna pravila, kot smo jih vajeni. Ce zelimo v ravnini R?
izracunati razdaljo med tockama A(—2,3) in B(4,1), v obicajni evklidski metriki dobimo
d(A, B) = 2v/10, v taksi metriki di(A4, B) = 8 in v oo-metriki doo(A, B) = 6. V nada-
ljevanju bomo natan¢no obravnavali geometrijsko teorijo, v kateri razdalja oz. metrika
ni konkretno podana. Videli bomo, da je ta teorija veljavna v dveh bistveno razli¢nih
metri¢nih prostorih.

1.2 Aksiomatski sistem

Pri tem predmetu se bomo ukvarjali z geometrijo. Osnove evklidske geometrije ste ze
precej natan¢no obdelali pri pouku matematike v osnovni in srednji Soli. Nas cilj pa bo
zaceti na zaCetku in celotno geometrijo postaviti na trdne temelje, ki se imenujejo aksiomi.

Razlogov za tako obravnavo je vec:



e s tem bomo bolj poglobljeno razumeli geometrijske pojme in zakonitosti,

e pokazali bomo, kako zgolj iz nekaj osnovnih pojmov ter aksiomov zgradimo bogato
in zanimivo matematic¢no teorijo,

e geometrija je ena najstarejSih vej matematike, ki je zgodovinsko vplivala na strukturo
modernih matemati¢nih teorij.

Matematicne teorije imajo posebno zgradbo, ki temelji na zbirki osnovnih pojmov
in aksiomov. Osnovni pojmi so pojmi, ki jih ne definiramo, a so bistveni gradniki dane
teorije. Aksiomi pa so trditve, katerih resni¢nost v tej teoriji privzamemo. Na podlagi
resnic¢nosti aksiomov z logi¢nim sklepanjem izpeljemo vse ostale trditve (leme, izreke,
posledice), ki v tej teoriji veljajo.

1.3 Incidenc¢na geometrija ravnine

Aksiomatsko zgradbo ravninske geometrije bomo zaceli z urejenim parom (R, P), kjer
je R neka mnozica, P pa je neka druzina podmnozic mnozice R. Elemente mnozice R
imenujemo tocke, elemente mnozice P pa imenujemo premice. Mnozico R imenujemo
ravnina. V na$i formalni matematic¢ni teoriji bomo uvedli aksiome. Ti aksiomi bodo
vsebovali vse, kar bomo o tockah in premicah privzeli kot dejstva. Zato je pomembno,
da (vsaj zaenkrat) svoje dosedanje znanje oz. vedenje o tockah in premicah “pospravimo
v lo¢eni predal” in v nasSi geometriji ne privzamemo nic¢esar drugega kot gole aksiome.
Scasoma pa bomo iz teh aksiomov izpeljali tudi druge trditve in izreke in tako spoznali
strukturo geometrije kot matematicne teorije.
Nas prvi aksiom pravi:

Aksiom. I-0. Vsaka premica je mnozica tock.

Ce je tocka T element premice p, bomo rekli, da T lezi na premici p ali da premica p
poteka skozi tocko T' (oziroma, da premica p vsebuje tocko T'). Tocke, ki lezijo na isti
premici, imenujemo kolinearne tocke.

Aksiom. I-1. Za poljubni dve razli¢ni tocki obstaja natanko ena premica, ki ti dve tocki
vsebuje.

Premico, ki vsebuje razli¢ni tocki A in B, bomo oznacili z Ag. Ta oznaka naj bi
spominjala na obicajno predstavo o premici kot ravni ¢rti, ki se v obe smeri neomejeno
nadaljuje.

Aksiom. I-2. Vsaka premica vsebuje vsaj dve razli¢ni tocki.
Aksiom. I-3. Ravnina vsebuje vsaj tri nekolinearne tocke.

Geometrijo, v kateri velja ta preprosti nabor aksiomov, imenujemo incidenéna geo-
metrija ravnine. Oglejmo si nekaj trditev, ki v inciden¢ni geometriji veljajo.



Izrek 1. Poljubni dve razli¢ni premici se sekata v najve¢ eni tocki.

Dokaz Denimo, da se premici p in ¢ sekata v dveh razli¢nih tockah A in B. Po aksiomu
I-1 sledi p = ¢, torej p in ¢ nista razli¢ni premici. O

C

A B
Slika 1.1: Ravnina treh tock

Zgled 9 (Ravnina treh tock). Po aksiomu I-3 v vsaki incidenéni geometriji obstajajo vsaj
tri tocke. Razmislimo, ali obstaja inciden¢na geometrija, v kateri ravnina vsebuje le tri
tocke. Imejmo ravnino z le tremi tockami, ki jih ozna¢imo z A, B in C. Po aksiomu I-3
tocke A, B in C' ne lezijo na isti premici. Po aksiomu I-1 obstaja natanko ena premica
fﬁ, ki vsebuje tocki A in B, natanko ena premica Xg, ki vsebuje tocki A in C, ter

natanko ena premica , ki vsebuje tocki B in C'. Ker so tocke A, B in C nekolinearne,
SO premice jﬁ , j@ in paroma razli¢ne, torej vsaka od njih vsebuje natanko dve tocki
in velja 1@ = {A, B}, fﬁ ={A,C} ter = {B,C}. Ali v tej ravnini obstaja e kaksna

premica? Denimo, da bi obstajala Se ena premica p; tedaj po aksiomu I-2 na p lezita
vsaj dve izmed tock A, B in C, obenem pa vse tri tocke na p ne morejo lezati, ker so
nekolinearne. To pa pomeni, da je p enaka eni od premic j@, % in % in so te tri
premice edine premice te ravnine. S tem je izpolnjen tudi aksiom I-2, saj vsaka od premic
vsebuje natanko dve tocki. Inciden¢na geometrija z le tremi tockami potemtakem obstaja.

Izrek 2. Ce je T poljubna tocka, obstaja vsaj ena premica, na kateri T ne lezi.

Dokaz Naj bo T poljubna tocka. Po aksiomu I-3 ravnina vsebuje vsaj tri nekolinearne
tocke A, B in C. Uporabimo analizo primerov.

1. moznost: Ce je T ena izmed tock A, B in C, lahko brez skode za splosnost privza-
memo, da je T'= A. Po aksiomu I-1 obstaja natanko ena premica p, na kateri lezita
tocki B in C. Tocka T ne lezi na premici p, saj so A, B in C nekolinearne tocke.

2. moznost: Denimo sedaj, da je T razlicna od tock A, B in C. Tedaj po aksiomu I-1
obstaja natanko ena premica p, na kateri lezita tocki A in B, natanko ena premica
q, na kateri lezita tocki A in C, ter natanko ena premica r, na kateri lezita tocki B
in C. Ce bi tocka T hkrati lezala na premicah p in g, bi to pomenilo, da premici p in
q hkrati vsebujeta dve razli¢ni tocki A in T, iz ¢esar bi po aksiomu I-1 sledilo p = ¢



in bi potemtakem tocke A, B in C' lezale na isti premici, kar pa ni mogoce (saj so
nekolinearne). Torej tocka T' na vsaj eni od premic p in ¢ ne lezi. ]

Zgled 10. V neki ravnini imamo natanko Sest tock A, B, C, D, E in F ter natanko
pet premic {4, B,C}, {D,E,F}, {A, D}, {B,E}, {C,F}. Za vsakega od incidené¢nih
aksiomov razmislimo, ali je v tej ravnini izpolnjen ali ne. Ali gre za inciden¢no geometrijo
ravnine?

Izrek 3. Ce je p poljubna premica, tedaj obstaja vsaj ena tocka, ki ne lezi na premici p.

Dokaz Naj bo p poljubna premica. Po aksiomu I-3 v ravnini obstajajo tri nekolinearne
tocke. Vsaj ena od njih torej ne lezi na premici p. To je iskana tocka. O

Izrek 4. Ce je p poljubna premica, potem obstajata vsaj dve premici ¢ in r, tako da so
P, q in r paroma razli¢ne in da ¢ in 7 obe sekata premico p.

Dokaz Naj bo p poljubna premica. Po izreku 3 obstaja vsaj ena tocka T', ki ne lezi na
premici p. Po aksiomu I-2 premica p vsebuje vsaj dve razli¢ni tocki U in V. Po aksiomu
I-1 obstaja natanko ena premica ¢, ki vsebuje tocki T" in U, ter natanko ena premica r,
ki vsebuje tocki T in V. Ce bi veljalo ¢ = r, bi premice p, ¢ in r vse tri vsebovale razli¢ni
tocki U in V, iz Cesar bi po aksiomu I-1 sledilo p = ¢ = r. To pa ni mogoce, ker tocka T’
ne lezi na premici p. Prav tako ne more veljati p = ¢ ali p = r, ker premici g in r vsebujeta

tocko T', ki ne lezi na premici p. Torej so premice p, ¢ in r paroma razli¢ne. O
C
E F
A D B

Slika 1.2: Fanova ravnina

Zgled 11 (Projektivna ravnina). Denimo, da aksiomom incidencéne geometrije I-0, I-1,
I-2, I-3 dodamo Se dodatna aksioma: I-2’: Vsaka premica vsebuje vsaj tri razli¢ne tocke.
I-4: Poljubni dve razli¢ni premici se sekata v natanko eni tocki.

V tem primeru dobimo geometrijo, ki se imenuje projektivna ravnina. Najmanjsi primer
projektivne ravnine je ti. Fanova ravnina, ki se imenuje po italijjanskem matematiku Ginu
Fanu (1871-1952). Razmislimo, kako jo dobimo. Po aksiomu I-3 v tej geometriji obstajajo
vsaj tri nekolinearne tocke A, B in C. Po aksiomu I-1 obstaja natanko ena premica AB,
na kateri lezita tocki A in B, natanko ena premica jﬁ , na kateri lezita tocki A in C, ter
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natanko ena premica %, na kateri lezita tocki B in C'. Po aksiomu I-2’ premica j@
vsebuje vsaj Se eno tocko, ki ni enaka C' (ker so A, B in C nekolinearne), ozna¢imo to
tocko z D. Prav tako po aksiomu I-2’ premica AC vsebuje vsaj Se eno tocko, ki ni enaka
B in ni enaka D (sicer bi premici 1@ in jﬁ po aksiomu I-1 sovpadali, kar pa ni mogoce,
saj tocke A, B in C ne lezijo na isti premici), oznac¢imo to totko z E. Po podobnem
razmisleku ugotovimo, da premica % vsebuje vsaj Se eno tocko, ki je razli¢na od tock A,
D in F; oznacimo to tocko s F'. Sedaj po aksiomu I-1 sledi, da v nasi ravnini obstajajo
tudi premice jﬁ , ﬁ in Cﬁ Vsaka od njih po aksiomu I-2’ vsebuje vsaj Se eno tocko.
Denimo, da bi premica fﬁ vsebovala Se tocko D; iz tega bi po aksiomu I-1 sledilo, da je
jﬁ = fﬁ = %, saj bi vsaki dve izmed teh treh premic imeli po dve skupni tocki. Tu
pa pridemo v protislovje z dejstvom, da tocke A, B in C ne lezijo na isti premici. Torej
premica AF' ne vsebuje tocke D in na podoben naé¢in lahko razmislimo, da premica A
ne vsebuje nobene izmed tock D, B, C, F, zato vsebuje Se neko novo tocko GG. Analogno
dokazemo, da tudi premici ﬁ in Cﬁ lahko izmed preostalih tock ravnine vsebujeta le
tocko G. Po aksiomu I-1 v nasi ravnini obstajajo Se premice , in , ki pa lahko
sovpadejo v premico {D, FE,F} in s tem zadostijo tudi aksiomu I-2’. Tako smo dobili
geometrijo s sedmimi tockami A, B, C, D, E, F, G ter sedmimi premicami {A, B, D},
{B,C,F}, {A,C,E}, {A F,G}, {C,D,G}, {B,E,G} in {D, E, F}.

Izrek 5. Ce je T poljubna tocka, potem obstajata tocki U in V, tako da so T, U in V
nekolinearne.

Dokaz Naj bo T poljubna tocka. Po izreku 2 obstaja vsaj ena premica p, ki ne vsebuje
tocke T'. Po aksiomu I-2 premica p vsebuje vsaj dve razliéni tocki U in V. Dokazimo, da
so tocke T', U in V nekolinearne. Ce bi T, U in V lezale na isti premici g, bi po aksiomu I-1
sledilo, da je p = ¢ in dobimo protislovje, saj T' ¢ p. Torej so T, U in V nekolinearne. [
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Poglavje 2

Ravninska geometrija

2.1 Aksiom ravnila

Strukturo geometrije, ki smo jo uvedli dosedaj, predstavlja urejeni par (R, P), kjer je R
mnozica vseh tock, ki jo imenujemo ravnina, P pa je druzina njenih podmnozic, ki jih
imenujemo premice. To strukturo bomo sedaj obogatili s pojmom razdalje, ki je eden
najbolj kljuénih geometrijskih pojmov. Poljubnemu paru tock ustreza realno Stevilo, ki
ga imenujemo razdalja med tema tockama. Pojem razdalje je s preostalimi geometrijskimi
objekti povezan preko aksioma ravnila, ki ga bomo navedli v nadaljevanju.

Spomnimo se, da si realna Stevila pogosto predstavljamo kot tocke na premici, s ¢imer
tudi lazje predstavimo njihovo urejenost glede na relacijo <. Ce zelimo, da se tudi premice
naSe geometrije “obnasajo kot” realna os v analiti¢ni geometriji, bi to pomenilo, da lahko
tocke poljubne premice p identificiramo z realnimi Stevili. To identifikacijo dosezemo z
bijektivno preslikavo, ki premico nase geometrije preslika na mnozico realnih Stevil.

A1l (Aksiom ravnila) Obstaja funkcija d: R xR — R, ki poljubnima toc¢kama P,Q € R
priredi §tevilo d(P, Q). Za poljubno premico p obstaja bijektivna funkcija f: p — R,
za katero velja d(P,Q) = |f(P) — f(Q)| za poljubni to¢ki P,Q € p.

Stevilo d(P, Q) imenujemo razdalja med tockama P in Q. To oznako bomo v nada-
ljevanju poenostavili in namesto d(P, Q) pisali PQ.

B_—7
A

Lf

TA ZTB R
Slika 2.1: Koordinatni sistem na premici

Definicija. Naj bo p poljubna premica. Koordinatni sistem za premico p je bijektivna
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funkcija f: p — R, za katero velja PQ = |f(P) — f(Q)| za poljubni tocki P,Q € p. Stevilo
x = f(P) imenujemo koordinata tocke P za poljubno tocko P € p.

Aksiom A1 nam torej pove, da vsaka premica nase geometrije premore svoj koordinatni
sistem. Aksiom ravnila ga imenujemo zato, ker omogoc¢a “neskonéno ravnilo”, ki ga lahko
postavimo na poljubno premico in nato vzdolz te premice merimo razdalje. Izkaze se, da
vzdolz neke premice obstaja veliko (neskonéno mnogo razliénih) koordinatnih sistemov.

Trditev 6. Ce je f koordinatni sistem za premico p, tedaj je tudi funkcija g: p — R s
predpisom ¢(T') = — f(T') za vsako tocko T' € p koordinatni sistem za premico p.

Dokaz Dokazimo, da je g bijektivna funkcija. Ce je g(A) = g(B) za neki tocki A, B € p,
iz tega sledi tudi f(A) = —g(A) = —g(B) = f(B) in ker je f injektivna funkcija, sledi
A = B. Torej je tudi g injektivna funkcija. Za dokaz surjektivnosti izberimo poljubno
realno stevilo x € R. Ker je f surjektivna funkcija, obstaja tocka C € p, za katero je
f(C) = —x, torej g(C) = —f(C) = z in je tudi g surjektivna.

Izberimo poljubni tocki P,Q € p. Ker je f koordinatni sistem za p, velja PQ =
lf(P)— f(Q) =1]—9(P)+g(Q)] = |g(P) — g(Q)], torej je tudi g koordinatni sistem za
premico p. ]

Trditev 7. Naj bo f koordinatni sistem za premico p in naj bo a poljubno realno stevilo.
Tedaj je tudi funkcija g: p — R s predpisom ¢(T) = f(T) + a za vsako tocko T' € p
koordinatni sistem za premico p.

Dokaz Dokaz naj bralec za vajo izvede sam.

Iz trditev 6 in 7 dobimo naslednjo posledico.

Posledica 8 (Umeritev premice). Naj bosta A in B razli¢ni tocki premice p. Tedaj obstaja
koordinatni sistem za premico p, v katerem je koordinata tocke A enaka 0 in koordinata
tocke B pozitivno Stevilo.

Dokaz Po aksiomu A1 obstaja nek koordinatni sistem f: p — R za premico p. Ozna¢imo
zx = f(A) in y = f(B) koordinati tock A in B. Po trditvi 7 je tudi funkcija g: p - R
s predpisom g(T) = f(T) — z koordinatni sistem na p, za katerega velja g(A) = 0. Ce je
y > x, sledi g(B) = f(B) —z = y — z > 0 in koordinata tocke B je pozitivna. Ce pa
je y < x, tedaj je po trditvi 6 funkcija h: p — R s predpisom h(7T) = —g(T') koordinatni
sistem za p, za katerega velja h(A) =0 in h(B) = —g(B) =x —y > 0. O

Lema 9. Razdalja d: R x R — R med tockami v ravnini je metrika na mnozici R.

Dokaz Preveriti moramo, da funkcija d zadoS¢a vsem pogojem iz definicije metrike. Za
poljubni tocki P, Q € R velja:

e Ceje P # @, tedaj po aksiomu I-1 obstaja natanko ena premica p = %, ki vsebuje
tocki P in (). Po aksiomu A1 obstaja koordinatni sistem f: p — R, za katerega velja

d(P,Q) = [f(P) = f(Q) = [/(Q)— f(P)| = d(Q, P). Torej je d(P,Q) = d(Q, P) > 0.
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e Cepaje P = Q, tedaj po aksiomu I-3 obstaja tocka A, ki ni enaka P, in po aksiomu
I-1 obstaja natanko ena premica p = m, ki vsebuje tocki P in A. Po aksiomu A1l
obstaja koordinatni sistem f: p — R, za katerega velja d(P,Q) = |f(P) — f(Q)| =
d(Q, P) = 0. Torej je d(P,Q) = d(Q, P) = 0.

S tem smo dokazali, da za poljubni dve tocki P,Q € R velja d(P,Q) = d(Q,P) > 0,
torej sta pogoja (i) in (iii) iz definicije metrike izpolnjena. Dokazali smo tudi, da za
poljubni tocki P,Q € R iz P = Q sledi d(P,Q) = 0. Kaj pa obratno? Ce sta P in Q
poljubni dve razli¢ni tocki v ravnini R, tedaj za koordinatni sistem f poljubne premice,
ki vsebuje tocki P in @, velja f(P) # f(Q), saj je f injektivna funkcija. Iz tega sledi
d(P,Q) = PQ = |f(P)— f(Q)] #0. S tem smo dokazali, da je izpolnjen tudi pogoj (ii) iz
definicije metrike.

Da velja tudi pogoj (iv) - trikotniska neenakost, bomo dokazali kasneje (glejte Izrek 53).

Zgled 12 (Koordinatni sistem v evklidski metriki). Naj bo R kartezi¢na ravnina R?, ki
jo opremimo z evklidsko metriko. Kako bi definirali koordinatni sistem f: p — R na
nenavpiéni premici p z enacbo y = ax + b? Za poljubni dve tocki (x1,y1), (z2,y2) € p
mora veljati

|f(z1,01) — f(@2,92)] = /(21 — 2)2 + (azy + b — axg — b)2 = V1 + a2 |z1 — 29

torej koordinatni sistem f: p — R lahko definiramo s f(z,y) = 2v1+a2. Ce pa je p
navpi¢na premica z enacbo x = ¢, tedaj za poljubni tocki (¢, 1), (c,y2) € p velja

‘f(C, yl) - f(C, yQ)‘ Y (yl —Z/2)2 = ‘yl _y2‘ )

zato koordinatni sistem na premici p lahko podamo s f(a,y) = y.

2.2 Vmesnost tock

Vmesnost tock na premici je ena najenostavnejSih geometrijskih idej, ki pa se izkaze kot
zelo uporabna. Formalno jo uvedemo z naslednjo definicijo.

Definicija. Naj bodo A, B in C tri paroma razli¢ne kolinearne tocke. Recemo, da je
tocka B med toctkama A in C, ¢e velja AB + BC = AC. To zapiSsemo kot A x B x C.

A BZC
Slika 2.2: Vmesnost tock: A* B x C

Posledica 10. Ce je A B % C, tedaj velja tudi C = B * A.

Dokaz Ce za tri kolinearne tocke A, B in C velja AB + BC = AC, tedaj sledi tudi
CB+ BA=CA. O
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Tudi pri realnih Stevilih poznamo pojem vmesnosti. Za tri paroma razlicna realna
Stevila x, y in z recemo, da je y med x in z, e velja bodisi x < y < z bodisi z < y < =.

Lema 11. Imejmo premico p s koordinatnim sistemom f. Naj bodo A, B in C paroma
razli¢ne tocke na premici p, ki imajo zaporedoma koordinate z, y in z. Ce je stevilo y med
z in z, tedaj je Ax B C.

Dokaz Denimo najprej, da velja x < y < z. Tedaj lahko zapisemo AB = |z —y| = y — z,
BC=|y—z|=z2z—yin AC = |x—2z| = 2—u. Iz tegasledi AB+ BC = (y—z)+ (2 —y) =
z—1x = AC, torej je Ax B« C.

Denimo sedaj e, da je z < y < x, torej lahko zapiSemo AB =z —y, BC =y — z in
AC = x — z oziroma AB + BC = AC, iz ¢esar spet sledi A+ B x C. O

Izrek 12. Za poljubne tri paroma razlicne tocke, ki lezijo na premici p, je natanko ena
od teh treh tock med preostalima dvema tockama.

Dokaz Naj bodo A, B in C paroma razli¢ne tocke, ki lezijo na premici p. Po aksiomu A1
obstaja koordinatni sistem f za premico p. Ozna¢imo z x, y in z zaporedoma koordinate
tock A, B in C. Eno izmed stevil z, y in z je med preostalima dvema. Po Lemi 11 sledi,
da je tocka s to koordinato med preostalima dvema tockama.

Dokazati je potrebno Se, da vselej velja natanko ena od vmesnosti Ax BxC, Bx AxC
in A% C '« B. Denimo, da bi hkrati veljali vimesnosti Ax B*C in B*x AxC. To bi pomenilo
BA+4+ AC = BC in hkrati AB+ BC = AC, iz ¢esar sledi BA+ AC+AB+BC = BC+ AC
oziroma 2AB = 0, torej AB = 0. Dobimo protislovje, saj A # B. Na enak nacin
dokazemo, da ne moreta hkrati veljati vimesnosti Ax Bx C in AxC x B oz. AxC % B in
BxAxC. ]

Denimo sedaj, da so A, B, C in D §tiri tocke na premici p. Zapis A* BxC'x D pomeni,
da za poljubno trojico tock izmed danih stirih tock veljajo natanko naslednje vmesnosti:
AxB+xC, A«BxD, AxC+«D, BxC«xD, CxB+xA, D«xBxA, DxCxAin DxC % B.

Trditev 13. Poljubne stiri paroma razli¢ne kolinearne tocke lahko oznac¢imo z A, B, C
in D tako, da velja Ax B x C % D.

Dokaz Naj bo p premica, ki vsebuje paroma razlicne tocke P, @, R in S. Naj bo f
koordinatni sistem za premico p. Koordinate tock P, ), R in S so neka Stevila, ki jih
ozna¢imo z w, x, y in z (ne nujno v tem vrstnem redu), tako da velja w < z < y < z.
Naj bo A = f~Y(w), B= f~Yxz), C = f~Y(y) in D = f~(2). Po Lemi 11 iz dvojnih
neenakosti w < x <y, w < r <z, w <y < z, x <y < z sledijo vmesnosti A * B x C,
AxBxD, AxCxD,BxCxD, C«B*xA, Dx«xBxA, DxC=x*Ain DxC * B. Torej velja
ustrezna relacija vmesnosti za vsako trojico izmed §tirih tock, po Izreku 12 pa se vsaka od
treh tock v dani trojici pojavi le v eni relaciji vimesnosti. Torej zares velja Ax BxCxD. [

Izrek 14. Ce sta A in B poljubni dve tocki, tedaj

1. obstaja tocka C, tako da je Ax B xC,
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2. obstaja tocka D, tako da je A* D x B.

Dokaz Naj bo f koordinatni sistem za premico jﬁ , ki vsebuje tocki A in B. Ozna¢imo
x = f(A) in y = f(B). Koordinatni sistem f lahko po potrebi zamenjamo z —f in brez
Skode za splosnost predpostavimo, da velja = < y.

Definiramo C' = f~'(y +1)in D = f~! (L—gy) Ker je x <y <y -+ 1, po Lemi 11 sledi
Ax B xC. Iz enakosti x < y sledi

2r <z +y<2y

in posledi¢no =z < xTer < y. Torej po Lemi 11 velja A x D *x B. O

2.3 Daljica, poltrak, kot in trikotnik

Definicija. Naj bosta A in B razli¢ni toc¢ki. Daljica s krajiséema A in B je definirana
kot mnozica

AB={A,ByU{T|AxTx B} .

Poltrak @ s krajistem v C', ki poteka skozi tocko D, je mnozica vseh tock T na premici
, za katere C ni med tockama T in D.

r— [ o @
A T B C D
Slika 2.3: Daljica AB (levo) in poltrak s krajis¢éem v C' (desno)

Definicija. Kot je unija dveh poltrakov z istim krajiS¢em, ki nista vsebovana v skupni
premici. Ce je kot unija poltrakov AB in AC, ta poltraka imenujemo kraka kota, tocko
A imenujemo vrh kota, kot pa ozna¢imo z Z/BAC.

Opomba 13. V zgornji definiciji kraka kota nastopata v poljubnem vrstnem redu, vselej
torej velja /BAC = Z/CAB.

F
C

A B D E
Slika 2.4: Kot ZBAC (levo) in trikotnik ADEF' (desno)

Definicija. Naj bodo A, B in C tri nekolinearne tocke. Trikotnik AABC je mnozica
ABUBCUAC .

Daljice AB, BC in CA imenujemo stranice trikotnika, tocke A, B in C pa so ogliséa
trikotnika. Koti /CAB, ZABC in /BCA so notranji koti trikotnika.
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Lema 15. Za poljubni dve razli¢ni tocki A in B obstaja koordinatni sistem f: jﬁ — R,
tako da velja AB = {T € B | f(T) > 0}.

Dokaz Po posledici 8 (Umeritev premice) obstaja koordinatni sistem f: fﬁ — R, za
katerega je f(A) = 01in f(B) > 0. Najbo T € AB poljubna tocka. Tedaj po definiciji
poltraka in izreku 12 velja bodisi T € {A, B} bodisi A * T % B bodisi A B *T. Ce je
T € {A, B}, je seveda f(T') > 0.

Ce velja A T * B, to pomeni AT + TB = AB oziroma |f(T)| + |f(T) — f(B)| =
)|+ £(B) - J(T) = f(B) in sledi f(T) > 0.

Denimo nazadnje Se, da je A B xT. 1z tega sledi AB + BT = AT oziroma f(B) +
F(B) = F(T)] = f(B) + f(T) — f(B) = | f(T)| in spet dobirmo, da je f(T) > 0. .

Trditev 16. (i) Za poljubni dve razli¢ni tocki A in B je AB = BA.

(iii) Za poljubno tocko C € @\{A} velja AB = AC.
(iv) Za poljubni totki By € AB\{A} in Cy € AC\{A} velja ZBAC = /B, AC,.

(v) Mnozica oglis¢ trikotnika je enoli¢no dolocena: ¢e velja AABC = ADEF, tedaj je
{A,B,C} ={D,E, F}.

Dokaz (i) Poposledici 10 je AB = {A, B}U{T|AxT*B} = {B, A}U{T|B*TxA} = BA.

(ii) Naj velja AB = CD. Denimo, da {4, B} # {C, D}; torej vsaj eno od krajis¢
A, B,C, D ni krajisce “druge” daljice. Brez skode za splosnost lahko predpostavimo,
da D ¢ {A,B}. Torej velja A x D % B oziroma AD + DB = AB. Ker D # A
in D # B, je AD > 0,DB > 0 in posledicno AD < AB ter DB < AB. Ker je
CD = AB, oglis¢e C ni enako A niti B, torej je tudi A*C* B in AC +CB = AB.
Iz tega sklepamo, da je AC < AB in CB < AB. Ker tocki C in D lezita med
tockama A in B, velja bodisi A C x D x B bodisi A* D % C x B. V prvem primeru
iz AxC * D dobimo AC' + CD = AD in sledi CD < AD < AB, kar je v protislovju
z enakostjo AB = C'D. V drugem primeru pa iz A * D x C dobimo AD + DC = AC
in sledi CD < AC < AB, kar je spet v protislovju z enakostjo AB = CD. Torej je
{A,B} ={C, D}.

(iii) Naj bo C € E\{A} Tedaj velja 4B = 4C. Po lemi 15 obstaja koordinatni
sistem f: jﬁ — R, za katerega velja E ={T € @U(T) > 0}. Za poljubno
tocko U € f@\@ velja f(U) < 0 in posledicno UA + AC = —f(U) + f(C) =
|f(C)—=f(U)| =UC, torej je Ux AxC in tako U € j@\ﬁ 1z tega sledi vsebovanost
AC C AB. Velja tudi B € ﬁ\{A} in z analognim sklepanjem kot zgoraj lahko
dokazemo, da je AB C AC.

(i) Naj bo By € AB\{A} in C; € AC\{A}. Potem po (iii) velja AB, = AB in
ACy = AC, iz cesar sledi £/B1AC1 = ZBAC.

18



(v) Naj velja AABC = ADEF in denimo, da {A,B,C} # {D, E, F}. Brez skode za
splosnost lahko predpostavimo, da D ¢ {A, B,C} in ker D € AABC, D lezi med
dvema izmed oglis¢ A, B in C. BSS privzemimo, da velja A « D % B. Ker so tocke
D, FE in F nekolinearne, vsaj ena od F in F' ne lezi na premici AB.

Denimo najprej, da niti F niti F' ne lezita na premici @ Tedaj sta premici m‘
in obe razli¢ni od premice jﬁ in jo po izreku 1 sekata le v tocki D. Po istem
izreku tudi premica ﬁ seka premico AB kve¢jemu v eni tocki, kar pomeni, da ima
presek AB N ADEF najve¢ dve tocki. To pa je v protislovju s predpostavko, da je
AB C ADEF in da daljica AB vsebuje neskonéno mnogo tock (saj je po aksiomu
ravnila ekvipolentna intervalu [f(A), f(B)] C R, kjer je f poljuben koordinatni

sistem za premico AB).

Denimo sedaj Se, da le ena od tock E in F' (npr. FE) lezi na premici j@ Tedaj
premica lahko sovpada kve¢jemu z eno izmed premic in CA. Torej je
nosilka ene od stranic trikotnika AABC' (brez skode za splosnost predpostavimo, da
je to nosilka stranice AC) razliéna od vseh treh premic , in in po izreku
1 vsako od njih seka kve¢jemu v eni tocki. To pomeni, da presck AC N ADEF
vsebuje najve¢ tri razlicne tocke. Ker pa je AC C ADEF, dobimo protislovje,
saj vsaka daljica vsebuje neskonéno mnogo tock. S tem smo dokazali, da velja
{A,B,C}={D,E,F}. O

2.4 Skladnost daljic

Definicija. Daljici AB in CD sta skladni, ¢e velja AB = CD. V tem primeru skladnost
daljic oznaé¢imo z AB = CD.

Lema 17. Relacija skladnosti je ekvivalen¢na relacija na mnozici vseh daljic.

Naslednji izrek nam pove, da lahko na danem poltraku vselej “odmerimo” daljico
izbrane dolzine, ki je enolicno dolocena.

Izrek 18 (Konstrukcija daljic). Za poljubno daljico AB in poltrak @ obstaja natanko
ena tocka E € CD, za katero velja AB =~ CE.

Dokaz Po umeritvi premice (Posledica 8) obstaja koordinatni sistem f: @ — R, za
katerega velja f(C) = 0 in f(D) > 0. Tedaj je koordinata tocke D enaka f(D) = CD.
Ce je E poljubna tocka na poltraku C'D, potem velja CE = AB natanko tedaj, ko je
f(E) = AB. Torej je CE = AB natanko tedaj, ko je E = f~1(AB). Tocka f~1(AB) je

enoli¢no dolocena, ker je f bijektivna funkcija. O

Ce za tri tocke A, B in C velja A x B« C in AB = BC, tedaj totko B imenujemo
razpolovisée daljice AC. Naslednja trditev pove, da je razpolovisée enoliéno dolocena
tocka daljice.

Trditev 19. Vsaka daljica ima natanko eno razpolovisce.
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Dokaz Naj bo AC poljubna daljica. Po umeritvi premice (Posledica 8) lahko izberemo
koordinatni sistem f za premico j@, za katerega velja f(A) =0 in f(C) > 0.

Za poljubno tocko B med A in C ozna¢imo z x koordinato tocke B. Tedaj po aksiomu
ravnila Al velja AB = |f(A) — f(B)|=0—z| =z in BC = |f(B) — f(C)| = |z — AC| =
AC — z. Ce je torej A* B« C, velja AB = BC natanko tedaj, ko je z = AC' — x oziroma

T = ATC. Ker je % natanko doloceno stevilo, je tudi njegova praslika f_l(A—ZC) =B
enoli¢no dolo¢ena. O

2.5 Separacija ravnine

Definicija. Podmnozica ravnine M C R je konveksna, ¢e za poljubni tocki A, B € M
velja, da je celotna daljica AB vsebovana v mnozici M.

Trditev 20. Ce sta M; in M, poljubni konveksni podmnozici ravnine, je tudi njun presek
konveksna mnozica.

Dokaz Izberimo poljubni tocki A, B € M; N M,. Ker sta A in B vsebovani v konveksni
mnozici M7, je tudi daljica AB podmnozica mnozice M;. Ker sta A in B vsebovani v
konveksni mnozici Ms, je tudi AB C M,. Torej velja AB C M;NMs. S tem smo dokazali,
da je M7 N M5 konveksna mnozica. O

A2 (Aksiom o separaciji ravnine) Za poljubno premico p tocke, ki ne lezijo na p,
sestavljajo dve disjunktni mnozici H; in Hs, za kateri velja:
(i) Hp in Hy sta konveksni mnozici,
(ii) ¢e je A € Hy in B € Ho, potem daljica AB seka premico p.
Mnozici H; in Hs v zgornjem aksiomu imenujemo polravnini, omejeni s premico

p. Ce tocki A in B lezita v isti polravnini, omejeni s premico p, re¢emo tudi, da lezita na
isti strani ali pa na istem bregu premice p.

A Hy

Hy B

Slika 2.5: Separacija ravnine

Izrek 21 (Paschev postulat). Naj bo AABC poljuben trikotnik. Ce premica p vsebuje
tocko E, za katero velja A x E x C, tedaj p seka daljico AB ali pa seka daljico BC.
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Dokaz Uporabimo dokaz s protisloviem. Denimo, da premica p ne seka niti daljice AB
niti daljice BC. 1z tega po aksiomu A2 sledi, da tocki A in B lezita na isti strani premice
p, prav tako pa tudi tocki B in C lezita na isti strani premice p. To pomeni, da tocki A
in C' lezita na isti strani premice p in zaradi konveksnosti polravnine sledi, da je celotna
daljica AC vsebovana v eni polravnini, omejeni s premico p. Ker pa premica p seka daljico
AC v tocki E, dobimo protislovje. ]

Trditev 22. Naj bo p poljubna premica in xﬁ oltrak, katerega krajis¢e A lezi na premici
p, tocka B pa ne lezi na p. Tedaj je mnozica AB\{A} vsebovana v eni polravnini, omejeni
S premico p.

Dokaz Denimo, da poltrak A.B> vsebuje tocko C', tako da tocki B in C' lezita v razli¢nih
polravninah, omejenih s premico p. Tedaj premica p po aksiomu A2 scka daljico BC v
neki tocki. Ker sta f@ in p dve razli¢ni premici, se sekata v eni sami tocki A. Iz tega sledi,
da premica p seka daljico BC' v tocki A in potemtakem velja C' * A x B. Toda po definiciji
poltraka je poltrak AB mnozica tock T na premici AB, za katere ne velja T x A x B.
Dobimo protislovje, torej vse tocke poltraka ﬁ, razen krajiScéa, lezijo v isti polravnini,
omejeni s premico p. ]

Posledica 23. Naj bo p poljubna premica, A € p in B ¢ p. Tedaj vse tocke mnozice
AB\{A} lezijo v eni polravnini, omejeni s premico p.

Dokaz To sledi neposredno iz Trditve 22, saj velja AB\{A} C @\{A}

Trditev 24. Naj bo p poljubna premica ter Hy in Hs polravnini, omejeni s premico p.
Tedaj velja:

(i) Hy in Hy sta neprazni mnozici,
(ii) H; Up je konveksna mnozica,
(iii) H; vsebuje vsaj tri nekolinearne tocke.

Dokaz (i) Po aksiomu I-3 ravnina vsebuje tri tocke A, B in C, ki ne lezijo na isti
premici. Torej vsaj ena izmed tock A, B, C ne lezi na premici p in posledi¢no lezi v
eni od polravnin H; in Hy. Brez Skode za splosnost predpostavimo, da tocka A lezi
v polravnini H;. Naj bo T neka tocka na premici p (ta obstaja po aksiomu I-2). Po
Izreku 14 obstaja tocka D, tako da je A T % D. Premici p in AD sta razli¢ni (saj
tocka A ne lezi na premici p), zato se po izreku 1 sekata le v tocki T'. Ker daljica
AD seka premico p, sta tocki A in D vsebovani v razli¢nih polravninah, omejenih
s p. Torej D lezi v polravnini Hy. S tem smo dokazali, da sta Hy in Hs neprazni
mnozici.

(ii) Naj bosta A in B poljubni to¢ki unije H; U p. Uporabimo analizo primerov.
1.moznost: Ce tocki A in B lezita v polravnini Hj, tedaj zaradi konveksnosti polrav-
nine (aksiom A2) tudi celotna daljica AB lezi znotraj Hy in posledi¢no AB C Hy Up.
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2.moznost: Ce tocki A in B lezita na premici p, tedaj po definiciji daljice velja
AB C p in posledi¢no AB C Hy Up.

3.moznost: Ce A € Hy in B € p, tedaj po Posledici 23 sledi, da je mnozica BA\{B}
vsebovana v polravnini H;. Iz tega sledi, da je tudi AB C Hy Up.

4.moznost: Ce A € pin B € Hy, je dokaz povsem podoben kot pri 3. moznosti.

(iii) Pri (i) smo ze dokazali, da polravnina H; vsebuje vsaj eno tocko A. Po aksiomu I-2
premica p vsebuje vsaj dve razlicni tocki B in C. Po Izreku 14 obstaja tocka D,
za katero velja A x D x B, ter tocka F, za katero velja A x E * C. Po Posledici 23
velja m\B C Hy in m\C C Hy, zato sta tocki D in E vsebovani v polravnini Hj.
Dokazimo Se, da so tocke A, D in E nekolinearne. Ce bi obstajala premica ¢, ki bi
vsebovala tocke A, D in E, bi po aksiomu I-1 sledilo ¢ = AD = AF in bi premica ¢
posledi¢no vsebovala tudi tocki B in C', to pa bi spet po aksiomu I-1 pomenilo, da
je ¢ = p, kar je v nasprotju z dejstvom, da A ¢ p. Torej polravnina H; res vsebuje
tri nekolinearne tocke A, D in F. O

Definicija. Notranjost kota Z/BAC je presek polravnine H¢, ki je omejena s premico
AB in vsebuje tocko C, ter polravnine Hp, ki je omejena s premico AC' in vsebuje tocko
B. Notranjost kota ZBAC ozna¢imo z Int(£BAC).

C
He

Int(£LBAC)

/4 HBB

Slika 2.6: Notranjost kota

Tocka D torej lezi v notranjosti kota Z/BAC' natanko tedaj, ko tocki B in D lezita na
isti strani premice AC ter D in C lezita na isti strani premice AB. Iz trditve 22 sledi, da

je notranjost kota dobro definirana (neodvisna od izbire tock B in C'). Zunanjost kota
ZBAC je mnozica R\ (/BAC U Int(£BAC)).

Trditev 25. Ce tocka D lezi v notranjosti kota Z BAC, tedaj velja ﬁ\{A} C Int(£BAC).

Dokaz Ker D € Int(£BAC), tocki D in B (po definiciji notranjosti kota) lezita na isti
strani premice G, Po Trditvi 22 mnozica E\{A} lezi na isti strani premice AC Kot
tocka B.

Ker D € Int(£BAC), tocki D in C lezita na isti strani premice AB. Po Trditvi 22
mnozica xﬁ\{A} lezi na isti strani premice AB kot totka C.

Torej sledi @\{A} C Int(£BAC). O
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Slika 2.7: Z-izrek

Izrek 26 (Z-izrek). Naj bo p poljubna premica, ki vsebuje dve razli¢ni tocki A in B. Naj
bosta C' in D tocki, ki lezita na razlicnih bregovih premice p. Tedaj se poltraka ﬁ in
ﬁ ne sekata.

Dokaz Po Trditvi 22 mnozica E\{A} lezi na istem bregu premice p kot tocka C. Po
Trditvi 22 mnozica BD\{B} lezi na istem bregu premice p kot tocka D. Torej se mnozici
@\{A} in B‘ﬁ\{B} ne sekata. Torej se poltraka AC in BD lahko sckata kve¢jemu v
tocki A ali B, to pa ni mogoce, saj A ¢ BD in B ¢ ﬁ O

Naslednja trditev je moc¢nejSa verzija Paschevega postulata.

Trditev 27. V trikotniku AABC naj bo E tocka, za katero velja A x £ x C. Naj bo D
tocka, ki lezi na istem bregu premice Zg kot tocka B. Tedaj poltrak Eﬁ seka vsaj eno
izmed stranic AB in BC.

Dokaz Po Izreku 14 obstaja tocka G, za katero velja G x E x D. Tocki G in D lezita
na razliénih bregovih premice %, torej tudi tocki G in B lezita na razliénih bregovih
te premice. Premica % je unija poltrakov ﬁ = ﬁ U ﬁ Po Z-izreku se poltraka
E%) in E ne sekata. Po istem izreku lahko sklepamo tudi, da se poltraka ﬁ in C@ ne
sekata. Po Paschevem postulatu (Izrek 21) premica ﬁ seka vsaj eno izmed daljic AB in
BC. Ker poltrak EG ne seka nobene od njiju, poltrak ETﬁ seka vsaj eno od stranic AB
in BC. O

Slika 2.8: Izrek o precki
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Izrek 28 (Izrek o precki). Ce tocka D lezi v notranjosti kota ZBAC, tedaj poltrak zﬁ
seka daljico BC' v neki tocki med B in C.

Dokaz Po Izreku 14 obstaja tocka F', za katero velja F'x AxC. Tedaj je % = jﬁ, tocki
F in C pa lezita na nasprotnih bregovih premice jﬁ

Ker tocka D lezi v notranjosti kota /BAC, tocki B in D lezita na isti strani premice
2? = ﬁ Po trditvi 27 poltrak E seka (vsaj) eno od daljic FB in BC.

Ker tocki F' in C' lezita na razlicnih bregovih premice j@ , tocki C in D pa lezita na
istem bregu, tudi tocki F' in D lezita na razlicnih bregovih premice j@ Po Z-izreku se
poltraka lﬁ in E ne sekata. Torej poltrak zﬁ seka daljico BC' v tocki E, ki je razliéna
od B. Ce bi veljalo E = C, bi iz tega sledilo, da so toc¢ke A, D in C kolinearne in pridemo
v protislovje. Torej velja B x E x C. O

2.6 Konveksni stirikotniki

Imejmo stiri tocke A, B,C, D € R, od katerih nobene tri niso kolinearne. V primeru, ¢e
nujemo Stirikotnik in jo ozna¢imo s JABCD. Kote /DAB, /ABC, /BCD in ZCDA
imenujemo notranji koti stirikotnika (JABCD. Daljice AB, BC, CD in DA imenujemo
stranice Stirikotnika JABCD. Dve stranici s skupnim oglis¢em imenujemo sosednji
stranici, dve stranici, ki nista sosednji, pa imenujemo nasprotni stranici Stirikotnika.
Dva notranja kota imenujemo sosednja, ¢e njun presek vsebuje stranico Stirikotnika, dva
notranja kota, ki nista sosednja, pa imenujemo nasprotna notranja kota Stirikotnika.
Daljici AC in BD imenujemo diagonali stirikotnika.

Premico, ki vsebuje daljico AB, imenujemo nosilka daljice AB. Stirikotnik imenu-
jemo konveksni Stirikotnik, ¢e je vsaka od njegovih stranic vsebovana v eni od polravnin,
ki ju omejuje nosilka njene nasprotne stranice.

¢ D
D

A

Slika 2.9: Konveksni stirikotnik (levo) in nekonveksni stirikotnik (desno)

Trditev 29. Diagonali konveksnega Stirikotnika se vselej sekata.

Dokaz Imejmo konveksni Stirikotnik (JABC'D. Po definiciji konveksnega Stirikotnika
ogliséi A in B lezita na istem bregu premice ﬁ(} , 0glis¢i B in C' pa lezita na istem bregu
premice jﬁ 1z tega sledi, da toc¢ka B lezi v notranjosti kota ZADC in po izreku o precki
(Izrek 28) poltrak DB scka diagonalo AC' v neki tocki P.
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Na podoben nacin dokai_e)mo, da oglisée A lezi v notranjosti kota ZBC'D_.> Po izreku
o precki sledi, da poltrak CA seka diagonalo BD v neki tocki Q. Ker je CA C fﬁ in
ﬁ C , Se premici jﬁ in % sekata v tocki P in obenem v tocki @), zato po Izreku 1
sledi, da je P = Q. Ker P € AC in Q € BD, se torej diagonali AC in BD sekata v tocki
P. O

2.7 Sedem mostov Konigsberga

Pojem vmesnosti in aksiom o separaciji ravnine spadata med geometrijske ideje, ki so
jih matematiki natanéno obravnavali zelo pozno (Sele pred dobrimi sto leti). Evklid je
v svojem Studiju geometrije tako vmesnost tock kot tudi separacijo ravnine privzel kot
dana, ne da bi se tega zavedal. Temelje geometrije so ponovno zaceli raziskovati Sele
v devetnajstem stoletju, ko so odkrili obstoj neevklidskih geometrij. Za ponazoritev si
oglejmo naslednji izrek:

Izrek 30. Naj bodo p, ¢ in r tri premice, izmed katerih se nobeni dve ne sekata. Tedaj
obstaja premica t, ki hkrati seka p, ¢ in r.

Slika 2.10: Slika k izreku 30

Slika opisane situacije je precej prepricljiva. Izkaze pa se, da izrek 30 velja le v primeru,
¢e predpostavimo veljavnost evklidskega aksioma o vzporednici, medtem ko v neevklidski
geometriji ni veljaven.

V neevklidski geometriji lahko premice izgledajo tako, kot kaze Slika 2.11. V tej
situaciji vsak par premic lezi na istem bregu tretje premice, tako da nobena premica ¢ ne
more obenem sekati vseh treh premic p, ¢ in r.

Problem separacije so prvi¢ natancneje raziskovali v osemnajstem stoletju v mestu
Konigsberg, ki se nahaja na obali Baltiskega morja ob reki Pregel. Na reki sta dva otoka, ki
sta s kopnim in med seboj povezana preko sedmih mostov, glejte sliko 2.12. Ob sprehajanju
po teh otokih so domagini opazili, da v primeru, ko so svoj sprehod zaceli na juznem bregu
reke, sprehoda niso mogli izvesti tako, da bi vsakega od mostov precili natanko enkrat.
Ljudem se je sicer zdelo, da je tak sprehod nemogo¢, nih¢e pa ni bil o tem preprican.
Nazadnje je leta 1735 za problem izvedel veliki §vicarski matematik Leonhard Euler, ki ga
je analiziral takole.
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Slika 2.11: Premice v hiperboli¢ni geometriji

Slika 2.12: Sedem mostov Konigsberga

Denimo, da bi obstajal sprehod, ob katerem zatnemo na juznem bregu reke in vsak
most prehodimo natanko enkrat. Najprej si oglejmo vzhodni otok, do katerega vodijo
trije mostovi. Ker sprehod zatnemo na juznem bregu reke, ga zagotovo nismo zaceli na
vzhodnem otoku. Ker vsakega od treh mostov prehodimo natanko enkrat, bomo sprehod
koncali na vzhodnem otoku (podoben razmislek nam pove, da ¢e smo zaceli z ugasnjeno
lu¢jo in trikrat pritisnili stikalo, je lu¢ na koncu prizgana).

Oglejmo si Se zahodni otok, do katerega vodi pet mostov. Ker sprehoda nismo zaceli
na otoku in je 5 liho §tevilo, bomo sprehod koncali na zahodnem otoku. Tu pridemo do
protislovja, saj sprehoda ne moremo koncati na dveh razli¢nih krajih hkrati.

V primeru, da sprehod za¢nemo na severnem bregu ali na enem izmed otokov, je dokaz
povsem podoben. Eulerjeva resitev tega problema je zgodovinsko zelo pomembna, ker je
v tistem trenutku prvi¢ kdorkoli resil tako vrsto problema. Iz Eulerjeve analize Konigs-
berskega sprehoda se je razvila povsem nova veja matematike, ki se imenuje topologija.

2.8 Merjenje kotov

Spomnimo se, da smo nas aksiomatski sistem geometrije zaceli z urejenim parom (R, P),
kjer R predstavlja ravnino (mnozico vseh tock), P pa je druzina vseh premic. Kasneje
smo tej strukturi dodali 8e funkcijo razdalje d: R x R — R in dobili trojico (R, P, d). Na
podlagi razdalj med tockami smo definirali pojem vmesnosti in tudi skladnost daljic. Sedaj
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bomo to strukturo Se dopolnili z dodatkom mere za velikost kotov, ki jih bomo merili na
znani nacin, v kotnih stopinjah.

Ozna¢imo z A mnozico vseh kotov v ravnini R. Opazovali bomo strukturo (R, P, d, u),
kjer je pu: A — R neka funkcija. Navedimo sedaj aksiom, s katerim vpeljemo merjenje
kotov.

A3 (Aksiom o kotomeru) Obstaja funkcija pu: A — R, za katero velja:

1. 0 < u(£BAC) < 180 za vsak kot ZBAC

2. (konstrukcija kota) Naj bo H polravnina, omejena s premico jﬁ Za vsako
realno Stevilo r, kjer je 0 < r < 180, obstaja natanko en poltrak E, za,
katerega velja E € H in u(£BAFE) =r.

3. (vsota kotov) Ce tocka D lezi v notranjosti kota Z BAC, potem velja u(£/BAC) =
w(£BAD) + n(£DAC).

Stevilo u(Z/BAC) imenujemo velikost kota /BAC.

Definicija. Poltraka ﬁ in z@ sta nasprotna, ¢e velja B x A x C'. Kota ZBAD in
ZDAC sta sokota, ¢e sta ﬁ in 1@ nasprotna poltraka. Kota ZBAC in ZDEF sta
suplementarna, ce velja u(£ZBAC) + u(£DEF) = 180.

e

C A
Slika 2.13: Sokota

Izrek 31. Poljubna dva sokota sta suplementarna.
Definicija. Kota ZABC in ZDEF sta skladna, ¢e velja u(ZABC) = u(£DEF).

Definicija. Kot ZABC je pravi kot, ¢e velja u(ZABC) = 90. Premici p in m sta
pravokotni, ¢e obstajajo tocke A € p, B € pNm ter C € m, tako da je ZABC pravi kot.
To oznac¢imo s p L m.

Kot, katerega velikost je manjSa od 90, imenujemo ostri kot. Kot, katerega velikost
je vecja od 90, pa imenujemo topi kot.
Dva kota ZABC in ZDBE s skupnim vrhom sta sovrsna, ¢e velja bodisi

e« AxBxEinCxBxDin AB # BD bodisi

e« AxBxDinCxB+Ein AB + BE.
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/A D
Slika 2.14: Sovrsna kota

Trditev 32. Sovrsna kota sta skladna.

Dokaz (Vaje) Naj bosta ZABC in ZDBE sovrsna kota. Tedaj velja bodisi
(i) A*B*EinC’*B*Dinj@#%bodisi
(i) Ax B+ D in C*B*Ein:@%ﬁ.

V primeru (i) sledi, da sta poltraka BAin BE nasprotna in poltraka BCin BD nasprotna.
Zato sta kota ZABC' in ZEBC sokota in kota ZEBC in Z/EBD sokota. Po izreku 31
velja u(£LABC) 4+ u(£LEBC) = u(LEBC) + n(£EBD) = 180, torej je ZABC = /DBE.

V primeru (ii) sledi, da sta poltraka B—}l in B? nasprotna in poltraka B? in ﬁ
nasprotna. Zato sta kota ZABC in ZDBC sokota in kota /DBC in ZDBFE sokota.
Po izreku 31 velja u(ZABC) + u(£DBC) = w(£DBC) + u(£DBE) = 180, torej je
/ABC = /DBE. O

2.9 Skladnost trikotnikov
Definicija. Dva trikotnika AABC in ADFEF sta skladna, ¢e obstaja bijektivna pre-

slikava f: {A,B,C} — {D,E,F}, za katero velja AB = f(A)f(B), BC = f(B)f(C),
AC = [IA)J(C), ZCAB = Z[(C)f(A)f(B), ZABC = Z[(A)J(B)J(C) in /BCA =

Zf(B)f(C)f(A).
C D
// \7
A B F

Slika 2.15: Skladna trikotnika

Skladna trikotnika imata torej paroma skladne vse tri stranice in vse tri notranje kote,
pri ¢emer je pomembno, katere stranice oz. kateri notranji koti so paroma skladni. To
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najlazje povemo z dolocitvijo bijekcije med mnozicama ogliS¢ v zgornji definiciji. Dogo-
vorimo se, da bomo to bijekcijo implicitno zapisali v oznaki skladnosti dveh trikotnikov.
Oznaka

AABC =2 ADEF

naj pomeni, da sta AABC in ADFEF skladna trikotnika, pri ¢emer je ustrezna bijekcija
med mnozicama njunih oglis¢ preslikava f: {4, B,C} — {D,E,F}, ki slika A — D,
B— Ein C— F.

A4 (Aksiom SKS) Naj bosta AABC in ADEF trikotnika, za katera velja AB = DE,
/ABC = /DEF in BC = EF. Tedaj je AABC = ADEF.

Trikotnik je enakokrak, ¢e ima dve skladni stranici. Skladni stranici enakokrakega
trikotnika imenujemo kraka, tretjo stranico pa osnovnica. Trikotnik je enakostranicen,
Ce so vse tri njegove stranice paroma skladne.

C

A B
Slika 2.16: Enakokraki trikotnik

Izrek 33 (Izrek o enakokrakem trikotniku). Ce ima trikotnik dve skladni stranici, tedaj
sta notranja kota nasproti teh stranic skladna.

Dokaz Naj bo AABC trikotnik, za katerega velja AC = BC. Trikotnika AABC in
ABAC imata dva para skladnih stranic BC = AC in CA = C'B ter skladna vmesna kota,
saj gre za isti kot /BCA = ZACB. Po aksiomu A4 (SKS) sledi, da je AABC = ABAC.
Skladna trikotnika imata paroma skladne notranje kote, zato je ZABC = /BAC. O

Posledica 34. Vsi trije notranji koti enakostrani¢nega trikotnika so skladni.

Izrek 35 (Izrek KSK). Naj bosta AABC in ADEF trikotnika, za katera velja ZCAB =
/FDE, AB ~ DE in ZABC =~ /DEF. Tedaj je AABC =~ ADEF.

Dokaz Po izreku o konstrukciji daljic (Izrek 18) obstaja tocka G € lﬁ, za katero velja
AC = D@G. Trikotnika AABC in ADEG imata paroma skladni stranici CA = GD in
AB = DFE ter paroma skladna notranja kota ZCAB = /GDE med tema stranicama,
zato po aksiomu A4 (SKS) velja AABC = ADEG. 1z skladnosti trikotnikov sledi, da je
/ZABC = /DEG = ZDEF in po aksiomu o kotomeru A3 (konstrukcija kota) poltraka
E? in ﬁ sovpadata. Ker se premici ](E‘_I% in W sekata v natanko eni tocki, sledi F' = G
in torej AABC =2 ADFEF. O

29



Izrek 36 (Obrat izreka o enakokrakem trikotniku). Ce sta dva notranja kota trikotnika
skladna, potem sta tudi stranici nasproti teh notranjih kotov skladni.

Dokaz Naj bo AABC trikotnik, v katerem velja ZABC = /ZACB. Trikotnika AABC
in AACB imata skladna notranja kota ZABC' = LZACB in ZBCA = ZCBA ter skladni
stranici BC = OB, zato sta skladna po izreku KSK. Iz skladnosti sledi tudi skladnost
istoleznih stranic, torej je AC = AB. O

Izrek 37 (Izrek SSS). Ce imata dva trikotnika paroma skladne vse tri stranice, potem sta
skladna.

Q

F

Slika 2.17: Skica k dokazu izreka 37

Dokaz Naj bosta AABC in ADEF trikotnika, za katera velja AB = DE, BC = EF in
CA = FD. Naj bo H polravnina, omejena s premico /@, v kateri tocka C ne lezi. Po
aksiomu o kotomeru A3 (konstrukcija kota) obstaja natanko en poltrak ﬁ , za katerega
velja T € H in u(£BAT) = un(£LEDF). Po izreku o konstrukeiji daljic (Izrek 18) obstaja
natanko ena tocka P &€ ﬁ, za katero je AP = DF. Trikotnika AABP in ADEF imata
paroma skladni dve stranici in skladna vmesna kota, zato po aksiomu A4 (SKS) sledi
AABP = ADEF.

Ker tocki C' in P lezita v razlicnih polravninah, omejenih s premico zﬁ , daljica CP
seka premico jﬁ v neki tocki G. Glede lege tocke G obravnavamo ve¢ razli¢nih moznosti:
(i) AxG=B, (ii)) A =G, (iii) Gx A B, (iv) G = B in (v) A* BxG. Oglejmo si preostanek
dokaza v primeru (i).

Velja AP = DF = AC in BP = FF = BC, zato sta trikotnika APCA in APCB
enakokraka. Po izreku o enakokrakem trikotniku sledi /PCA =& /CPA in /PCB &
ZCPB, iz ¢esar po aksiomu kotomera (vsota kotov) dobimo:

w(£LBCA) = p(£LPCA)+pu(£LPCB) = W(LCPA)+u(LCPB) = un(£{BPA) = u(£LEFD) .

Trikotnika AABC in ADFEF imata paroma skladne stranice in en par skladnih notranjih
kotov med dvema skladnima stranicama, zato sta skladna po aksiomu A4 (SKS). Dokaz
v preostalih primerih poskusite dokonc¢ati sami.
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Simetrala kota ZBAC je poltrak E, za katerega velja, da tocka D lezi v notranjosti
kota /BAC in da je /ZBAD = /DAC.

Trditev 38. Vsak kot ima natanko eno simetralo.

Dokaz Naj bo Z/BAC poljuben kot. Brez skode za splosnost lahko privzamemo, da velja
AB = AC (na krakih kota si namre¢ vselej lahko izberemo dve tocki, ki sta enako oddaljeni
od vrha kota). Oznac¢imo z D razpolovisce daljice BC. Tedaj tocka D po Posledici 23
lezi v notranjosti kota ZBAC'. Po izreku SSS (Izrek 37) velja AADC = AADB, torej je
/BAD = /CAD. To pomeni, da je poltrak E simetrala kota /BAC.

Dokazali smo, da vsak kot premore vsaj eno simetralo, sedaj pa moramo dokazati
Se, da je ta simetrala le ena. Denimo, da je poleg AD tudi poltrak ﬁ simetrala kota
ZBAC. Ker tocka E lezi v notranjosti kota ZBAC, po izreku o precki (Izrek 28) sledi, da
poltrak E seka daljico BC v neki tocki D', ki lezi med B in C. Po aksiomu SKS velja
AAD'B = AAD'C, torej je D'B = D'C in je tocka D' razpolovisce daljice BC. Ker ima
daljica le eno razpolovisce, je D = D’. Poltraka AD in AF imata skupno krajisce in oba
vsebujeta tocko D = D', torej sovpadata: :4—3 = ﬁ ]

Izrek 39 (Obstoj pravokotnic). Za poljubno premico p in poljubno toc¢ko T', ki ne lezi na
p, obstaja premica ¢, ki je pravokotna na premico p in vsebuje tocko T

Dokaz Naj bo p premica in T' ¢ p. Izberimo poljubni dve razliéni tocki A,C' € p. Po
aksiomu o kotomeru A3 (konstrukcija kota) obstaja tocka U, ki lezi na nasprotni strani
premice p kot tocka T, in za katero velja /T AC = ZUAC. Po izreku o konstrukciji daljic
(Izrek 18) obstaja natanko ena tocka T” € A‘U) , za katero velja AT =2 AT'. Ker tocki T in
T lezita v razli¢nih polravninah, omejenih s premico p, daljica TT’ seka premico p v neki

tocki G. Imamo dve moznosti:

1. moznost: G # A. V tem primeru po aksiomu SKS sledi AAGT = AAGT'. Kota

ZAGT in ZAGT' sta tako skladna in obenem sokota, torej suplementarna. Iz tega sledi,

da sta ta kota prava in je % L fﬁ

2. moznost: G = A. V tem primeru je /TGC = /TAC in /T'GC = /T'AC. Torej

stﬁa kot%éTGC in ZT'GC skladna sokota, iz ¢esar podobno kot zgoraj sklepamo, da je
1 AC. O

2.10 Geometrijske neenakosti

V nasem dosedanjem Studiju trikotnikov smo se ukvarjali zgolj z relacijo skladnosti. Nase
trditve in izreki so dolocali, pod katerimi pogoji lahko sklepamo, da sta dve daljici, dva
kota ali dva trikotnika skladna. Sedaj si bomo ogledali Se relacije neenakosti med daljicami
oziroma koti.

Definicija. Ce velja u(Z/ABC) < u(£/DEF), re¢emo, da je kot ZABC manjsi od kota
/DEF, kot ZDEF pa je veé&ji od kota ZABC. Ce velja AB < DE, re¢emo, da je daljica
AB krajsa od daljice DE, oziroma, da je daljica DE daljsa od daljice AB.
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Definicija. Sokot notranjega kota trikotnika imenujemo zunanji kot trikotnika, preostala
dva notranja kota trikotnika pa imenujemo neprilezna notranja kota.

Vsak trikotnik ima Sest zunanjih kotov. Vsak notranji kot trikotnika ima dva skladna
zunanja kota, ki tvorita par sovrsnih kotov.

C

A B
Slika 2.18: Zunanji kot trikotnika in neprilezna notranja kota

Izrek 40 (Izrek o zunanjem kotu). Zunanji kot trikotnika je vecji od obeh neprileznih
notranjih kotov.

Dokaz Naj bo AABC poljuben trikotnik, ter izberimo tocko D, za katero velja A x B x
D. Dokazimo, da je zunanji kot Z/C'BD ve¢ji od neprileznega notranjega kota ZACB.
Oznacimo z E razpolovisée stranice BC. Po izreku o konstrukeiji daljic (Izrek 18) obstaja
tocka F, za katero velja AxExF in EA = EF. Trikotnika AAEC in AF EB imata paroma
skladni stranici AE = FE in EC = EB ter skladna notranja kota ZAEC = /FEB,
ki sta sovrsna, zato sta skladna po aksiomu SKS. Torej je tudi kot /BCA = ZECA
skladen s kotom ZEBF = ZCBF'. Tocka F po Posledici 23 lezi v notranjosti kota ZCBD
(AF\{A} lezi v isti polravnini, omejeni s premico ﬁ, kot tocka C, EF\{E} pa lezi v
isti polravnini, omejeni s premico , kot tocka D). Torej po aksiomu o kotomeru velja
w(ZCBF) < u(£CBD), zato je neprilezni notranji kot ZBC' A manjsi od zunanjega kota
ZCBD. Za ostale pare zunanjih in neprileznih notranjih kotov je dokaz analogen. O

Posledica 41. Dana premica ima skozi dano tocko, ki ne lezi na tej premici, natanko eno
pravokotnico.

Dokaz Naj bo p poljubna premica in T tocka, ki ne lezi na p. Po izreku o obstoju
pravokotnic (Izrek 39) obstaja vsaj ena pravokotnica ¢ k premici p skozi tocko T'. Denimo,
da obstaja Se ena pravokotnica m k premici p, ki vsebuje tocko T in je razlicna od q.
Oznac¢imo z A presecisce premic p in g ter z B presecisce premic p in m. Naj bo C tocka
na premici p, za katero velja Ax B (. Torej je kot /T BC' zunanji kot trikotnika AT AB,
kot ZTAB pa je eden od neprileznih notranjih kotov. Ker sta oba kota prava, z uporabo
izreka o zunanjem kotu dobimo protislovje. S tem smo dokazali, da je pravokotnica ena
sama. O

Izrek 42. Naj bo AABC poljuben trikotnik. Tedaj velja AB > AC natanko tedaj, ko je
kot ZACB vegji od kota ZABC.
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Dokaz Denimo, da velja AB > AC. Tedaj obstaja tocka D € ﬁ, za katero je AD = AB.
Ker je AD = AB > AC, velja A x C' x D. Ker je AABD enakokraki trikotnik, po izreku
o enakokrakem trikotniku velja ZABD = ZADB. Ker je AxC % D, po Posledici 23 sledi,
da tocka C lezi v notranjosti kota ZABD. Torej je kot ZABC manjsi od kota ZABD
in posledi¢no tudi od kota ZADB = ZCDB. Ker je kot ZAC'B zunanji kot trikotnika
ABCD, po izreku o zunanjem kotu velja u(£ZCDB) < u(ZACB). 1z tega sledi, da je kot
/ABC manjsi od kota ZACB.

Predpostavimo sedaj, da v trikotniku AABC velja u(£LABC) < u(£LACB). Upora-
bimo dokaz z analizo primerov:
1. moznost: Ce bi veljalo AC = AB, bi po izreku o enakokrakem trikotniku sledilo
/ZABC = ZACB in dobimo protislovje.
2. moznost: Ce bi veljalo AC > AB, potem bi po zgoraj dokazanem sledilo, da je kot
ZABC vecji od kota ZAC'B in dobimo protislovje.
Edina preostala moznost je, da velja AC' < AB. O

Trditev 43. Naj bo p poljubna premica in 7" tocka, ki ne lezi na premici p. Najkrajsa
daljica s krajisS¢em v tocki T in drugim krajiS¢em na premici p lezi na pravokotnici k
premici p.

Dokaz Premica p ima po Posledici 41 natanko eno pravokotnico skozi tocko T'. Oznacimo
z A tocko, v kateri ta pravokotnica seka premico p, in naj bo B poljubna to¢ka na premici p,
razlicna od tocke A. Izberimo tocko C € p, ta katero velja C'x Ax B. Kot LT AC' je zunanji
kot trikotnika AABT, zato po izreku o zunanjem kotu velja (LT AC) > u(£LABT). Ker
je premica ﬁ pravokotna na premico p, sta kota /T AC in /T AB skladna prava kota,
torej je kot /T AB vegji od kota ZABT. 1z tega po lzreku 42 sledi, da je TB > TA. O

C

A B D
Slika 2.19: Dokaz izreka 44 (Trikotniska neenakost)

Izrek 44 (Trikotniska neenakost). V poljubnem trikotniku je vsota dolzin poljubnih dveh
stranic ve¢ja od dolzine tretje stranice.

Dokaz (Vaje) Naj bodo A, B in C nekolinearne tocke. Dokazati zelimo, da tedaj velja
AB+ BC > AC' .

Najbo D € B tocka, za katero velja Ax Bx D in BD = BC. Potem je AD = AB+ BC.
Tocka B po Posledici 23 lezi v notranjosti kota ZACD, zato velja u(£ZBCD) < u(£LACD).
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Ker je ABDC enakokraki trikotnik, po izreku o enakokrakem trikotniku velja /BDC =
ZBCD. 1z tega sledi u(£ZADC) = u(£BDC) < pu(£LACD) in po Izreku 42 dobimo
AC < AD oziroma AC < AB + BC. O

Izrek 45 (Izrek o tecaju). Ce sta dve stranici nekega trikotnika paroma skladni dvema
stranicama drugega trikotnika in v prvem trikotniku oklepata vecji kot kakor njima skladni
stranici v drugem trikotniku, tedaj je tretja stranica prvega trikotnika daljSa od tretje
stranice drugega trikotnika.

Dokaz Naj bosta AABC in ADEF poljubna trikotnika, za katera velja CA = FD,
AB = DE in u(£/CAB) > u(£/FDE). Dokazati zelimo, da je tedaj BC > EF.

Po aksiomu kotomera (konstrukcija kota) obstaja tocka T, ki lezi na isti strani premice
/ﬁ kot C, za katero velja /TAB = /FDE. Ker je kot /ZFDFE manjsi od kota Z/CAB,
vsaka tocka ﬁ\{A} lezi v notranjosti kota ZCAB. Naj bo K tocka na poltraku ﬁ,
za katero velja AK = DF. Po aksiomu SKS sledi, da je AABK = ADEF. Po izreku o
precki poltrak ﬁ seka stranico BC' v neki tocki L.

Naj bo ﬁ simetrala kota ZC'AL. Po izreku o precki poltrak zﬁ seka daljico CL v
neki tocki M. Po aksiomu SKS velja AACM = AAKM, torej je CM = KM. Po lzreku
44 (trikotniska neenakost) je BK < BM + MK oziroma BK < BM + MC'. Ker velja
BxMxC,je BM+ MC = BC in ¢e upoStevamo Se BK = EF, dobimo FF < BC. 0O

Izrek 46 (Izrek SKK). Naj bosta AABC in ADEF trikotnika, za katera velja AB = DE,
LABC = /DEF in ZBCA= /EFD, tedaj je AABC = ADEF.

Dokaz Oznac¢imo s F’ € E—f>7' tisto tocko, za katero velja EF’ = BC. Po aksiomu SKS
sledi AABC = ADEF’, torej je /ZBCA =~ /EFD = /EF'D. Imamo tri moznosti:

1. moznost: Ce velja E « F x F', potem je kot ZEF D zunanji kot trikotnika ADFF’, zato
po izreku o zunanjem kotu velja u(ZEFD) > u(ZEF'D) in dobimo protislovje.

2. moznost: Ce velja E « F' x F, potem je kot ZEF'D zunanji kot trikotnika ADF'F,
zato po izreku o zunanjem kotu velja u(ZEF'D) > u(ZEFD) in dobimo protislovje.
Preostane nam le Se tretja moznost, da je F/ = F in torej AABC = ADEF. O

Trikotnik, v katerem je eden od notranjih kotov pravi kot, imenujemo pravokotni
trikotnik. Iz Posledice 41 sledi, da ima vsak trikotnik lahko kve¢jemu en pravi notranji
kot. V pravokotnem trikotniku stranico nasproti pravega kota imenujemo hipotenuza,
preostali dve stranici pa imenujemo kateti.

Izrek 47 (Hipotenuza - kateta). Naj bosta AABC in ADEF dva pravokotna trikotnika
s pravima kotoma /BCA in ZEFD. Ce velja AB = DFE in BC = EF, tedaj je AABC =
ADEF.

Dokaz Naj bo G tocka na poltraku ﬁ, za katero velja D x F x G in FG = AC. Po
izreku o sokotih je kot /EFG pravi kot, zato je skladen s pravim kotom /BCA. Po
aksiomu SKS sledi, da je AABC = AGEF in torej GE = AB = DE. Trikotnik ADEG
je potemtakem enakokrak in po izreku o enakokrakem trikotniku velja /FDFE = /FGE.
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Trikotnika ADEF in AGEF imata dva para skladnih notranjih kotov in dva para skladnih
stranic, zato sta skladna po izreku SKK. Torej je AABC = ADEF. O

Definicija. Naj bo p poljubna premica in T" poljubna tocka. Razdalja od to¢ke T do
premice p je razdalja od tocke T' do presecisca premice p in pravokotnice na p skozi tocko
T. To razdaljo oznac¢imo z d(T, p).

Izrek 48 (Karakterizacija simetrale kota). Naj bodo A, B in C nekolinearne tocke in naj
bo T tocka v notranjosti kota /BAC. Tocka T lezi na simetrali kota Z/BAC natanko
tedaj, ko je enako oddaljena od premic /ﬁ in 28

Dokaz Oznacimo z B’ (oziroma C”) presecisce premice B (oziroma fﬁ) in njene pra-
vokotnice skozi tocko T'.

Predpostavimo najprej, da tocka T lezi na simetrali kota /BAC. Torej sta kota
/TAC" in /TAB’ skladna ter kota ZAC'T = /AB'T skladna, medtem ko je TA skupna
stranica trikotnikov AT AC" in ATAB’. Po Izreku SKK sledi, da je ATAC' =2 ATAB’ in
posledi¢no TC' = TB’'. Torej je d(T, %) = d(T,E).

Denimo sedaj se, da je tocka T enako oddaljena od premic jﬁ in @, torej velja
TC' = TB’'. Pravokotna trikotnika ATAC’ in ATAB’ imata skupno hipotenuzo T A ter
skladni kateti TC” oz. TB’, zato sta skladna po Izreku 47. Iz tega sledi, da sta kota
/TAC" in /TAB’ skladna, torej tocka T lezi na simetrali kota Z/BAC. O

Definicija. Naj bo AB poljubna daljica. Simetrala daljice AB je premica, ki poteka
skozi razpolovisée daljice AB in je pravokotna na nosilko daljice AB.

Izrek 49 (Karakterizacija simetrale daljice). Naj bosta A in B razliéni tocki. Tocka T'
lezi na simetrali daljice AB natanko tedaj, ko je enako oddaljena od tock A in B.

Dokaz Ozna¢imo z M razpolovisée daljice AB in s s njeno simetralo.

Denimo najprej, da je T € s. Ce je slucajno T = M, seveda velja AT = BT. Sicer pa
so A, T in M nekolinearne tocke in ker je simetrala pravokotna na nosilko daljice AB ter
vsebuje tocko M, sta AAMT in ABMT pravokotna trikotnika s skladnima stranicama
AM = BM ter skupno stranico MT. Po izreku SKS sta trikotnika skladna, torej je tudi
AT = BT.

Predpostavimo sedaj, da je P poljubna tocka, za katero velja AP = BP. Imamo dve
moznosti:

1. moznost: Ce so tocke A, B in P kolinearne, iz enakosti AP + PB = AB sledi, da je
tocka P med A in B. Torej je P razpolovisée daljice AB oz. P = M € s.

2. moznost: Ce pa so A, B in P nekolinearne tocke, sta trikotnika AAMP in ABMP
skladna po izreku SSS. Torej sta skladna tudi njuna notranja kota ZAMP = Z/BMP, ki
sta obenem sokota, zato sta prava. Torej je pravokotnica k premici jﬁ skozi tocko
M, to pa je ravno premica s. ]
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Poglavje 3

Vzporednost in nevtralna
geometrija

Aksiomatski sistem ravninske geometrije, ki smo ga zgradili v 2. poglavju, Se ne vsebuje
pomembnega aksioma, ki doloca klasi¢no evklidsko geometrijo; to je evklidski aksiom o
vzporednici. Razlog, da tega aksioma Se nismo omenjali, je v tem, da znotraj ravninske
geometrije ni nujno potreben. Aksiomatski sistem ravninske geometrije brez aksioma o
vzporednicah imenujemo nevtralna geometrija. V tem poglavju bomo vzporednost splosno
obravnavali v okviru nevtralne geometrije, nato pa bomo neformalno opisali Se tri razlicne
geometrije, ki jih lahko dobimo z dodatnimi aksiomi o vzporednici.

3.1 Nevtralna geometrija

Definicija. Dve premici v ravnini sta vzporedni, ¢e nimata nobene skupne tocke. Ce je
premica p vzporedna s premico ¢, to krajSe oznac¢imo s p||q.

Trditev 50. Ce sta dve razli¢ni premici ¢ in r pravokotni na isto premico p, potem sta ¢

in r vzporedni.

Dokaz Oznac¢imo s () preseCisée premic p in ¢ ter z R presecisce premic p in 7. Denimo,
da se premici ¢ in r sekata v neki tocki T'; potem sta q in r dve razliéni pravokotnici k
premici p skozi tocko T, kar je v nasprotju s Posledico 41. Torej sta ¢ in r vzporedni. [J

Izrek 51 (Obstoj vzporednice). Za poljubno premico p in poljubno tocko T, ki ne lezi na
premici p, obstaja vsaj ena premica ¢, ki je vzporedna s p in vsebuje tocko T

Dokaz Naj bo p poljubna premica in T tocka, ki ne lezi na p. Po izreku o obstoju
pravokotnice (Izrek 39) obstaja natanko ena premica ¢, ki je pravokotna na p in vsebuje
toctko T'. Oznacimo p Nt = {A} in naj bo H ena od polravnin, omejenih s premico t.
Po aksiomu o kotomeru A3 (konstrukcija kota) obstaja poltrak T'B, tako da je B € H in
w(ZATB) = 90. Ker sta premici p in obe pravokotni na premico ¢ in sta razlicni (saj
T ¢ p), po Trditvi 50 sledi, da je premica T8 vzporedna s premico p. O
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Trditev 50 ima enostavno posplositev. Naj bodo p, ¢ in t paroma razli¢ne premice v
ravnini. Premico ¢t imenujemo prec¢nica ali transverzala premic p in ¢, ¢e t seka premici
p oz. q v dveh razli¢nih tockah P oz. Q).

Slika 3.1: Izmeni¢na notranja kota

Naj bo ¢ precnica, ki seka premici p oz. ¢ v tockah P oz. Q. Cesta A € pin D € ¢
tocki, ki lezita na razlicnih bregovih precnice ¢, tedaj kota ZAPQ in ZPQD imenujemo
izmeniéna notranja kota. Po tej definiciji sta tudi kota ZCQP in ZQPB izmeni¢na
notranja kota.

Izrek 52 (Izrek o izmenicnih notranjih kotih). Ce prec¢nica ¢ seka premici p in ¢ tako, da
sta izmeni¢na notranja kota skladna, sta p in ¢ vzporedni premici.

Dokaz Oznacimo s P preseCisée premic p in ¢ ter s () preseiscée premic ¢ in t. Naj bosta
A € pin D € q tocki, ki lezita na razlicnih bregovih precnice ¢, tako da sta izmeni¢na
notranja kota ZAPQ in ZPQD skladna. Denimo, da p in ¢ nista vzporedni; torej se
sekata v neki tocki T', ki ne lezi na precnici ¢.

1. moznost: Ce T lezi v isti polravnini, omejeni s premico ¢, kot tocka A, tedaj je kot
ZPQD zunanji kot trikotnika APTQ), ki je po izreku o zunanjem kotu vecji od neprileznega
notranjega kota /T PQ = ZAP( in dobimo protislovje.

2. moznost: Ce T lezi v isti polravnini, omejeni s premico ¢, kot tocka D, tedaj je kot
ZAPQ zunanji kot trikotnika APQT, ki je po izreku o zunanjem kotu vecji od neprileznega
notranjega kota /PQT = ZPQD in dobimo protislovje. O

Izrek 53. Za poljubne tri tocke A, B in C velja AB 4+ BC > AC.

Dokaz Ce so A, B in C nekolinearne tocke, potem po trikotniski neenakosti (Izrek 44)
velja AB + BC > AC.

Denimo sedaj, da so A, B in C kolinearne, ter izberimo koordinatni sistem f: j@ —R
na premici, ki te tri tocke vsebuje. Oznacimo njihove koordinate z x = f(A), y = f(B) in
z = f(C) ter izra¢unamo

AB+BC = |f(A)=f(B)|[+[f(B)=f(O)] = [z—y|+]y—2] = |[z—2| = [f(A)-f(C)| = AC . [
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Opomba 14. Z izrekom 53 smo koné¢no potrdili, da je razdalja v ravninski geometriji res
metrika (glejte lemo 9).

Posledica 54 (Veckotniska neenakost). Naj bon > 3. Za poljubno n-terico tock Aj, As, ...

velja
A1Ag + AjAs+ ...+ A,_1A, > A1 A, . (31)

Dokaz Dokazujemo z indukcijo po stevilu n. Za n = 3 neenakost velja po Izreku 53.
Naj bo sedaj n > 3 neko naravno Stevilo in denimo, da neenakost (3.1) velja za poljubno
n-terico tock. Za poljubno (n + 1)-terico tock A, A, ..., Ant1 tedaj po indukeijski pred-
postavki in Izreku 53 dobimo

A1As + Ag Az + ...+ Ap 1 Ay + A Ay > A A+ ARA 1 > AA . O

Spomnimo se definicije stirikotnika iz Razdelka 2.6. Naj bodo A, B, C' in D §tiri tocke,
od katerih nobena trojica tock ni kolinearna. Ce se daljice AB, BC', CD in DA sekajo le

in ZDAC se imenujejo notranji koti stirikotnika JABCD. Stirikotnik se imenuje pravo-
kotnik, ¢e so vsi tirje notranji koti pravi koti. Stirikotnik se imenuje paralelogram, ce
sta nosilki vsakega para nasprotnih stranic tega Stirikotnika vzporedni.

Na podlagi aksiomov, ki smo jih v nasi geometriji privzeli dosedaj, ni mogoce dokazati,
da pravokotniki obstajajo. Saccherijev §tirikotnik je stirikotnik (JABCD, v katerem
sta notranja kota /DAB in ZABC prava kota, oglis¢i C in D lezita na istem bregu premice
jﬁ , stranici BC in AD pa sta skladni. V tem primeru stranico AB imenujemo spodnja
osnovnica, stranico C'D pa zgornja osnovnica Saccherijevega stirikotnika. Notranja
kota ZDAB in ZABC se imenujeta kota ob spodnji osnovnici, notranja kota /BCD
in ZCDA pa kota ob zgornji osnovnici. Kaj lahko povemo o poljubnem Saccherijevem

Stirikotniku?
D C
[ ] [
A B

Slika 3.2: Saccherijev stirikotnik

Trditev 55. V vsakem Saccherijevem Stirikotniku velja:
(a) diagonali stirikotnika sta skladni,

(b) kota ob zgornji osnovnici sta skladna,
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Stirikotnik je paralelogram.

Dokaz Naj bo DABCD Saccherijev §tirikotnik, v katerem sta kota ZDAB in ZABC
prava kota, stranici BC in DA pa sta skladni.

(a)

(b)

()

Trikotnika AABC in ABAD sta skladna po aksiomu SKS. Torej sta tudi njuni
stranici AC in BD skladni.

Pri (a) smo dokazali, da velja AABC = ABAD, torej sta skladna tudi notranja
kota ZCAB = ZDBA. Po aksiomu o kotomeru (vsota kotov) dobimo

w(LDAC) = n(£DAB) — n(£CAB) = u(LCBA) — n(LABD) = n(£CBD) ,

torej sta kota /DAC in Z/CBD skladna. Trikotnika ADAC' in ACBD imata po-
temtakem skladna para stranic DA = BC in AC = BD ter skladna vmesna kota
/DAC = ZCBD, zato sta skladna po aksiomu SKS. Iz tega sledi, da sta skladna
njuna notranja kota ZC'DA in ZDCB, to pa sta ravno kota ob zgornji osnovnici
Stirikotnika.

Nosilka stranice AB je pravokotna na premici Ei in %, zato sta nosilki stranic
BC in DA vzporedni po Trditvi 50.

Oznag¢imo z M razpolovisce stranice AB in z N razpolovisée stranice CD. Trikotnika
ABCN in AADN imata skladni stranici BC = AD in CN = DN ter skladna
vmesna kota ZBCN = ZADN (kar smo dokazali pri (b)), zato sta skladna po
aksiomu SKS. Iz tega sledi, da je tudi BN = AN. To pomeni, da imata trikotnika
AAMN in ABM N paroma skladne vse tri stranice, zato sta skladna po izreku SSS.
Ker sta notranja kota ZAMN in ZBM N skladna in obenem sokota, sta prava kota.
Torej je premica pravokotna na osnovnico AB.

Trikotnika ADAM in ACBM sta skladna po aksiomu SKS. Iz tega sledi, da je
DM = CM, zato imata trikotnika ADMN in ACMN paroma skladne vse tri
stranice in sta skladna po izreku SSS. Torej sta tudi notranja kota ZMND in ZMNC
skladna ter obenem sokota, zato sta prava. S tem smo dokazali, da je premica

pravokotna na nosilki obeh osnovnic AB in C'D, zato sta nosilki osnovnic vzporedni
po Trditvi 50. O

Trditev 56. Naj bosta JABCD in OA'B'C'D’ Saccherijeva Stirikotnika s spodnjima
osnovnicama AB in A’B’. Ce velja AB = A’B’ in DA = D'A’, potem sledi CD = C"D’,
/BCD = /B'C'D'in ZCDA= /C'D'A’.

Dokaz Iz skladnosti stranic DA in D’A’ sledi tudi skladnost stranic BC' = B’/C’. Triko-
tnika AABC in AA’B'C’ sta skladna po aksiomu SKS, zato je AC = A’C". Ker je tocka
C' v notranjosti kota ZDAB in tocka C’ v notranjosti kota /D' A’B’, po aksiomu koto-
mera velja u(£DAC) =90 — u(LCAB) = 90 — u(£LC"A'B’) = n(£D'A'C"), torej sta kota
/DAC in /D'A'C’ skladna. Po aksiomu SKS sledi, da je ADAC = AD'A'C’, torej je
tudi ZCDA = £C'D'A" in CD = C'D’. Po trditvi 55 dobimo $e /BCD = /B'C'D'. [
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Trditev 57. V vsakem Saccherijevem stirikotniku je dolzina zgornje osnovnice vecja ali
enaka od dolzine spodnje osnovnice.

Dokaz Naj bo (JA; A3 BoB; Saccherijev stirikotnik s spodnjo osnovnico AjAj. Zelimo
dokazati, da tedaj velja A1As < B1Bs. Naj bodo As, Ay, ..., A,+1 tocke, za katere velja
Ay xAgx Ag*...x Aptq in AjA; 1 = A1As zai=1,2,...,n. Naj bo B; tocka, za katero je
kot AAH»lAsz pravi kot in AzBl = AlBl za i = 1, 2, ce,n+ 1. Potem je DAZ'AZ'+1Bi+1Bi
Saccherijev §tirikotnik za vsak i = 1,2,...,n. Po trditvi 56 velja BiBy = BoBg = ... =
B, By, +1. Po veckotniski neenakosti (Posledica 54) za tocke By, Ba, ..., Byt1 velja

Ban-H § Ble + Bng + ...+ Ban_H =nNn- B1B2 .
Prav tako za tocke Ay, By, Bs, ..., By, Bni1, Any1 po veckotniski neenakosti velja
A1An1 < A1By + B1Bpg1 + Bnt1A4n+1 <2418 +nB1 By

in ker je A1 A, 11 = nAj Ao, za poljubno naravno Stevilo n sledi nA; As < nB;Bs+2A1B.

Denimo sedaj, da bi veljalo A1 Ay > B1Bs, in oznatimo € = A1 Ay — B1Bs ter M =
2A1B;. Tedaj je € > 0 in M > 0, vendar je ne < M za poljubno naravno §tevilo n. To je
v nasprotju z dejstvom, da mnozica naravnih Stevil ni navzgor omejena, zato pridemo v
protislovije. O

Trditev 58. Ce je AABD pravokotni trikotnik s pravim kotom ZDAB, tedaj velja

1W(ZABD) + u(£BDA) < 90 .

Dokaz Naj bo C tocka, za katero velja, da je JABCD Saccherijev §tirikotnik. Te-
daj je DA = BC in BD = DB. Ce bi veljalo u(£BDA) > u(ZCBD), bi po iz-
reku o tecaju (Izrek 45) sledilo AB > CD, kar je v nasprotju s Trditvijo 57. Torej je
w(£BDA) < u(£ZCBD). Po aksiomu o kotomeru velja u(£ZCBD) = 90 — u(£ABD), torej
sledi u(ZABD) + u(£BDA) < u(LABD) + u(£ZCBD) = 90. O

Posledica 59. Vsak pravokotni trikotnik ima le en pravi notranji kot, preostala dva
notranja kota pa sta ostra. Hipotenuza je daljSa od obeh katet pravokotnega trikotnika.

Dokaz Prvi del sledi neposredno iz Trditve 58. Drugi del sledi po Izreku 42. ]

V trikotniku AABC' je viSina na stranico daljica, ki je pravokotna na nosilko te
stranice in ima eno krajiS¢e na nosilki te stranice, drugo krajisée pa v oglisc¢u, ki je tej
stranici nasprotno. Krajisce viSine, ki lezi na nosilki stranice, imenujemo nozisce visine.

Trditev 60. V trikotniku AABC naj bo D nozisée visine na stranico AB. Ce je AB
najdaljsa stranica trikotnika AABC), tedaj velja A x D x B.
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Dokaz Denimo, da ne velja A x D x B, tedaj je bodisi D = A, D = B, D x A x B bodisi
A x B x D. Dokazali bomo, da nobena od teh moznosti ni mogoca.

1. moznost: Ce je D = A, potem je AABC pravokotni trikotnik s pravim kotom /CAB,
torej po posledici 59 velja CB > AB, torej AB ni najdaljsa stranica trikotnika.

2. moznost: Ce je D = B, podobno dobimo AC > AB in AB ni najdaljsa stranica
trikotnika.

3. moznost: Ce je DxAxB, potem velja AB < DB in ker je DB kateta, BC pa hipotenuza
pravokotnega trikotnika ADBC, tudi DB < BC. Iz tega sledi AB < BC, kar je spet v
nasprotju z dejstvom, da je AB najdaljsa stranica trikotnika AABC.

4. moznost: Ce je Ax B x D, velja AB < AD in ker je AC hipotenuza, AD pa kateta
pravokotnega trikotnika AADC), sledi AB < AC' in spet dobimo protislovje. O

Izrek 61. Vsota velikosti notranjih kotov poljubnega trikotnika je manjsa ali enaka 180.

Dokaz Brez skode za splosnost privzemimo, da je AB najdaljsa stranica trikotnika A ABC,
ter ozna¢imo z D nozisée visine na stranico AB. Po Trditvi 60 velja A * D * B, torej tocka,
D lezi v notranjosti kota ZBC A. Uporabimo Trditev 58 za pravokotna trikotnika AADC
in ABDC ter dobimo u(ZCAD) + u(£DCA) <90 in u(£DBC) + u(£BCD) < 90. Po
aksiomu o kotomeru velja u(£BCA) = u(£LBCD) + u(£DCA). Za vsoto notranjih kotov
trikotnika AABC potemtakem velja

1(ZCAB) + u(LABC) + u(£BCA)
= u(ZCAD) + u(£/DBC) + u(/BCD) + u(/DCA) <180 . O

3.2 Aksiomi o vzporednici
V evklidski ravnini velja vsem dobro znani aksiom o vzporednicah:

Evklidski aksiom o vzporednici Za poljubno premico p in poljubno tocko T, ki ne lezi
na premici p, obstaja natanko ena premica ¢, ki je vzporedna s premico p in vsebuje
tocko T

V Evklidovem ¢asu in tudi Se vec tisocletij kasneje so matematiki evklidski aksiom
privzemali kot nekaksen zakon narave, v katerega ni mogoce dvomiti. Sele v devetnajstem
stoletju so znanstveniki Lobachevski, Bolyai in Gauss prisli do presenetljivega odkritja, da
smiselno in konsistentno matemati¢no teorijo lahko dobimo tudi, ¢e privzamemo bistveno

drugacen aksiom o vzporednicah:

Hiperboli¢ni aksiom o vzporednicah Za poljubno premico p in poljubno tocko T'; ki
ne lezi na premici p, obstajata vsaj dve razli¢ni premici ¢ in 7, ki sta vzporedni s
premico p in vsebujeta tocko T

Razen navedenih dveh aksiomov teoreti¢no obstaja Se tretja moznost, da vzporednica
skozi dano tocko sploh ne obstaja. To dolo¢a naslednji aksiom:
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Elipti¢ni aksiom o vzporednicah Nobeni dve premici v ravnini nista vzporedni.

Izkaze se, da za vsakega od navedenih treh aksiomov o vzporednici obstaja smiselni
aksiomatski sistem geometrije, v katerem ta aksiom velja.

3.3 Model hiperboli¢cne geometrije

V tem razdelku si bomo ogledali model geometrije, za katero veljajo vsi aksiomi nevtralne
geometrije in Se hiperboli¢ni aksiom o vzporednici. Ozna¢imo s H podmnozico kompleksne
ravnine

H={zeC|Im(z) >0} .

To mnozico imenujemo tudi hiperboli¢na polravnina. Premice nase geometrije bodo
dveh vrst: (a) presek H z navpi¢no premico z ena¢bo Re(z) = k, kjer je k poljubno realno
stevilo, ter (b) presek H s poljubno kroznico, ki ima sredii¢e na realni osi (torej na robu
polravnine H). To pomeni, da so premice v nasi geometriji navpi¢ni poltraki s krajis¢em

na realni osi in polkroznice s sredi§¢em na realni osi.

[

Slika 3.3: Hiperboli¢na polravnina

Lema 62. V tej geometriji velja incidenéni aksiom I-1: Poljubni dve razliéni tocki hiper-
boli¢ne polravnine H lezita na natanko eni premici.

Dokaz Naj bosta A, B € H dve razli¢ni tocki.

e Ce imata A in B isto realno komponento (oz. isto az-koordinato xg), tedaj lezita
na natanko eni navpiéni premici Re(z) = xg. Ker vsaka polkroznica s srediséem na
realni osi poljubno navpiéno premico seka kveéjemu enkrat, tocki A in B ne lezita

na nobeni taki polkroznici.

e Ceimata A in B razliéni z-koordinati, tedaj seveda ne moreta lezati na isti navpicéni
premici. Ce obe hkrati lezita na polkroznici s srediséem S (a,0), tedaj njune koordi-
nate A(z1,y1) in B(ze,y2) zadostajo enacbi:

(z1—a)® + 4} = (v2 — a)* + v3
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x% +y% —2z10 = l’% +y% — 2x2a
_ wi+y3—af -
2(1’2—1’1)

Sredisce in polmer polkroznice sta torej natanko dolo¢ena s koordinatami tock A in
B. Tocki potemtakem res lezita na natanko eni hiperboli¢ni premici. O

Definirali smo torej tocke in premice hiperboli¢ne polravnine, sedaj pa potrebujemo Se
definicijo razdalje. Naj bosta A(z1,y1), B(x2,y2) € H poljubni tocki hiperboliéne polrav-
nine ter oznac¢imo s C' in D tocki, v katerih hiperboli¢na premica, na kateri lezita A in
B, seka realno os (v primeru, da je x; = x3, velja C' = D in je presecis¢e eno samo).
Hiperboli¢no razdaljo med tockama A in B izra¢unamo z

AC-BD 4
J(A. B) = ngecap| » Cemn # a2,
) ~
‘an—f , e x1 = 29 .

Razmislimo, da tako definirana razdalja med tockami hiperboli¢ne polravnine ustreza
aksiomu ravnila A1l. Kako definiramo koordinatni sistem na navpié¢ni hiperboliéni premici?
Naj bo p poljubna navpi¢na premica in definirajmo funkcijo f: p — R s predpisom f(7T') =
Iny, kjer sta (x,y) karteziéni koordinati tocke T'. Ker je imaginarna komponenta poljubne
tocke v hiperboli¢ni polravnini pozitivna, je f: p — R obicajna logaritemska funkcija
In: (0,00) = R, katere odvod (Iny) = % je pozitiven za vsak y > 0. To pomeni, da je
logaritemska funkcija strogo naras¢ajoca in posledi¢no injektivna. Poleg tega je f tudi
surjektivna, saj se za poljubno realno stevilo ¢ to¢ka na premici p z y-koordinato e’ z
f preslika v t. Za dve tocki A(x1,y1) in B(z1,y2) na premici p velja |f(A) — f(B)| =
[Inys —Inyi| = [In 22| = d(A, B).

Kako pa definiramo koordinatni sistem na hiperboli¢ni premici, ki ni navpi¢na? Naj
bo sedaj p hiperboli¢na premica, ki seka realno os v tockah C' in D, ter fiksirajmo tocko
P € p. Za poljubno tocko A € p lahko definiramo realno Stevilo

AC-PD
AD - PC
in s tem dobimo funkcijo f: p — R. Za dve tocki A, B € p tedaj velja

AC-PD _ BC-PD AC - BD
"Ap-pc  “BD-PC|” |["BC-AD

f(A)=In

£(A) - F(B) = | ‘ - ‘1 ‘ (A B) .
Da se premisliti, da je f bijektivna funkcija. Hiperboli¢na geometrija torej ustreza aksiomu
ravnila Al.

Na podlagi hiperboli¢ne razdalje lahko definiramo vmesnost, daljice in poltrake povsem
enako kot v nevtralni geometriji. Kot med dvema hiperboli¢nima premicama definiramo
povsem analogno. Pri tem je vsaj en krak hiperboli¢nega kota krozni lok. Velikost kota
med dvema kroznima lokoma, ki se sekata v tocki A, definiramo kot velikost kota med
tangentama na ta krozna loka v tocki A v evklidski geometriji. Da se preveriti, da tako
definiran model ustreza vsem aksiomom nevtralne geometrije, in posledi¢no tudi vsem

trditvam in izrekom, ki smo jih dosedaj uspeli dokazati.
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Slika 3.4: Tri razli¢ne vzporednice k premici p skozi tocko T" v hiperboli¢ni ravnini

Kako pa je z vzporednostjo v hiperboli¢ni geometriji? Hitro lahko opazimo, da ima
dana hiperboli¢na premica skozi neko tocko, ki ne lezi na njej, ve¢ kot le eno vzporednico.
Ta model geometrije torej ustreza hiperboli¢nemu aksiomu o vzporednici.

45



46



Poglavje 4

Evklidska geometrija

Evklidski aksiom o vzporednici (EAV) Za poljubno premico p in poljubno toc¢ko T,
ki ne lezi na premici p, obstaja natanko ena premica ¢, ki je vzporedna s premico p
in vsebuje tocko T'.

Geometrijo, ki jo dolo¢ajo dosedaj navedeni aksiomi nevtralne geometrije skupaj z
evklidskim aksiomom o vzporednici, imenujemo evklidska geometrija. Izkaze se, da
ima ta dodatni aksiom Stevilne moc¢ne posledice.

Izrek 63 (Obrat izreka o izmeni¢nih kotih). Ce precnica t seka vzporedni premici p in g,
tedaj sta izmenic¢na notranja kota skladna.

Dokaz Oznacimo s @) presecisce premic ¢ in . Obstaja natanko ena premica ¢, ki vsebuje
tocko @ in za katero velja, da sta izmeni¢na notranja kota, ki ju premici p in ¢’ oklepata
s precnico t, skladna. Po izreku o izmeniénih notranjih kotih (Izrek 52) je ¢||p in po
evklidskem aksiomu o vzporednici sledi ¢’ = ¢. Torej sta izmeni¢na notranja kota, ki ju
premici p in ¢ oklepata s preénico t, skladna. ]

Posledica 64. V evklidski geometriji je vsak Saccherijev Stirikotnik pravokotnik.

Dokaz Naj bo DABCD Saccherijev stirikotnik, v katerem sta notranja kota ZDAB in
ZABC prava ter stranici AD in BC skladni. Ker sta nosilki stranic AD in BC vzporedni,
po obratu izreka o izmeni¢nih kotih velja ZDAC = ZBCA. Po aksiomu SKS sledi, da sta
trikotnika ADAC' in ABC A skladna, torej je kot ZCDA = ZABC pravi kot. Iz trditve
55 dobimo, da je tudi kot ZBCD pravi. O

Izrek 65 (Izrek o vsoti notranjih kotov trikotnika). V evklidski geometriji je vsota notra-
njih kotov poljubnega trikotnika enaka 180.

Dokaz Naj bo AABC poljuben trikotnik in oznac¢imo s p vzporednico k premici jﬁ
skozi tocko C'. Naj bosta D, E € p tocki, za kateri velja D * C' x E in tocka D je na
isti strani premice kot tocka A. Po obratu izreka o izmeni¢nih notranjih kotih velja
/BAC =2 /DCA in ZABC = /BCE. Kota ZBCD in ZBCE sta sokota in potemtakem
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suplementarna, zato velja u(£ZDCA)+u(LACB)+u(£LBCE) = uy(£LBCD)+u(£BCE) =
180. Iz tega sledi

1(ZCAB) + (ZABC) + u(£/BCA) =180 . O

Posledica 66. Velikost zunanjega kota trikotnika je enaka vsoti velikosti neprileznih no-

tranjih kotov.

Dokaz Oznac¢imo z « velikost notranjega kota trikotnika AABC. Zunanji kot je sokot

notranjega kota trikotnika, zato je po izreku o sokotih velikost zunanjega kota enaka

180 —

a. Po izreku o vsoti notranjih kotov trikotnika je vsota neprileznih notranjih kotov

prav tako enaka 180 — a. O

Trditev 67. Vsaka od spodnjih izjav je ekvivalentna evklidskemu aksiomu o vzporednici:

1.

(Proklov aksiom) Ce sta p in ¢ vzporedni premici in premica ¢ # p seka premico p,
tedaj t seka premico q.

. Ce sta p in ¢ vzporedni premici in je t L p, tedaj je t L q.

. Ce za premice p, ¢, 7 in s velja p || ¢, r L pin s L ¢, tedaj je bodisi 7 = s bodisi

T s.

(Tranzitivnost vzporednosti) Ce je I || m in m || n, tedaj je bodisi I = n bodisi I || n.

Dokaz 1. Dokazimo najprej, da iz Proklovega aksioma sledi evklidski aksiom o vzpo-

2.

3.

rednici. Predpostavimo, da Proklov aksiom velja. Naj bo p poljubna premica in T
tocka, ki ne lezi na premici p. Po izreku o obstoju vzporednice obstaja vsaj ena vzpo-
rednica k premici p, ki vsebuje tocko T'. Pa denimo, da bi obstajala ve¢ kot ena taka
vzporednica, ter oznac¢imo s ¢ in r dve razli¢ni vzporednici k premici p, ki vsebujeta
tocko T'. Torej velja ¢ || p in 7 || p. Ker sta ¢ in r razli¢ni premici, je njuna edina
skupna tocka T'. Premici ¢ in p sta vzporedni, premica r pa seka premico ¢q. 1z tega
po Proklovem aksiomu sledi, da premica r seka tudi premico p, kar pa ni mogoce, saj
sta r in p vzporedni. Ker smo prisli do protislovja, obstaja natanko ena vzporednica
premice p, ki vsebuje tocko T'. Evklidski aksiom o vzporednici potemtakem velja.

Dokazimo sedaj Se, da iz evklidskega aksioma o vzporednici sledi Proklov aksiom.
Predpostavimo, da evklidski aksiom o vzporednici velja. Naj bosta p in g vzporedni
premici in naj bo ¢t # p premica, ki seka premico p v tocki T. Ce premica t ne
bi sekala premice g, potem bi bili p in ¢ dve razlié¢ni vzporednici k premici ¢, ki
vsebujeta tocko T', to pa je v nasprotju z evklidskim aksiomom o vzporednici. Torej
premica t seka premico g ter Proklov aksiom velja.

Vajal

Vajal!
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4. Dokazimo najprej, da iz izjave 4. sledi EAV. Predpostavimo, da tranzitivnost vzpo-
rednosti velja. Naj bo p poljubna premica in T tocka, ki ne lezi na premici p. Po
izreku o obstoju vzporednice obstaja vsaj ena vzporednica premice p, ki vsebuje
tocko T'. Pa denimo, da bi obstajala ve¢ kot ena taka vzporednica, ter ozna¢imo s
g in r dve razliéni vzporednici premice p, ki vsebujeta tocko T'. Torej velja ¢ || p
in p || r. Po izjavi 4. sledi, da je bodisi r = ¢ bodisi r || ¢. Ker sta ¢ in r razli¢ni
premici, bi morali biti torej vzporedni, kar pa je v nasprotju z dejstvom, da se sekata
v tocki T'. Prisli smo do protislovja, torej obstaja natanko ena vzporednica premice
p, ki vsebuje tocko T'. S tem smo dokazali, da velja EAV.

Dokazimo sedaj Se, da iz EAV sledi tranzitivnost vzporednosti. Predpostavimo, da
EAV velja. Naj bodo p, ¢ in r premice, za katere velja p || ¢ in ¢ || 7. Pa denimo, da
se premici p in r sekata v tocki T'. Potem sta premici p in r dve vzporednici premice
g, ki vsebujeta tocko T, zato po EAV sledi p = r. Ce pa se premici p in  ne sekata,
potem sta vzporedni. S tem smo dokazali, da sta premici p in r bodisi enaki bodisi
vzporedni, torej izjava 4. velja.

4.1 Vzporedne projekcije

Po Posledici 41 ima dana premica skozi vsako to¢ko ravnine natanko eno pravokotnico.
Tako lahko za poljubni premici p in p’ definiramo pravokotno projekcijo premice p na
premico p’. To je funkcija f: p — p/, ki vsako tocko T' € p preslika v tocko f(T), to je
presecisce premice p’ in pravokotnice na p’ skozi tocko T. Splosneje lahko eno premico
na drugo namesto vzdolz pravokotnice projiciramo vzdolz poljubne smeri, le da je smer
projekcije ves ¢as enaka. Podajmo sedaj natan¢no definicijo vzporedne projekcije.

3 A

Slika 4.1: Vzporedna projekcija

Definicija. Imejmo premici p in p/, ki ju seka precnica t. Za poljubno tocko P € p
oznacimo s tp vzporednico k premici ¢t skozi tocko P. Naj bo f(P) preseciice premic tp
in p/. Ta predpis dolo¢a funkcijo f: p — p/, ki jo imenujemo vzporedna projekcija
premice p na p’ v smeri t.

Izrek 68. Vzporedna projekcija je bijektivna funkcija, ki ohranja vmesnost tock.
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Dokaz Imejmo premici p in p’, ki ju seka prec¢nica t. Naj bo f: p — p’ vzporedna
projekeija premice p na premico p’ v smeri t. Ce sta A, B € p poljubni dve razliéni tocki,
tedaj njuni sliki A’ = f(A) in B’ = f(B) lezita na vzporednih premicah t,4 in tpg, zato je
A’ # B'. Torej je f injektivna funkcija. Za dokaz surjektivnosti izberimo poljubno tocko
X € p' in oznaéimo z u vzporednico k premici ¢ skozi tocko X. Potem je f~1(X)=unp
mnoZica z enim elementom - tocko, ki se s f preslika v tocko X. Ce oznac¢imo z g: p’ — p
vzporedno projekcijo premice p’ na p v smeri t, je g inverz funkcije f.

Izberimo poljubne tri tocke A, B,C' € p, za katere velja A x B % C, ter oznac¢imo
A" = f(A), B' = f(B) in ¢" = f(C). Oznacimo s ta, tp in tc vzporednice k premici ¢
skozi tocke A, B in O, torej velja t4||tg||tc. Ker daljica CC” ne seka premice tg, tocki C
in C’ lezita na istem bregu premice tg. Ker daljica AA’ ne seka premice tg, tocki A in
A’ lezita na istem bregu premice tg. Ker velja A x B x C, tocki A in C' lezita na razli¢nih
bregovih premice tg. Iz tega sledi, da tocki A’ in C’ lezita na razlicnih bregovih premice
tp, torej daljica A’C’ seka premico tp v neki tocki Q. Ker tp # p/, se premici tp in p/
sekata le v eni tocki, zato je Q = B’. To pomeni, da tocka B’ lezi na daljici A’C’ in
posledi¢no A’ x B’ x C’. O

Lema 69. Nasprotni stranici paralelograma sta skladni.

Dokaz Imejmo paralelogram [JABCD. Prec¢nica j@ seka oba para vzporednih nosilk
stranic paralelograma in po obratu izreka o izmeni¢nih kotih velja ZBAC = /ZDCA ter
/BCAZ= /DAC. Trikotnika AACB in ACAD sta skladna po izreku KSK. Iz tega sledi,
da sta stranici AB in CD skladni ter stranici DA in BC skladni. O

: /
L]
P%/B/C/’D

Slika 4.2: Dokaz trditve 70

Trditev 70. Vzporedna projekcija ohranja skladnost daljic.

Dokaz Imejmo premici p in p/, ki ju seka precnica t. Naj bo f: p — p’ vzporedna
projekcija premice p na premico p’ v smeri t. Naj bodo A, B,C, D € p tocke, za katere
velja AB = C'D. Oznagimo A’ = f(A), B' = f(B), C' = f(C) in D' = f(D). Zelimo
dokazati, da je tedaj tudi A’B’ = C'D’.

1.moznost: Ce je p||p, tedaj sta daljici AB in A’B’ nasprotni stranici paralelograma in
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velja A’B’ = AB. Podobno sta tudi daljici CD in C"D’ nasprotni stranici paralelograma
in potemtakem skladni. Iz tega sledi C’D’ = A'B’.

2. moznost: Denimo sedaj, da premici p in p’ nista vzporedni. Ozna¢imo s ¢ vzporednico
k premici p’ skozi tocko A, ki seka tg v tocki E. Oznac¢imo z r vzporednico k premici p’
skozi tocko C, ki seka tp v tocki F. Torej sta ¢ in r vzporednici, ki ju seka precnica p.
Ce ustrezno izberemo oznake tock C in D, sta kota Z/BAFE in Z/DCF skladna po obratu
izreka o izmeniénih kotih. Podobno sta tp in tp vzporednici, ki ju seka precnica p tako,
da sta kota ZABF in ZCDF skladna po obratu izreka o izmeni¢nih kotih. Ker je tudi
AB = CD, po izreku KSK sledi, da je AABE = ACDF. Torej je AE = CF. Daljici
A’B’ in AFE sta nasprotni stranici paralelograma, torej sta skladni. Podobno sta CF in
C'D’ nasprotni stranici paralelograma in zato skladni. Iz tega sledi A/B’ = C'D/. O

Lema 71. Naj bosta x in y realni Stevili. Denimo, da velja:
(1) vsako racionalno stevilo, ki je manjse od z, je tudi manjse od y.
(2) vsako racionalno stevilo, ki je manjse od y, je tudi manjse od x.
Tedaj je x = y.

Dokaz Izvedemo dokaz z analizo primerov. I1.mozZnost: Denimo, da je x < y. Tedaj
obstaja stevilo r € Q, za katero velja x < r < y, kar je v nasprotju z (2).

2.mozZnost: Denimo, da je y < x. Tedaj obstaja stevilo r € Q, za katero velja y < r < z,
kar je v nasprotju z (1).

Torej velja 3. mozZnost: x = y. O

Slika 4.3: Izrek o vzporedni projekciji

Izrek 72 (Izrek o vzporedni projekciji). Naj bodo I, m in n tri vzporedne premice, ki jih
dve skupni preénici t oz. t' zaporedoma sekata v tockah A, B, C oz. A, B', C'. Ce velja
Ax BxC, tedaj je %:%.

Ekaz Ozna¢imo x = ﬁ—g iny = %. Izberimo poljubni naravni Stevili p in ¢q. Daljico
AB razdelimo na ¢ skladnih daljic, torej pois¢emo tocke A = Ay, A4,..., A, = B, tako
da velja Ag* Ay x...x Ay in AjA; 11 = ATB za1=0,1,...,9g — 1. Nato poisc¢emo Se tocke

B = By, By, ..., By na poltraku B?, tako da velja By * By *...% By in BiB;y1 = ATB za
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i=20,1,...,p— 1. Ozna¢imo z A} (oz. B]) vzporedno projekcijo totke A; (oz. B;) na

premico t' v smeri p. Velja
BB, p

AB ¢

/ !

in ker vzporedna projekcija ohranja skladnost daljic, sledi Bf = %.

e Denimo, da j Je E<r= AB’ tedaj sledi p- 42 < BC in BB, < BC oziroma BxB,*C.
Ker vzporedna prOJekcua ohranja vmesnost dobimo B'B,, < B'C" in p- ATB < B'C'
oziroma p < A, B, Torej iz £ < T sledl <.

e S podobnim sklepanjem dokazemo, da iz 2 . <Y sledi g <z

Po Lemi 71 dobimo, da je x = y. O

Posledica 73. Vzporedna projekcija ohranja razmerja dolzin daljic.

4.2 Podobnost trikotnikov

Definicija. Trikotnika AABC in ADEF sta podobna, ¢e obstaja bijektivna funk-
cija f: {A,B,C} — {D,E,F}, za katero velja ZABC = Zf(A)f(B)f(C), £LBCA =
Lf(B)f(C)f(A) in LCAB = £Lf(C)f(A)f(B).

Podobna trikotnika imata torej paroma skladne vse tri notranje kote, pri ¢emer je
seveda pomembno, kateri notranji koti so paroma skladni. Podobno kot pri oznaki skla-
dnosti se dogovorimo, da bomo bijekcijo f v zgornji definiciji implicitno zapisali v oznaki
podobnosti dveh trikotnikov. Oznaka

AABC ~ ADEF

naj pomeni, da bijekcija f: {A,B,C} — {D, E,F} s predpisom f(A) = D, f(B) = E,
f(C) = F dolo¢a podobnost trikotnikov AABC in ADEF.

A B
FE
Slika 4.4: Podobna trikotnika: AABC ~ ADEF

Trditev 74. Ce imata trikotnika AABC in ADEF dva para skladnih notranjih kotov,
sta podobna.
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Dokaz Brez skode za splosnost privzemimo, da velja ZABC = /DFEF in /BCA =
ZEFD. Poizreku o vsoti notranjih kotov sledi u(£LCAB) = 180—u(LABC)—u(£BCA) =
180 — u(£DEF) — u(LEFD) = u(£LFDE), torej je tudi ZCAB = /FDE. O

Izrek 75 (Izrek o podobnih trikotnikih). Ce je AABC ~ ADEF, potem velja

AB BC CA

DE  EF FD°
Dokaz Naj bosta E’ € AB in F' € AC tocki, za kateri velja AE’ = DE in AF' = DF.
Po aksiomu SKS velja AAE'F’ = ADEF&poslediéno /AE'F' =2 /DEF = /ABC.
Po izreku o izmenic¢nih kotih sta premici £'F” in vzporedni. Vzporedna projekcija
premice AB na premico AC v smeri BC totke A, E' in B zaporedoma preslika v A, F’

in C. Ker vzporedna projekcija ohranja razmerja dolzin daljic, velja ;145, = fg, oziroma

% = %. Na podoben nacin pokazemo, da velja tudi g—g = %. ]

Izrek 76 (SSS za podobne trikotnike). Ce za trikotnika AABC in ADEF velja % _
BC — ¢4 potem je AABC ~ ADEF.

Dokaz Naj bo E' € 1@ tocka, za katero velja AE’ = DE. Naj bo p vzporednica k
premici % skozi tocko E’. Ce bi bila premica p vzporedna s premico AC, potem bi
sledilo % ||R , kar ni res. Torej premica p seka premico j@ v neki tocki F’. Po obratu
izreka o izmenicénih kotih velja ZAE'F' =2 /ABC in ZAF'E' = /ACB, torej je AAE'F' ~

AABC. Po izreku o podobnih trikotnikih (Izrek 75) sledi % = %g = % in ker je

AE' = DE, dobimo E'F' = BGLE = EF ter AF' = 4G2E = DF. Po izreku SSS sledi,
da je AAE'F" =2 ADEF. Torej so notranji koti trikotnikov AABC in ADEF paroma
skladni in velja ADEF ~ AABC. O

Izrek 77 (Izrek SKS za podobne trikotnike). Ce za trikotnika AABC in ADEF velja
ZABC = /DEF in 48 = DE potem je AABC ~ ADEF.

Dokaz Najbo D' € BA tocka, za katero velja D'B = DE. Naj bo p vzporednica k premici
AC skozi tocko D’. Premica p seka premico v tocki F’. Po obratu izreka o izmeni¢nih
kotih velja ZCAB = /F'D'B in /BCA = /BF'D’, torej je AABC ~ AD'BF’. Po
izreku o podobnih trikotnikih sledi 5‘% = gg, = % in ker je D'B = DE, sledi BF' =
BCDE — EF. Po aksiomu SKS sledi AD'BF’ = ADEF in dobimo AABC ~ ADEF. [

4.3 Pitagorov izrek

Izrek 78 (Pitagorov izrek). V pravokotnem trikotniku je kvadrat dolzine hipotenuze enak
vsoti kvadratov dolzin obeh katet.

Dokaz Naj bo AABC pravokotni trikotnik s pravim kotom Z/BCA. Naj bo D nozisce
visine na hipotenuzo AB. Po Posledici 59 je hipotenuza najdaljsa od stranic trikotnika
AABC, zato po Trditvi 60 velja A x D x C. Trikotnika AABC in AACD imata dva
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para skladnih notranjih kotov /CAB = Z/CAD in /BCA = Z/CDA, zato po trditvi 74
sledi AABC ~ AACD. Trikotnika AABC in ACBD imata dva para skladnih notranjih

kotov ZABC = ZCBD in /BCA = /BDC, zato po trditvi 74 sledi AABC ~ ACBD.
AB AC AB BC

Po izreku o podobnih trikotnikih dobimo 47 = 45 in 5 = £p, iz Cesar izraCunamo
AC? = AB - AD in BC? = AB - BD. Uporabimo $e dejstvo, da je A x D x B in tako
AB = AD + DB, pa dobimo AC? + BC? = AB(AD + BD) = AB?. O

Trditev 79. Ce za dolzine stranic a, b in ¢ nekega trikotnika velja a? + b = ¢, potem je
to pravokotni trikotnik s pravim kotom nasproti stranice dolzine c.

Dokaz Naj bo AABC trikotnik z dolzinami stranic AB = ¢, BC = a_ir>1 AC = b,_za>
katerega velja a? + b? = ¢?. Naj bo ZE'FD’ pravi kot in naj bosta £ € FE' ter D € FD'
tocki, za kateri velja EF = a ter DF = b. Potem po Pitagorovem izreku za trikotnik
ADEF velja DE = va?+ 0> = ¢ in po izreku SSS sledi ADEF = AABC. Torej je
AABC pravokotni trikotnik s pravim kotom /BCA. O

Definicija. Naj bosta x in y pozitivni realni stevili. Geometrijska sredina stevil = in
y je definirana kot ./zy.

Opomba 15. Izraz geometrijska sredina izhaja iz plosc¢ine preprostih likov. Plos¢ina
pravokotnika dolzine x in Sirine y je enaka kot ploS¢ina kvadrata s stranico dolzine /xy.
S ploséino se bomo natancéneje ukvarjali v naslednjem poglavju.

Izrek 80 (Visinski izrek). Visina na hipotenuzo pravokotnega trikotnika je geometrijska
sredina dolzin projekcij katet na hipotenuzo.

Dokaz Naj bo AABC pravokotni trikotnik s pravim kotom ZBCA in oznatimo z D
nozisée na hipotenuzo AB. Ker je hipotenuza najdaljsa od stranic trikotnika AABC
(Posledica 59), po Trditvi 60 velja A D % C. Trikotniki AABC, AACD in ABCD imajo
po dva para skladnih notranjih kotov (glejte dokaz Pitagorovega izreka) in so poslediéno
podobni. Po izreku o podobnih trikotnikih za trikotnika AAC'D in ACBD dobimo é—g =
g—g, iz ¢esar sledi CD? = AD - BD oziroma CD = +/AD - BD. O

Izrek o podobnih trikotnikih in Pitagorov izrek predstavljata osnovo trigonometrije.
Oglejmo si osnovne definicije trigonometriénih funkcij.

Definicija. Naj bo 6 ostri kot z vrhom v tocki A. Izberimo to¢ko B na enem od krakov
kota in pravokotno projekcijo te tocke na drugi krak oznac¢imo s C. Sinusno in kosinusno
funkcijo definiramo z

n 0 BC . 0 AC

inf=— in =—.

s 1B cos 1B
Ce je 6 topi kot, oznacéimo s @ njemu suplementarni kot in definiramo siné’ = sin @ ter
cos = —cosf. Ce je ¢ pravi kot, definiramo sin ¢ = 1 in cos ¢ = 0.

o4



Lahko je razmisliti, da so kotne funkcije na ta na¢in dobro definirane (neodvisne od
izbire tock B oz. C'). Iz Pitagorovega izreka sledi ti. Pitagorova identiteta:

sin?@ + cos?0 =1.
Dva izmed pomembnejsih izrekov v trigonometriji sta tudi sinusni in kosinusni izrek.

Izrek 81 (Sinusni izrek). V poljubnem trikotniku AABC velja

BC AC AB

sin(/CAB)  sin(ZABC)  sin(/BCA) "’

Dokaz Naj bo AABC poljuben trikotnik, ter ozna¢imo z D nozisce visine na stranico
AB. Tedaj sta AADC in ABDC pravokotna trikotnika s pravim kotom pri ogliséu
D. Uporabimo dokaz z analizo primerov. 1. moznost: Ce je A * D % B, potem ve-
lia sin(ZCAB) = sin(ZCAD) = 2 in sin(ZABC) = sin(£/DBC) = £Z, torej je

BC _ AC
sin(ZCAB) ~ sin(£ZABC)*

2. moznost: Ce je D x A *x B, potem sta /CAB in ZCAD suplementarna kota zato
spet velja sm(éC’AB) = sin(ZCAD) = AC in sin(ZABC) = sin(£DBC) = BC, torej je

BC
sin(ZCAB) — smv(ZABC)
3. moznost: Ce je A x B % D potern sta ZABC in Z/DBC suplementarna kota, zato
sin(ZCAB) = sin(ZCAD) = AC in sin(ZABC) = sin(£DBC) = BC’ torej je =25 =

sin(ZC AB)
AC
sin(ZABC) " i}
4. moznost: Ce je D = A, je ZCAB pravi kot in dobimo sin(ZCAB) = 1 = %g,

. AC _ _ _ BC
sin(ZABC) = BC in posledi¢no Sn(ZABC) = sm(/CAB)"

. o . . . . . B _ DC
5. moZnost: Ce je D = B, je ZABC pravi kot in dobimo sin(ZABC) =1 = 7z,

s AC _ BC
sin(ZCAB) = AC in posleditno =wa = mcany-
Enakost Sin(fXBC) = sin(?BBC' ) dokazemo podobno. ]

Izrek 82 (Kosinusni izrek). V poljubnem trikotniku AABC' velja

AB? = AC? + BC? — 2AC - BC - cos(/BCA) .

Dokaz Ozna¢imo z D nozisée visine na stranico BC trikotnika AABC. Denimo najprej,
da velja B x D x C. Tedaj v pravokotnem trikotniku AAC'D dobimo cos(£LBCA) =

cos(£LDCA) = % oziroma CD = AC - cos(£BCA). Z uporabo Pitagorovega izreka v

pravokotnih trikotnikih AABD in AACD dobimo

AB? = AD* + BD? = AC? - CD? + BD? = AC? + (BD + CD)(BD — CD) =
= AC? + BC(BD — CD) = AC* + BC(BC —2CD) =
= AC? + BC* —2-BC - AC - cos(/BCA) .

V ostalih primerih je dokaz podoben.
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4.4 Evklidska geometrija trikotnikov

Evklidska geometrija se v ¢asu po Evklidu ni nehala razvijati. V stoletjih in tisocletjih po
nastanku Elementov so Stevilni matematiki raziskovali evklidsko geometrijo in nasli veliko
novih presenetljivih rezultatov. Stevilni slavni izreki moderne evklidske geometrije so bili
odkriti v devetnajstem stoletju.

Definicija. Tri premice so konkurentne, ¢e se vse tri sekajo v eni sami tocki. Tri daljice
so konkurentne, Ce se vse tri sekajo v eni sami tocki, ki ni krajis¢e nobene izmed daljic.

C

A F B
Slika 4.5: Tezis¢nice trikotnika

oglis¢ A, B oz. C trikotnika AABC, potem se tezisénice AD, BE in CF sekajo v eni sami
tocki T in velja AT = 2T D, BT = 2TE ter CT = 2TF.

Dokaz Dokazimo najprej, da se poljubni dve tezis¢énici sekata. Ker je tocka D razpolovisce
stranice BC, velja B * D x C in D lezi v notranjosti kota /BAC = /FAC. Po izreku o
precki poltrak AD seka tezisénico CF. Ker je tudi A * F * B, tocka F lezi v notranjosti
kota Z/ZBCA = ZDCA in poltrak (ﬁ)«" seka tezisénico AD. Ker se nosilki tezisénic AD in
CT sekata kvecjemu v eni tocki, iz zgornjega sledi, da se v tej tocki T sekata teziénici
AD in CF.

Trikotnika AABC in AFBD imata skupen kot ZABC = ZFBD in enako razmerje
dolzin stranic é—g = %, zato po izreku SKS za podobne trikotnike velja AABC ~
AFBD. Torej je kot Z/DFB skladen s kotom ZCAB in po izreku o izmeni¢nih kotih
sledi, da je premica vzporedna s premico fﬁ . Po izreku o podobnih trikotnikih velja
tudi 28 = 49 torej je FD = 4€. Trikotnika AATC in ADTF imata skladna sovréna
notranja kota ZATC = /ZDTF ter skladna notranja kota ZCAT = ZFDT (po obratu
izreka o izmeni¢nih kotih), zato je AATC ~ ADTF. Po izreku o podobnih trikotnikih
dobimo 4% = L& = 48 — 2. Torej velja AT = 27D in CT = 2TF. Ker tocka T
lezi v notranjosti kota ZABC, poltrak ﬁ po izreku o precki seka stranico AC v neki
tocki G in daljico DF v neki toc¢ki U. Trikotnika AABG in AFBU imata skupni kot
ZABG = ZFBU ter skladna kota Z/GAB = ZUFB (po obratu izreka o izmeni¢nih
kotih), zato je AABG ~ AFBU in po izreku o podobnih trikotnikih velja ?—g = % =2.
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A F B A F B

Trikotnika AGTC in AUTF imata skladna sovrsna kota ZGTC = LZUTF ter skladna
kota LZTCG = LZTFU po obratu izreka o izmeni¢nih kotih, zato je AGTC ~ AUTF in
po izreku o podobnih trikotnikih dobimo % = % = 2. Torej je AG = 2FU = GC, kar
pomeni, da je tocka G razpolovisce stranice AC oziroma G = E. S tem smo dokazali, da

Trikotnika AABC in AAFG imata skupen notranji kot pri oglis¢u A in enako razmerje
dolzin stranic ﬁ—g = ﬁ—g, zato po izreku SKS za podobne trikotnike velja AABC ~ AAFG.
Torej je kot ZAFG skladen s kotom ZABC' in po izreku o izmeni¢nih kotih sledi, da sta
premici ﬁ in % vzporedni. Po obratu izreka o izmeni¢nih kotih lahko sklepamo, da sta
izmeni¢na notranja kota ZTGF in /T BC skladna ter kota /T FG in ZT'C B skladna, zato
je ATFG ~ ATCB. Po izreku o podobnih trikotnikih sklepamo, da je % = % = %
Torej je BT = 2GT = 2FET. O

oznacimo s 1. To je ena od znamenitih tock v notranjosti trikotnika.

Trditev 84. Nosilke vseh treh visin poljubnega trikotnika v evklidski geometriji so kon-
kurentne.

C

osl

o
Slika 4.7: Visinska tocka trikotnika

Presecisce nosilk visin trikotnika imenujemo viSinska tocka in jo obicajno oznacimo
z V. To je Se ena pomembna tocka trikotnika. Naslednja pomembna tocka je presecisce

simetral stranic.
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Izrek 85. Vse tri simetrale stranic poljubnega trikotnika se sekajo v eni sami tocki, ki je
enako oddaljena od vseh treh oglis¢ trikotnika.

Dokaz Oznacimo z sz simetralo stranice ABin z spe simetralo stranice BC trikotnika
AABC. Denimo, da se simetrali ne bi sekali; ker je s L fﬁ in sgz L %, bi iz tega
po Trditvi 67 (3.) sledilo, da sta nosilki stranic AB in BC bodisi enaki bodisi vzporedni
in dobimo protislovje z dejstvom, da so tocke A, B in C nekolinearne. Torej se s4z in
spo sekata v neki tocki S. Po izreku o karakterizaciji simetrale daljice (Izrek 49) velja
AS = BS = CS. Ozna¢imo z D razpolovisce stranice AC. Tedaj sta AADS in ACDS
skladna trikotnika po izreku SSS, zato sta tudi njuna notranja kota LADS in LCDS
skladna. Ker sta to obenem sokota, sta suplementarna in posledi¢no prava kota. Torej je
premica ﬁ% simetrala stranice AC. S tem smo dokazali, da se vse tri simetrale stranic
trikotnika sekajo v eni sami tocki, ki je enako oddaljena od vseh treh oglisc. O

Iz izreka 85 sledi, da je presecisce simetral stranic trikotnika srediS¢e kroznice, na kateri
lezijo vsa tri oglis¢éa. To kroznico imenujemo oértana kroznica trikotnika (kroznice bomo

natan¢neje spoznali v poglavju ?77).

C

A

Slika 4.8: Sredisce o¢rtane kroznice trikotnika

Izrek 86 (Izrek o Eulerjevi premici). Visinska tocka V', srediS¢e o¢rtane kroznice S in
tezisée T poljubnega trikotnika so kolinearne tocke. Ce trikotnik ni enakostranicen, potem
tocka T lezi med V in S tako, da je VI = 2T'S.

Premico, na kateri lezijo tocke V', T in S, imenujemo Eulerjeva premica trikotnika po
znamenitem matematiku Leonardu Eulerju, ki je izrek 86 odkril v osemnajstem stoletju.

Posebne tocke trikotnika pa so povezane tudi z novimi zanimivimi trikotniki. Ce z D,
FE in F ozna¢imo razpoloviséa stranic nasproti oglis¢ A, B oz. C' trikotnika AABC', potem
trikotnik ADFEF imenujemo medialni trikotnik trikotnika AABC. Opazujte posebne
tocke (tezisce, visinska tocka oz. srediSée ocrtane kroznice) obeh trikotnikov. Ali najdete
kaksne medsebojne povezave?

Ce so noziséa visin na posamezne stranice trikotnika A A BC nekolinearne tocke, dolo¢ajo
oglisca ti. viSinskega trikotnika. Razmislite, kdaj obstaja visinski trikotnik danega tri-
kotnika in kaj lahko o njem povemo.
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Slika 4.9: Eulerjeva premica trikotnika

A F B
Slika 4.10: Medialni trikotnik

Konstrukciji medialnega in viSinskega trikotnika sta posebna primera sledece bolj
splosne konstrukcije. Narisimo nosilke stranic trikotnika AABC' in izberimo tocko P,
ki ne lezi na nobeni od teh nosilk. Oznac¢imo z L toc¢ko, v kateri premica jﬁ) seka nosilko
%, naj bo M tocka, v kateri premica E’ seka nosilko @ in naj bo N tocka, v kateri
premica C<'—}>) seka nosilko 1@ . Trikotnik ALM N se imenuje Cevov trikotnik zaCetnega
trikotnika AABC. Medialni trikotnik je torej posebni primer Cevovega trikotnika, v ka-
terem je P tezisce trikotnika AABC.

A N B
Slika 4.11: Cevov trikotnik trikotnika AABC

Cevovi trikotniki se imenujejo po italijanskem matematiku Giovanniju Cevi, ki je ob
raziskovanju teh trikotnikov odkril pomemben odnos med razdaljami oglis¢ Cevovega tri-
kotnika do oglis¢ zacetnega trikotnika.

Definicija. Cevova premica trikotnika AABC je premica, ki vsebuje natanko eno od
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oglis¢ trikotnika in seka nosilko tiste stranice, ki je temu ogliS¢u nasprotna. Menelajeva
tocka trikotnika AABC je tocka, ki lezi na nosilki ene od stranic trikotnika in ni enaka
nobenemu od oglis¢.

Definicija. Za tri kolinearne tocke A, B in T' definiramo utezeno razmerje 73 s pred-
pisom:

4L ) TB

B AT Gevelja T« AxBali Ax BxT .

)

ﬁ_{AT ce velja AxT x B,

Lema 87. Naj bosta A in B dve razli¢ni tocki. Za polJubno realno Stevilo x # —1 obstaja

enoli¢no doloc¢ena tocka X € jﬁ za katero velja 4 X 5 = x. Za nobeno tocko X € fﬁ

/\

velja 4 XB —1.

Dokaz Ozna¢imo dolzino daljice AB z d = AB; torej velja d > 0. Po umeritvi premice
(Posledica 8) obstaja koordinatni sistem f: AB — R, v katerem je koordinata tocke A
enaka 0 in koordinata totke B pozitivno stevilo, torej je f(B) = d. Naj bo x poljubno
realno sStevilo. Izvedemo dokaz z analizo primerov.

o Ceje =0, tedaj je edina tocka X € 1@, za katero velja % =, tocka X = A.

e Denimo, da je z > 0. Ce za neko tocko X € j@ velja % = x, po definiciji utezenega
razmerja sledi A * X * B in torej AX + XB = d ter f(X) > 0. Izracunamo

AX
AX+7==d = AX= vd L oy
r+1 r+1

—

e Denimo sedaj, da je —1 < < 0. Ce za tocko X € fﬁ velja % =z, sled1 S < 1
in X %« A B. Torej dobimo

dzx
1—z

AX
AX+AB=XB = AX+4d=22 = AX = 1dx
X — X

= X=7! <
e Oglejmo si Se primer, da je z < —1. Ce za tocko X € zﬁ velja 55 = z, sledi
4X > 1in A% B X. Torej dobimo

dzx dzx

r—1

ABYBX = AX = di°X - ax = Ax- = X:f—1<
€T

/\

e Naj bo sedaj x = —1 in denimo, da bi za neko tocko X & jﬁ veljalo 4 ﬁ = .
Po definiciji utezenega razmerja tocka X ne lezi na daljici AB, obenem pa je enako
oddaljena od tock A in B, saj velja % = 1. Po izreku o karakterizaciji simetrale
daljice (Izrek 49) sledi, da totka X lezi na simetrali daljice AB. Ker simetrala
daljice seka nosilko te daljice le v nJenem razpoloviséu, dobimo protislovje. Torej

tocka X € j@ za katero bi velJalo £= = —1, ne obstaja. O
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Izrek 88 (Menelajev izrek). Naj bodo L, M in N zaporedoma izbrane tocke na nosilkah
stranic BC, AC in AB trikotnika AABC, ki so razli¢ne od oglis¢ trikotnika. Menelajeve
tocke L, M in N so kolinearne natanko tedaj, ko velja

NB LC MA

A B N\

Slika 4.12: Skica k dokazu Menelajevega izreka (prvi del)

Dokaz (=) Predpostavimo, da so L, M in N kolinearne tocke, ter ozna¢imo s p premico,
na kateri lezijo. Ker premica p vsako od nosilk stranic trikotnika seka v natanko eni tocki,
nobeno oglis¢e trikotnika ne lezi na p. Torej vsaj dve oglisci trikotnika lezita na istem
bregu premice p in posledi¢no tudi stranica s krajis¢ema v teh ogliscih lezi na istem bregu.
Premica p torej seka natanko dve stranici trikotnika v primeru, ko tretje oglisce trikotnika
lezi na drugem bregu premice p, v nasprotnem primeru pa p ne seka nobene od stranic
trikotnika. To pomeni, da je produkt utezenih razmerij % . % : % v vsakem primeru
negativno stevilo.

Denimo, da premica p seka dve stranici trikotnika. Brez skode za splosnost lahko
predpostavimo, da sta to stranici AC in BC ter da velja Ax BxN. Ozna¢imo zaporedoma,
z R, S oz. T nozis¢a pravokotnic k premici p skozi tocke A, B oz. C. Po Trditvi 50 so
premice /ﬁ, ﬁ in CT paroma vzporedne. Trikotnika AAN R in ABN S imata skupni kot
/ANR = /BN in skladna prava kota /ZNRA = /NS B, zato sta po Trditvi 74 podobna.
Po izreku o podobnih trikotnikih velja 4% = 4Z. Trikotnika AAMR in ACMT imata
skladna sovrsna kota ZAMR = /CMT in skladna prava kota /M RA =2 /MTC, zato
sta po Trditvi 74 podobna in po izreku o podobnih trikotnikih sledi % = %. Trikotnika
ABLS in ACLT imata skladna sovr$na kota /BLS = ZCLT in skladna prava kota
/ZLSB = /LTC, zato sta podobna in po izreku o podobnih trikotnikih sledi % = g—;.
Tako lahko izra¢unamo

AN BL CM AN BL CM AR BS CT _

NB LC MA NB LC MA  BS CT AR

Denimo sedaj, da premica p ne seka nobene stranice trikotnika. Brez skode za splosnost
predpostavimo, da velja A* Bx N, L+ B*xC in C * A« M. Oznac¢imo zaporedoma z
R, S oz. T nozis¢a pravokotnic k premici p skozi tocke A, B oz. C. Po Trditvi 50 so
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premice jI]?E, % in 8% paroma vzporedne. Trikotnika AANR in ABN S imata skupni kot
ZANR = ZBN S in skladna prava kota ZNRA = /NS B, zato sta po Trditvi 74 podobna.
Po izreku o podobnih trikotnikih velja % A—N = g—g Trikotnika AAMR in ACMT imata
skupni kot ZAMR = ZCMT in skladna prava kota ZMRA = Z/MTC, zato sta po Trditvi
74 podobna in po izreku o podobnih trikotnikih sledi % = 4E " Tyikotnika ABLS in

cT:
ACLT imata skupni kot /BLS = ZCLT in skladna prava kota ZLSB = ZLTC, zato
sta podobna in po izreku o podobnih trikotnikih sledi £ ﬁ = g; Tako dobimo

AN BL CM _ AN BL CM _ AR BS CT _
NB LC MA NB LC MA  BS CT AR

(«<=) Denimo sedaj, da za tocke L, M in N velja enakost f\% fé %}AX —1. Oznagimo

z | premico, ki vsebuje tocki L in M, torej [ = il . Ce bi bila premica [ l Vzporedna premici

Ag bi bi po izreku o vzporedni projekciji veljalo 7 ﬂ = A]\é oziroma fé Acfﬁ 1, iz Cesar

sledi % = —1 in po lemi 87 dobimo protislovje. Torej [ seka premico fﬁ v neki tocki
N'. Tako so L, M in N’ kohnearne MenelaJeve tocke trlkotmka AABC in po zgoraj

dokazanem zanje velja enakost ]‘?,J,\g ]Lgé ff;{ = —1. Torej je N’B = M in po Lemi 87
sledi N/ = N. S tem smo dokazali, da so tocke L, M in N kolinearne. O

Konkurenca premic in kolinearnost tock sta pomembna primera dualnosti geometrij-
skih pojmov, po kateri naj bi se tocke in premice obnasSale simetricno glede na relacijo
incidence. Ce so tri tocke kolinearne, re¢emo, da so vse tri incidenéne z eno premico,
medtem ko so tri premice konkurentne, kadar so vse tri inciden¢ne z eno tocko. Sledeci
izrek je v tem smislu “dualen” Menelajevemu izreku.

A N B
Slika 4.13: Skica k dokazu Cevovega izreka

Izrek 89 (Cevov izrek). Naj bo AABC poljuben trikotnik. Naj bodo L, M in N zapore-
doma izbrane tocke na nosilkah stranic BC, AC in AB trikotnika AABC, ki so razli¢ne od
oglis¢ trikotnika. Cevove premice ﬁ, ? M in C<'_Z\/Z so konkurentne ali pa paroma vzporedne
natanko tedaj, ko velja

iN BL €W

NB LC MA
Dokaz (=) Denimo, da se vse tri Cevove premice sekajo v tocki 7. Oglejmo si trikotnik
AABL. Totke N, C in T lezijo na nosilkah stranic trikotnika AABL ter so razlicne od
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oglisc¢ tega trikotnika. Ker so IV, C in T kolinearne, po Menelajevem izreku velja enakost

AN BC IT _
NB CL TA

Ce opazujemo se trikotnik AALC, lahko opazimo, da tocke T, B in M lezijo na nosilkah
njegovih stranic (ter so razliéne od njegovih oglis¢). Ker so T, B in M kolinearne, po
Menelajevem izreku velja enakost

T B i
TL BC MA

Ce pomnozimo levi in desni strani obeh enaéb, dobimo
W AL
NB LC MA

Denimo sedaj, da so Cevove premice paroma vzporedne. Tedaj natanko ena od njih lezi
med preostalima dvema in posledi¢no seka stranico trikotnika s krajis¢ema v oglis¢ih, ki
ju vsebujeta preostali dve Cevovi premici. Za preostali dve Cevovi premici po Posledici
23 velja, da ne sekata notranjosti nobene od stranic trikotnika AABC. Brez gkode za
splosnost privzemimo, da Cevova premica fﬁ lezi med premicama m in W , torej velja
B x L x C. Trikotnika ANBC in AABL imata skupni kot ZNBC = ZABL in skladna
notranja kota /BCN = /BLA po obratu izreka o izmeni¢nih kotih, zato je ANBC ~
AABL in po izreku o podobnih trikotnikih velja % = g—g = ]X—g. Trikotnika AM BC
in AALC imata skupni kot /BCM = ZLCA in skladna notranja kota /M BC = ZALC
po obratu izreka o izmeni¢nih kotih, zato je AMBC ~ AALC in po izreku o podobnih
trikotnikih velja ]\Z—g = % = %. Trikotnika AMBA in ACN A imata skladna sovr§na
kota /BAM = /NAC in skladna izmeni¢na kota /M BA = /CNA po obratu izreka

o izmeni¢nih kotih, zato je AMBA ~ ACNA in po izreku o podobnih trikotnikih velja
MB _ BA _ MA : -, AN _ AN AB _ CN AL _ AL
CN — NA — T4 1z tega lahko izrac¢unamo NB — AB 'NB — MB CN — MB°
cCM _ CM  AC _ MB CN _ CN BL _ BL BC _ AL MB __

. MB .
MA = AC MA = AL MB — AL M I = BC Lo — NO AL — N ter dobimo

AN BL CM AL MB CN _
NB LC MA MB NC AL

1.

(<) Predpostavimo, da velja enakost J“\% : % : % = 1. Ce Cevove premice ﬂ, EM in
C'N niso paroma vzporedne, tedaj lahko brez skode za splosnost predpostavimo, da se jﬁ
in BM sekata v tocki T. Naj bo N’ tocka, v kateri premica seka premico AB. Tedaj

po dokazanem pri (=) velja enakost ﬁ],\g . % : % =1 in po Lemi 87 sledi N’ = N. Torej

se Cevove premice sekajo v tocki T'. O

Izrek 90 (Izrek 30-60-90). Ce so notranji koti trikotnika velikosti 30, 60 in 90, potem je
hipotenuza dvakrat daljSsa od krajSe katete tega trikotnika.

Dokaz Najbo AABC trikotnik, katerega notranji koti merijo u(£BCA) = 30, u(£CAB) =
60 in u(LABC) =90. Naj bo D € j@ tocka, za katero velja A* Bx D in AB = BD. Po-
tem sta AABC in ADBC(C skladna pravokotna trikotnika po aksiomu SKS. Iz tega sledi, da
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je i(£BDC) = u(£BAC) = u(£DCA) = 60. Po obratu izreka o enakokrakem trikotniku
velja AC = AD = AB+ BD = 2AB. O

Izrek 91 (Obrat izreka 30-60-90). Ce je v pravokotnem trikotniku hipotenuza dvakrat
daljsa od ene izmed katet, tedaj notranji koti tega trikotnika merijo 30, 60 in 90.

Dokaz Imejmo trikotnik AABC' s pravim kotom /BC A, v katerem velja AB = 2BC. Naj
bo D € % tocka, za katero velja Bx C * D in BC = C'D. Tedaj sta AABC in AADC
skladna trikotnika po aksiomu SKS, iz ¢esar sledi AB = AD = 2BC = BC + (CD =
BD. Torej je AABD enakostrani¢ni trikotnik, katerega notranji koti so paroma skladni
in merijo 60. Po izreku o vsoti notranjih kotov trikotnika dobimo u(ZABC) = 60 in
w(£ZCAB) = 30. O
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Poglavje 5

Veckotna podroc¢ja in njihove
ploscine

V tem poglavju si bomo ogledali preproste podmnozice ravnine, ki jih imenujemo veckotna
podrocja. Povedali bomo, kako v evklidski geometriji aksiomatsko vpeljemo pojem ploscine.

Definicija. Notranjost trikotnika A ABC je presek notranjosti vseh treh notranjih kotov:
Int(AABC) = Int(LCAB) N Int(LABC) N Int(£BCA) .
Trikotno podrocje, ki ustreza trikotniku AABC, je mnozica
AABC = AABC U Int(AABC) .

Stranice trikotnika imenujemo robovi trikotnega podrocja, oglisca trikotnika pa oglisca
trikotnega podrocja.

Iz zgornje definicije sledi, da je notranjost trikotnika pravzaprav presek treh polravnin:
polravnine H¢, ki je omejena s premico AB in vsebuje tocko C, polravnine H 4, ki je
omejena s premico in vsebuje tocko A, ter polravnine Hp, ki je omejena s premico
% in vsebuje tocko B.

Veckotno podrocje (ali poligonalno podrocje) je podmnozica ravnine, ki jo lahko
izrazimo kot unijo kon¢nega Stevila trikotnih podrocij, pri ¢emer sta poljubni dve trikotni
podroéji v tej uniji bodisi disjunktni bodisi je njun presek en rob ali eno oglis¢e obeh
trikotnih podrocij. Dano veckotno podrocje lahko razdelimo na trikotna podrocja na vec
razli¢nih na¢inov. Oznac¢imo z V mnozico vseh veckotnih podrocij v ravnini. Pravokotno
podrocje je unija pravokotnika in preseka notranjosti vseh notranjih kotov tega pravoko-
tnika. Pravokotno podrocje, ki ustreza pravokotniku JABC' D, ozna¢imo z BABCD.

A6 (Aksiom ploscine) Obstaja funkcija a: V — R, za katero velja:

1. a(R) > 0 za poljubno veckotno podroéje R.
2. (skladnost) Ce je AABC = ADEF, potem velja o(AABC) = o(ADEF).
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3. (aditivnost) Ce sta Ry in R dve veckotni podrocji, katerih presek je vsebovan v
uniji robov in oglis¢ vsakega od njiju, tedaj velja a(Ry U Ry) = a(R1) + a(R2).

4. Ce je JABCD kvadrat, tedaj je o(MABCD) = AB?.
Izrek 92. Naj bo OABCD pravokotnik. Tedaj velja «(MABCD) = AB - BC.

Dokaz Naj bo B’ € AL tocka, za katero velja BB’ = BC. Naj bo D’ € AD tocka, za
katero velja DD’ = DC. Naj bo C’ tocka na pravokotnici k premici AB skozi tocko B’ ,
za katero je B'C’ = AB + BC. Potem je DLBLC"D’ kvadrat s stranico dolZiMB + BC.
Oznac¢imo z FE presecisce premic in B'C’ ter s F presecis¢ce premic D'C’ in
Kvadratno podrocje AB’C'D’ je unija dveh kvadratnih podrocij BBB'EC in RDCFD’
ter dveh pravokotnih podrocij BABCD in BCEC'F. Ker so trikotniki AABC, ACDA,
AEC'F in AFCE paroma skladni, po aksiomu A6 sledi o«(MABCD) = «(AABC) +
a(ACDA) = a(AEC'F) + o(AFCE) = o(BMCEC'F). Po aksiomu A6 dobimo

(AB + BC)? = AB? + BC? 4+ 2a(0ABCD) ,

iz Cesar sledi «(MABCD) = AB - BC. O
D’ F C’
«__ D
D C E [
A B
A B B’

Slika 5.1: Izracun plos¢ine pravokotnika (levo) in pravokotnega trikotnika (desno)

Trditev 93. Plos¢ina pravokotnega trikotnika je polovica produkta dolzin njegovih katet.

Dokaz Imejmo pravokotni trikotnik AABC' s pravim kotom ZC'AB. Naj bo H polrav-
nina, omejena s premico , ki ne vsebuje tocke A. Po aksiomu o kotomeru (konstrukcija
kota) obstaja natanko en poltrak ﬁ, za katerega velja E € H in u(£ZCBE) = u(£BCA).
Po Izreku 18 obstaja natanko ena tocka D € BFE, za katero velja BD = AC'. Trikotnika
AABC in ADCB imata skladni stranici BC' = CB in CA = BD ter skladna vmesna
kota /BCA = /CBD, zato sta skladna po aksiomu SKS. Po aksiomu plos¢ine A6 sledi
a(AABC) = a(ADCB). Po izreku o vsoti notranjih kotov trikotnika za trikotnik AABC
velja u(LABC) + p(£BCA) = p(£LABC) + u(ZCBD) = 90, saj je tretji notranji kot
ZCAB pravi. Torej po aksiomu o kotomeru sledi u(£ZABD) = p(£LABC) + u(£CBD) =
90. Podobno dobimo tudi u(£DCA) = 90. Kota ZCAB in Z/BDC sta skladna in
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zato oba prava. Torej ima Stirikotnik JABDC' vse stiri notranje kote prave, zato je
pravokotnik. Plos¢ina njemu ustreznega pravokotnega podroc¢ja je po Izreku 92 enaka
AB - AC. Ker je to pravokotno podroc¢je unija trikotnih podroc¢ij AABC in ABDC', po
aksiomu plos¢ine A6 velja o(AABC)+a(ABDC) = 2a(AABC) = AB- AC, iz Cesar sledi
o(AABC) = %. Plos¢ina pravokotnega trikotnika je torej enaka polovici produkta
dolzin njegovih katet. O

Izrek 94. Plosc¢ina trikotnika je polovica produkta dolzine poljubne stranice in viSine na
to stranico.

Dokaz Naj bo AABC poljuben trikotnik. Ozna¢imo z D nozisée visine na stranico AB.
Dokaz izpeljemo z analizo primerov glede na medsebojno lego tock A, B in D.

1. moznost: Ce je tocka D enaka eni od tock A oziroma B, je AABC pravokotni trikotnik
s kateto AB, katerega druga kateta je kar visina DC, njegova ploséina pa je po Trditvi 93
cnaka o(AABC) = 482¢,

2. moznost: Ce velja A x D x B, je trikotno podrocje AABC unija trikotnih podrocij
AADC in ABDC'. Ker sta AADC in ABDC pravokotna trikotnika, po Trditvi 93 velja

a(AADC) = ABLC ip o(ABDC) = BELPC Po aksiomu ploicine A6 sledi

AD+ BD)-DC  AB-DC
2 a 2 '

o(AABC) = a(AADC) + o(ABDC) = (

3. moznost: Ce velja D % A x B, je trikotno podro¢je ADBC unija trikotnih podrocij
ADAC in AABC. Ker sta ADAC in ADBC pravokotna trikotnika, po Trditvi 93 velja
a(ADAC) = PAPC in o(ADBC) = PBLC. Po aksiomu ploicine A6 sledi

(DB —DA)-DC _ AB-DC

a(AABC) = o(ADBC) — a(ADAC) = 5 2

4. moznost: Ce velja Ax Bx D, povsem podobno pokazemo, da velja a(AABC) = %.

Dokazali smo, da je plosc¢ina trikotnika enaka polovici produkta dolzine stranice ter viSine
na to stranico. 0

Stirikotnik se imenuje trapez, ¢e sta nosilki dveh njegovih stranic med seboj vzporedni.
Stranici, katerih nosilki sta vzporedni, imenujemo osnovnici trapeza. ViSina trapeza je
osnovnici pravokotna. Ni tezko razmisliti, da je viSina na osnovnico trapeza s tem dobro
definirana. Poseben primer trapeza je tudi paralelogram.

Trditev 95. Plos¢ina paralelograma je enaka produktu dolzine njegove stranice in viSine
na to stranico.

Dokaz Imejmo poljuben paralelogram (JABC D. Ker sta nasprotni stranici paralelograma
vzporedni, sta izmeni¢na kota ZABD in Z/C DB skladna po obratu izreka o izmeni¢nih
kotih. Prav tako sta skladna izmeni¢na kota ZADB in ZCBD, zato sta trikotnika AABD
in ACDB skladna po izreku KSK. Iz tega po aksiomu A6 sledi a(AABD) = a(ACDB).
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Naj bo E noziée visine na stranico AB trikotnika AABD; tedaj je ED tudi vigina na
stranico AB paralelograma (JABCD. Ker je &tirikotno podrocje BABCD unija trikotnih
podroc¢ij AABD in ACDB, po aksiomu A6 in Izreku 94 sledi o(MABCD) = 2a(AABD) =
AB - ED. O

Trditev 96. Plosc¢ina trapeza je enaka polovici produkta njegove visine in vsote dolzin
obeh osnovnic.

Dokaz Naj bo JABCD trapez z osnovnicama AB in CD. Naj bo E nozisée visine na
stranico AB trikotnika AABD in F nozis¢e visine na stranico C'D trikotnika ACDB. Ker
sta osnovnici trapeza vzporedni, po obratu izreka o izmenicnih kotih sledi, da je Stirikotnik
OEBF D pravokotnik, zato sta njegovi stranici FD in BF skladni. Poleg tega je ED tudi
visina trapeza LJABCD. Ker je stirikotno podrocje BABCD unija trikotnih podroéij
AABD in ACDB, po aksiomu A6 in Izreku 94 sledi

AB-ED , CD-FC _ (AB+CD)-ED

o(MABCD) = a(AABD)+a(ACDB) = 5 5 5

O]
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Poglavje 6

Kroznice

Definicija. Naj bo S poljubna toc¢ka in r pozitivno realno §tevilo. Kroznica s srediS¢em

S in polmerom r je mnozica
K(S,r)={T eR|TS =r}

vseh tock, katerih razdalja od tocke S je enaka r. Dve kroznici sta koncentriéni, ¢e imata
isto sredisce.

C B

Slika 6.1: Kroznica s srediséem S, premerom AC in tetivo AB

Naj bo v = K(S,r) kroznica s srediséem S in polmerom 7. Ce je T poljubna tocka
kroznice 7, tedaj daljico ST imenujemo polmer kroznice. Nekoliko nenatanéno isti izraz
“polmer” uporabljamo tudi za dolzino daljice ST, to je stevilo r. Ce sta A in B poljubni
tocki kroznice v, tedaj daljico AB imenujemo tetiva kroznice v. Tetiva, ki vsebuje sredisée
kroznice, se imenuje premer kroznice (prav tako nekoliko nenatan¢no z besedo “premer”
imenujemo antipodni tocki kroznice.

Notranjost kroznice v = K(S,7) je mnozica vseh tock v ravnini, ki so od sredisc¢a
S oddaljene za manj kot r, medtem ko je zunanjost kroznice v mnozica vseh tock v
ravnini, ki so od sredis¢a S oddaljene za ve¢ kot r. Unijo kroznice v in njene notranjosti

imenujemo krog s sredis¢em S in polmerom r.
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6.1 KrozZnica in premice
Trditev 97. Poljubna kroznica in poljubna premica imata lahko najve¢ dve skupni tocki.

Dokaz Naj bo v = K(S,r) kroznica in p poljubna premica. Denimo, da obstajajo tri
paroma razli¢ne tocke A, B,C € pN~. Po Izreku 12 natanko ena od teh treh tock lezi
med preostalima dvema; brez Skode za sploSnost lahko predpostavimo, da velja Ax B C.
Ker A, B in C lezijo na kroznici v, velja AS = BS = CS = r, torej so AABS, ABCS
in AACS enakokraki trikotniki. Po izreku o enakokrakem trikotniku sledi ZABS =
/BAS =2 /BCS =2 /ZCBS. Kota ZABS in ZCBS sta sokota, torej po izreku o sokotih
velja u(ZABS) + u(ZCBS) = 180 = u(£LBAS) + u(£BCS). Iz tega sledi, da je vsota
notranjih kotov trikotnika AACS strogo vecja od 180, kar je v nasprotju z Izrekom 61.
Dobimo protislovje, kar pomeni, da presek premice p in kroznice v vsebuje najvec dve
tocki. O

Naj bo v poljubna kroznica. Ce imata kroznica v in premica p natanko eno skupno
tocko T, tedaj re¢emo, da je premica p tangentna na kroznico v v tocki 7' (ali se dotika
kroznice 7 v toc¢ki T'), premico p pa imenujemo tangenta kroznice ~. Ce ima premica ¢
s kroznico y ve¢ kot eno skupno tocko, tedaj jo imenujemo sekanta kroznice ~.

B4

Slika 6.2: Kroznica s tangento p in sekanto ¢

Izrek 98 (Izrek o tangenti). Naj bo T skupna tocka premice p in kroznice . Premica p
je tangentna na ~ natanko tedaj, ko je p pravokotna na polmer kroznice v v tocki T'.

Dokaz Naj bo v = K(S,r) kroznica s sredis¢em S in polmerom r ter T' € p N .

Naj bo premica p tangenta na kroznico v v tocki 7. Denimo, da p ni pravokotna
na polmer ST. Naj bo U tocka na premici p, ki je prese¢isée pravokotnice na p skozi
tocko S; torej je U # T. Po izreku o konstrukciji daljic (Izrek 18) obstaja natanko
ena tocka T’, za katero velja T x U * T' in TU = T'U. Po Pitagorovem izreku velja
ST =TU? +US? =/T'U2 4+ US? = ST, torej je ST' = ST = r. Iz tega sledi, da tudi
tocka T” lezi na kroznici v in ker premica p seka v v dveh razlicnih tockah, ni tangentna

na kroznico . Dobimo protislovje, torej je p zares pravokotna na polmer ST.
Denimo sedaj, da je premica p pravokotna na premico . Naj bo @ poljubna tocka
premice p, razlicna od T'. Po Trditvi 43 velja SQ > ST = r, torej tocka @ lezi v zunanjosti
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kroznice . Iz tega sledi, da je T edina skupna tocka premice p in kroznice -y, torej je p
tangentna na vy v tocki 7. O

Izrek 99 (Izrek o sekanti). Ce sekanta kroznico v = KC(S,r) seka v tockah A in B, potem
sredisée S lezi na simetrali tetive AB.

Dokaz Ozna¢imo z M razpolovisée tetive AB. Trikotnika AAMS in ABM S sta skladna
po izreku SSS, saj imata skupno stranico M S ter skladni stranici AS = BS oziroma AM =
BDM. Torej sta tudi njuna notranja kota ZAMS in ZBMS skladna ter obenem sokota,
zato sta prava. Premica je pravokotna na nosilko tetive AB in tetivo razpolavlja,
torej je simetrala AB. O

Trditev 100. Ce premica p vsebuje toéko v notranjosti kroznice v, potem p seka v v
natanko dveh tockah.

Dokaz Naj bo v = K(S,r) kroznica s sredis¢em S in polmerom r. Denimo, da premica
p vsebuje tocko P v notranjosti kroznice y; torej velja P.S < r. Oznac¢imo s () preseciSce
premice p in pravokotnice na p skozi tocko S. Po Trditvi 43 velja QS < PS < r, torej
tocka Q lezi v notranjosti kroznice 7. Oznaéimo QS = s. Ce premica p seka kroznico
v tocki X, potem je ASQX pravokotni trikotnik in po Pitagorovem izreku velja QX =
Vr?2 —s2. Ker je s < r, ima stevilo 72 — s? pozitivni kvadratni koren vr2 —s2. Po
aksiomu ravnila A1 obstajata natanko dve tocki X7 in X5 na premici p, za kateri velja
QX; = Vr?—s% (i = 1,2). Ti dve tocki lezita hkrati na premici p in na kroznici v, saj
je SXi; = /QX?+QS? = r. Po Trditvi 97 sta X7 in X, edini preseiséi premice p s
kroznico ~. O

6.2 Kroznice in trikotniki

Definicija. Kroznica, ki vsebuje vsa tri oglis¢a trikotnika AABC, se imenuje oértana
kroznica tega trikotnika.

Izrek 101 (o o¢rtani krozmici). Trikotnik ima ocrtano kroznico natanko tedaj, ko se
simetrale vseh treh stranic trikotnika sekajo v eni sami tocki. Ce trikotnik premore oértano
kroznico, tedaj je ta kroznica enoli¢no dolo¢ena.

Dokaz Naj bo AABC poljuben trikotnik in ozna¢imo s p, ¢ oz. r simetrale stranic AB,
BC oz. CA.

Denimo najprej, da se premice p, ¢ in r sekajo v eni sami tocki S. Tedaj po izreku o
karakterizaciji simetrale daljice (Izrek 49) velja AS = BS = CS. Torej oglis¢a trikotnika
AABC lezijo na kroznici (S, AS), ki je otrtana kroznica tega trikotnika.

Sedaj predpostavimo, da ima trikotnik AABC o¢rtano kroznico v s srediséem v tocki
S in polmerom 7. Ker je tocka S enako oddaljena od oglis¢ A in B, po Izreku 49 lezi na
simetrali p stranice AB. Ker je S enako oddaljena od oglis¢ B in C, velja tudi S € ¢ in
podobno sklepamo, da je S € r. Torej se premice p, ¢ in r sekajo v natanko eni tocki S.
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Ce trikotnik AABC premore oértano kroznico, tedaj po zgornjem razmisleku sledi, da
mora biti srediSée te kroznice skupno presecisée S simetral vseh treh stranic trikotnika,
torej je enoli¢no dolo¢eno. Polmer te kroznice je enak SA in je tudi enoli¢no dolocen. [

Posledica 102. V evklidski geometriji ima vsak trikotnik o¢rtano kroznico.

Dokaz Po Izreku 85 so v evklidski geometriji simetrale stranic poljubnega trikotnika
konkurentne, torej trikotnik premore o¢rtano kroznico po Izreku 101. O

Definicija. Naj bo AABC poljuben trikotnik. Kroznica -y se imenuje vértana kroznica

trikotnika AABC, ¢e so vse tri nosilke stranic trikotnika tangentne na kroznico 7.

C

A B
Slika 6.3: Vértana kroznica trikotnika AABC

Izrek 103 (o vértani kroznici). Vsak trikotnik ima enoli¢no doloGeno vértano kroznico.
Simetrale notranjih kotov poljubnega trikotnika se sekajo v eni sami tocki, ki je sredisce
vértane kroznice tega trikotnika.

Dokaz Naj bo AABC poljuben trikotnik. Po izreku o precki (Izrek 28) simetrala kota
/CAB seka stranico BC v neki tocki D. Ce izrek o precki uporabimo §e za simetralo
kota, ZABD trikotnika AABD, ugotovimo, da ta simetrala seka daljico AD v neki tocki
E. Totka E lezi v notranjosti kota ZBCA. Dokazali bomo, da je F sredis¢e vértane
kroznice trikotnika AABC. Oznac¢imo s F'; G oziroma H nozista pravokotnic na premice
/ﬁ, % oziroma % skozi tocko E. Kota LZEAF in Z/EBF sta oba ostra kota, saj
je vsak od njiju dvakrat manjsi od notranjega kota trikotnika AABC. Iz tega sledi, da
tocka F lezi med ogliséema A in B (¢e bi namreé lezala izven stranice AB, bi po izreku o
zunanjem kotu dobili protislovje). Podobno po izreku o zunanjem kotu sledi G € BC in
H € AC. Po izreku SKK (Izrek 46) velja AAEH = AAEF in ABEF = ABEG, torej
je EF = EG = EH. Iz tega sledi, da tocke F', G in H lezijo na kroznici v = K(E, EF).
Ker so nosilke stranic AB, BC oz. AC pravokotne na polmere EF, EG oz. EH, so po
izreku o tangenti (Izrek 98) tangentne na kroznico +.

Ker je tocka F enako oddaljena od premic % in ?(E’ in lezi v notranjosti kota ZAC B,
po Izreku 48 sledi, da FE lezi tudi na simetrali kota ZACB. To pomeni, da se vse tri
simetrale notranjih kotov sekajo v eni sami tocki FE. Kroznica v je vertana kroznica
trikotnika AABC.

Dokaz enoli¢nosti prepustimo bralcu. O
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6.3 Kroznice v evklidski geometriji

Izrek 104 (Talesov izrek v kroznici). Ce ima kot vrh na kroznici, njegova kraka pa
potekata skozi antipodni tocki te kroznice, potem je ta kot pravi.

Dokaz Imejmo kroznico v = K(S,r) in naj bodo A, B,C € 7 paroma razli¢ne tocke, za
katere velja A xS * B ter C' € . Tedaj sta AACS in ABCS enakokraka trikotnika in po
izreku o enakokrakem trikotniku velja u(ZCAS) = u(LACS) ter u(ZCBS) = u(£LBCS).
Ker tocka S lezi med A in B, po aksiomu o kotomeru dobimo u(£BCA) = u(£BCS) +
w(ZLACS). Izrek o vsoti notranjih kotov trikotnika AABC nam da

1(ZCAS) + W(/CBS) + u(/BCA) = 2u(/BCA) = 180 ,

iz ¢esar sledi u(£BCA) = 90. O

A S b

Slika 6.4: Talesov izrek v kroznici

Izrek 105 (Obrat Talesovega izreka). Ce je ZACB pravi kot, potem je AB premer
kroznice, o¢rtane trikotniku AABC.

Dokaz Naj bo ZACB pravi kot. Ozna¢imo z M, N oz. L razpoloviica stranic AB, BC
oziroma AC trikotnika AABC. Trikotnika AABC in AMBN imata skupni kot ZABC
in enako razmerje dolzin stranic g—g = %, zato sta podobna po izreku SKS za podobne
trikotnike (Izrek 77). Torej je kot ZBNM pravi kot. Iz tega sledi, da je premica M N
simetrala stranice BC. Tocka M je presecisée simetral stranic trikotnika AABC, torej

sredisce ocCrtane kroznice. O

Definicija. Naj bo v = K(S,r) kroznica. Ce so P, @ in R paroma razliéne tocke na
kroznici v, tedaj kot ZPQR imenujemo obodni kot kroznice v. Krozni lok 16]\%, ki
pripada obodnemu kotu ZPQR, je mnozica vseh tock kroznice ~, ki lezijo v notranjosti
kota ZPQR. V tem primeru kot ZPQR imenujemo tudi obodni kot nad lokom PR.
Ce sta P in R poljubni tocki kroznice ~, ki nista antipodni, tedaj kot /PSR imenujemo
sredis¢éni kot kroznice ~.

Definicija. Naj bo ZPQR obodni kot kroznice v = K(S,r), tako da bodisi tocki @ in
R lezita na nasprotnih bregovih premice bodisi tocki P in @ lezita na nasprotnih
bregovih premice . 'V tem primeru kot ZPSR imenujemo pripadajoc¢i sredis¢ni kot
obodnega kota ZPQR.
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Slika 6.5: Obodni kot ZPQR nad lokom PR in pripadajoci sredis¢éni kot /PSR

Izrek 106 (Izrek o sredis¢nem kotu). Obodni kot je dvakrat manjsi od pripadajocega
srediS¢nega kota.

Dokaz Naj bo ZPQR obodni kot kroznice v = K(S,r). Za dokaz uporabimo analizo
primerov glede na lego sredica S.

1. moznost: Denimo, da tocka S lezi na enem od krakov kota ZPQR, npr. na kraku
Q?. Tedaj velja P xS x @ in je srediséni kot /PSR zunanji kot trikotnika AQSR, kate-
rega velikost je enaka vsoti velikosti neprileznih notranjih kotov ZQRS in ZRQ.S. Ker je
QS = RS =r, je AQSR enakokraki trikotnik in po izreku o enakokrakem trikotniku velja
1(ZQRS) = p(£ZRQS). Iz tega sledi u(LPQR) = pn(£ZRQS) = $1u(LPSR). Ce tocka S
lezi na drugem kraku kota ZPQR, je dokaz analogen.

2. moznost: Denimo, da tocka S lezi v notranjosti kota ZPQR. Oznatimo m N~y =
{Q,T}. Trikotnika APSQ in ARSQ sta enakokraka, saj sta po dve stranici vsakega od
njiju polmera kroznice . Po izreku o enakokrakem trikotniku sledi ZPQS = ZQPS
in ZQRS = ZRQS. Za srediséni kot ZPSR po aksiomu kotomera velja u(£ZPSR) =
w(£LPST) + u(LTSR). Kot ZPST je zunanji kot trikotnika APSQ, katerega velikost je
enaka vsoti velikosti neprileznih notranjih kotov: u(ZPST) = pu(£PQS) + u(£LQPS) =
2u(£PQS). Podobno je kot ZRST zunanji kot trikotnika ARSQ, za katerega velja
wW(ZRST) = p(£LRAQS)+u(LQRS) = 2u(LRQS). 1z tegasledi u(£LPSR) = 2(u(£LPQS)+
W(£RQS)) = 2pu(£LPQR).

8. moznost: Denimo, da tocka S lezi v zunanjosti kota ZPQR. Predpostavimo, da tocki
P in @ lezita na nasprotnih bregovih premice ﬁ in ozna¢imo PQ N = T. Oznacimo
B =p(£SQP) in a = u(£SQR). Potem je AQSR enakokraki trikotnik, za katerega velja
w(ZSQR) = p(£SRQ) = « in ker tocka T lezi v notranjosti kota ZSQR, po aksiomu o
kotomeru sledi u(£ZSQR) = u(£SQT) + (£LTQR). Tudi ASQP je enakokraki trikotnik,
za katerega velja pu(£SQP) = u(£SPQ) = B in posledi¢no pu(ZTQR) = a—f. Kot ZPTR
je zunanji kot trikotnikov ATQR in APST, katerega velikost je enaka vsoti velikosti ne-
prileznih notranjih kotov. Torej velja u(£ZPTR) = p(£TQR) + u(LTRQ) = 2o — § in
w(LPTR) = w(£LPSR) + u(£SPQ), iz cesar sledi u(ZPSR) =2a — - =2(a—f) =
2u(LPQR). Ce tocki @ in R lezita na nasprotnih bregovih premice ﬁ, je dokaz analo-
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gen. O

Posledica 107 (Izrek o obodnem kotu). Poljubna dva obodna kota nad istim lokom
kroznice sta med seboj skladna.

Dokaz Najbo~ = K(S,r) kroznica ter imejmo obodna kota ZPQR ter ZPQ'R nad lokom
PR kroznice ~. Ce srediséni kot /PSR pripada obodnima kotoma /PQR in /PQ'R,
sta obodna kota po Izreku 106 dvakrat manjsa od tega sredis¢nega kota in potemtakem
skladna. Ce pa srediséni kot ZPSR ne pripada obodnima kotoma ZPQR in ZPQ'R, tedaj
ozna¢imo s T' tocko kroznice 7, za katero velja T'* .S x ). Potem obodnima kotoma ZPQT
in ZPQ'T pripada sredis¢éni kot ZPST, obodnima kotoma ZTQR in ZTQ'R pa pripada
srediséni kot ZTSR. 1z tega sledi u(ZPQR) = u(LPQT) 4+ n(LTQR) = n(LPQ'T) +
W(ZTQ'R) = u(LPQ'R). =

Definicija. Naj bo v kroznica in O tocka, ki ne lezi na kroznici v. Potenco tocke O
na kroznico « definiramo takole. Naj bo p poljubna premica, ki vsebuje tocko O in ima
skupno tocko s kroznico . Ce premica p seka kroznico v v tockah A in B, tedaj potenco
tocke O na kroznico v definiramo kot OA - OB. Ce pa je premica p tangentna na kroznico
~ v tocki C, tedaj potenco tocke O na kroznico v definiramo kot OC?.

Izrek 108 (Izrek o potenci tocke na kroznico). Potenca tocke na kroznico je dobro defi-
nirana, torej ima vselej isto vrednost ne glede na izbiro premice skozi dano tocko, ki ima
vsaj eno skupno tocko z dano kroznico.

Dokaz Naj bo v = K(S,r) kroznica in O tocka, ki ne lezi na 7. Uporabimo dokaz z
analizo primerov. Tocka O se nahaja bodisi v notranjosti bodisi v zunanjosti kroznice +.
Ce se O nahaja v zunanjosti kroznice v, loéeno obravnavamo dve (poljubni) sekanti ter
tangento in eno (posebno) sekanto kroznice, ki vsebujejo tocko O.

Slika 6.6: Prva skica k dokazu izreka 108

Denimo najprej, da velja OS < r, torej tocka O lezi v notranjosti kroznice v. Po
Trditvi 100 poljubna premica, ki vsebuje tocko O, seka v v natanko dveh tockah. Naj bo
p premica, ki vsebuje tocko O in seka v v tockah A in B. Naj bo ¢ premica, ki vsebuje
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tocko O in seka v v tockah C in D. Oglejmo si notranje kote trikotnikov AAOD in
ACOB. Kota ZABC in LADC sta obodna kota nad istim lokom ZE’, zato sta po izreku
o obodnih kotih skladna. Torej sta skladna tudi kota ZOBC in ZADO. Kota ZAOD in
ZBOC sta skladna po izreku o sovrsnih kotih. Torej imata trikotnika AAOD in ACOB
dva para skladnih notranjih kotov, zato sta po izreku o vsoti notranjih kotov skladna tudi
kota ZDAO in Z/BCO. Zato sta AAOD in ACOB podobna trikotnika in po izreku o
podobnih trikotnikih sledi, da imata enako razmerje dolzin istoleznih stranic: % = 8—2.

Torej velja OA-OB = 0OC - OD.

S\

Slika 6.7: Druga skica k dokazu izreka 108

Predpostavimo sedaj, da je OS > r. Naj bo h premica, ki vsebuje tocko O in seka
kroznico v v tockah F in F', tako da velja E % S x F'* O. Naj bo t premica, ki vsebuje
tocko O in je tangentna na - v tocki P. Premica t je po izreku o tangenti pravokotna na
polmer SP, zato nam Pitagorov izrek za trikotnik AOSP da enakost OP? = 08? — SP2.
Ker tocke E, F' in P lezijo na kroznici v, velja £S = F'S = PS = r in posledi¢no

OP%? = 08? — SP? = (OS + SP)(OS — SP) = (OS + SE)(0OS — SF) = OF - OF .

Ce torej potenco tocke O na kroznico 7 izra¢unamo iz tangente na ~ ali pa iz posebne
sekante kroznice -y, ki vsebuje srediS¢e kroznice, dobimo isto vrednost.

Izberimo sedaj Se poljubni dve sekanti p, ¢ kroznice +, ki vsebujeta tocko O. Denimo,
da p seka kroznico v v tockah A in B, g pa seka kroznico v v tockah C in D. Trikotnika
AAOD in ACOB imata skupni notranji kot pri oglis¢u O. Ker sta kota ZOAD in ZOCB
obodna kota nad istim lokom BD kroznice v, sta po izreku o obodnih kotih skladna.
Trikotnika AAOD in ACOB imata potemtakem dva para skladnih notranjih kotov, zato
sta po izreku o vsoti notranjih kotov podobna. Po izreku o podobnih trikotnikih imata

enako razmerje dolzin istoleznih stranic: g—g = %, iz ¢esar sledi OA-OB = OC-OD. 0O
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Slika 6.8: Tretja skica k dokazu izreka 108

7
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Poglavje 7

Kartezicni koordinatni sistemi

V ravninsko geometrijo, ki smo jo vpeljali v obliki aksiomatskega sistema, lahko enostavno
uvedemo kartezi¢ni koordinatni sistem. Najprej izberemo poljubno premico p,, ki bo
predstavljala abscisno os. Po aksiomu ravnila ta premica dopusca koordinatni sistem
f:ps — Rin tocko f~1(0) = O imenujemo izhodis€e. Premico Dy, ki pravokotno seka
premico p, v izhodis¢u, opremimo s koordinatnim sistemom g: p, — R, v katerem je
koordinata izhodisc¢a enaka 0.

A

Py

T
Ne--------- *
O M Dz

Za poljubno tocko T v ravnini pravokotnica k premici p, skozi tocko T seka abscisno
0s p; v tocki M; koordinato te tocke oznac¢imo z x in jo imenujemo z-koordinata ali
abscisa tocke T". Pravokotnica k premici p, skozi tocko T seka ordinatno os p, v tocki N;
koordinato te tocke ozna¢imo z y in jo imenujemo y-koordinata ali ordinata tocke T
Tako poljubni toc¢ki T ravnine ustreza urejeni par realnih stevil (z,y) € R x R in dobimo
bijektivno preslikavo

R—-RxR.

Na podlagi te preslikave pogosto z izrazom “tocka (z,y)” poimenujemo tocko, ki ustreza
urejenemu paru (z,y) ob tej bijektivni preslikavi.

Izrek 109. Razdalja med tockama T7(x1,y1) in To(x2,y2) je dana s formulo

TTy = /(v2 — 21)2 + (y2 — v1)? .
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Dokaz Ozna¢imo z M; oz. N; pravokotno projekcijo tocke T; na abscisno oz. ordinatno
os v zgornji definiciji koordinat. Uporabimo analizo primerov:

1. moznost: Ce je T} = T, potem sledi 0 = T T = \/(ZL‘Q —x1)% + (y2 —y1)2.

2. moznost: Ce je 1 = x9 = 0 ter y; # yo, potem velja T) = N; in Th = Ny ter
TiTz = y2 — 1| = /(22 — 21)? + (y2 — 1)

3. moznost: Ce je x1 = xo # 0 ter y1 # yo, potem je OT1T5No N7 pravokotnik, katerega
stranici Ty Ty ter N1 Ny sta skladni in zato TyTe = |y1 — ya| = \/(mg —21)%2+ (y2 —y1)%
4. mozZnost: Ce je 1 # x9 ter y1 = yo = 0, potem velja 77 = M; in To = My ter
NTy = oz —m| = Vi(we —21)? + (y2 — )2

5. moznost: Ce je x1 # xo ter y1 = yo # 0, potem je (0T1T5 Ms M7 pravokotnik, katerega
stranici T1Ty ter M; M, sta skladni in zato Th'Ty = |z1 — 22| = \/(xg —21)%2 4 (y2 —y1)3.
6. moznost: Ce je 1 # x2 in Y1 # Yo, potem se premici TN; in m sekata v neki tocki
Q in je AT1QT5 pravokotni trikotnik, za katerega velja T1Q = M1 Ms in ToQ) = N1 N»
(daljici T1Q in M;M, namre¢ bodisi sovpadata bodisi predstavljata nasprotni stranici

pravokotnika; podobno velja za daljici T5Q) in N1 N3). Po Pitagorovem izreku dobimo
TiTy = ThQ* + ToQ* = MiMj + NiNj = |v2 — 21> + |yo —wu|* . O

Nekatere znane podmnozice tock ravnine lahko s pomocjo koordinatnega sistema al-
gebrai¢no izrazimo. Naj bosta f,g: R? — R funkciji dveh spremenljivk. Graf enaébe
f(x,y) = g(x,y) je mnozica vseh tock (z,y) v ravnini, za katere velja enacba f(z,y) =

9(xz,y).

Izrek 110. Vsaka premica v ravnini je graf linearne enacbe
ar+by+c=0

za neke konstante a,b,c € R, ter a in b nista obe enaki 0.

Dokaz Naj bo p poljubna premica ravnine in 7' € p. Ozna¢imo s ¢ pravokotnico premice
p v tocki T in naj bosta A, B € q tocki, za kateri velja AT x B ter AT = BT. Tedaj je p
simetrala daljice AB in po Izreku 49 velja p = {T' € R| AT = BT'}. Oznagimo z (z1,y1)
oz. (x2,y2) koordinati tock A oz. B. Koordinati poljubne tocke (x,y) € p torej ustrezata
enacbi

Ve =212+ (y—y)? = V(e —22)2 + (y — )?
22 = 2mx + 23 +y? = 2py + i = 2 — 2m0x + 23 + % — 20y + ys
2wy — @) +2(p2 —y)y + (2 +yi —a3 —y3) =0

Ker A # B, velja x1 # 9 ali y1 # ya, torej je vsaj eden od koeficientov 2(ze — 1) oz.
2(y2 — y1) razlicen od nic. O]

Premica v ravnini je navpiéna, ¢e je bodisi vzporedna ordinatni osi bodisi z njo
sovpada. Ordinatna os je po definiciji pravokotnica na abscisno os v izhodis¢u, zato jo
lahko v dokazu Izreka 110 dobimo kot simetralo daljice AB, kjer sta tocki A in B dani s
koordinatama A(—1,0) in B(1,0). Torej je enacba ordinatne osi enaka x = 0.
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Trditev 111. Poljubna navpiéna premica je graf enacbe = m za nek m € R. Ce p ni
navpi¢na premica, potem je p graf enacbe y = kz + n za neki konstanti k,n € R.

Dokaz Naj bo ¢ navpi¢na premica. Tedaj je g pravokotna na abscisno os p; in jo seka
v neki tocki M € q N p,. Posledicno sta x-koordinati poljubnih dveh tock na premici ¢
enaki. Naj bosta A(x1,y1) in B(z2,y2) dve razliéni tocki na premici ¢; tedaj je x1 = xo.
Po Izreku 110 je premica g graf enacbe ax + by + ¢ = 0 za neke konstante a,b,c € R, iz
cesar sledi by; + ¢ = bys + ¢ oziroma b(y; — y2) = 0 in ker y; # yo, sledi b = 0. Torej je

premica ¢ dana z enacbo x = —2

za neki konstanti a, ¢ € R, kjer je a # 0.

Denimo sedaj, da je p premica, ki ni navpi¢na. Tedaj p seka ordinatno os v natanko
eni tocki (0,y1). Po Izreku 110 je enacba premice p oblike ax 4 by + ¢ = 0, pri ¢emer b # 0
(saj imajo v primeru, ko je b = 0, vse tocke na premici isto x-koordinato). Torej lahko
izrazimo y = — ¢z — 7. O

Trditev 112. Ce je premica p graf enacbe y = kz + n in sta Ty (x1,y1) ter Th(zz, o)

_ y2—un

poljubni dve razli¢ni tocki premice p, potem velja k o

Dokaz Ker tocki T; in T lezita na premici p, velja y; = kx; +n za ¢ = 1,2 in posledi¢no
Yo — y1 = k(xg — x1). Ce bi veljalo x1 = x9, bi iz tega sledilo y; = y», kar je v nasprotju

s predpostavko, da sta T} in T, razliéni tocki. Torej je 1 # xo in lahko izrazimo k =

Y2—Yy1
xro—x1 " D

Stevilo k v enacbi premice y = kx + n je potemtakem enoli¢no doloeno s premico p
in ga imenujemo smerni koeficient premice.

Trditev 113. Naj bosta p in p’ premici s smernima koeficientoma k in k', od katerih

. o = . / . . . ’ 1
nobena ni navpicna. Ce sta p in p’ pravokotni, tedaj velja k' = —¢.

Dokaz Oznacimo s T presecisce premic p in p’. Naj bosta T1(z1, y1), Ta(z2,y2) € p’ tocki,

za kateri velja T1 xT'x Ty in 11T = T5T. Tedaj je p simetrala daljice 7175 in kot v dokazu
Izreka 110 izracunamo 2(xo — x1)x + 2(y2 — y1)y + (22 + y2 — 22 — y3) = 0. To je linearna
enacba oblike ax +by +c =0z a=2(w2 —21), b=2(y2 —y1) in k= -3 = -7=". Po
Trditvi 112 pa dobimo k' = £=YL iz ¢esar sledi k' = —1/k. O

xro—x1’

Trditev 114. Vsaka kroznica je graf enacbe oblike 22 + 32 + ax + by + ¢ = 0 za neka
Stevila a, b, c € R.

Dokaz Naj bo v = K(S,r) poljubna kroznica s srediséem S(a,b) in polmerom r. Po

definiciji kroznice in Izreku 109 je kroznica v graf enacbe v/(x — a)2 + (y — b)2 = r oziroma

22+ y? —2ax —2by + (* + 0P —r?) =0. O
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Poglavje 8

Transformacije v geometriji

Spomnimo se, da z R oznacujemo ravnino.

Definicija. Transformacija je poljubna bijektivna preslikava T: R — R. Transforma-
cija se imenuje izometrija, ¢e za poljubni tocki A in B velja T'(A)T(B) = AB.

Zgled 16. Identicna preslikava id: R — R, definirana z id(A) = A za vsako tocko A, je

izometrija ravnine.

Zgled 17 (Zrcaljenje preko premice). Naj bo p premica. Zrcaljenje preko premice p je
preslikava Z,: R — R, definirana takole. Za poljubno tocko T' € p je Z,(T) = T. Za
poljubno tocko T', ki ne lezi na premici p, pa naj pravokotnica k premici p skozi tocko
T seka p v tocki @, in naj bo T tocka, za katero velja T * Q x T" in TQ = T'Q. Tedaj
definiramo Z,(T) = T".

Trditev 115. Zrcaljenje preko premice je izometrija.

Dokaz Naj bo p poljubna premica. Izberimo kartezi¢ni koordinatni sistem, v katerem pre-
mica p ustreza z-osi. Tedaj zrcaljenje Z, poljubno toc¢ko T'(x,y) preslika v tocko T"(x, —y).

Za poljubni tocki T1(x1, y1) in To(x2, y2) potemtakem velja 11Ty = \/(xl —29)?2 + (y1 — y2)?
in {75 = \/(z1 — 22)2 + (y2 — y1)2 = T T». Poleg tega za zrcaljenje preko premice velja

Zy, 0 4y, = id, iz Cesar sledi, da je Z, bijektivna preslikava. Torej je Z, res izometrija

ravnine. O

Trditev 116. Kompozitum dveh izometrij je izometrija. Inverz poljubne izometrije je

izometrija.

Dokaz Naj bosta f,g: R — R poljubni izometriji evklidske ravnine. Ker je kompozitum
dveh bijekcij spet bijektivna preslikava, je fog bijekcija. Za poljubni tocki A, B € R velja
(f o 9)(A)(f 0 9)(B) = F(g(A)) f(9(B)) = g(A)g(B) = AB, torej je tudi f o g izometrija.
Ker je f bijekcija, obstaja inverz f~!': R — R, ki je spet bijektivna preslikava. Ker je f
surjektivna, obstajata tocki A, B’ € R, za katerije A = f(A’)in B = f(B'). Zainverz f~!
izometrije f velja f1(A)f~1(B) = fL(F(A))f L (F(B) = A'B' = f(A)f(B) = AB,

torej je tudi f~! izometrija. O
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Izrek 117 (Lastnosti izometrij). Naj bo T': R — R poljubna izometrija. Tedaj velja:

1. T ohranja kolinearnost tock: ¢e so A, B in C' kolinearne tocke, tedaj so tudi T'(A),
T(B) in T(C) kolinearne tocke.

2. T ohranja vmesnost tock: ¢e za tocke A, B in C velja A * B x C, tedaj sledi T'(A)
T(B)«T(C).

3. T ohranja daljice: za poljubno daljico AB je tudi T(A)T(B) daljica, ki je skladna z
daljico AB.

4. T ohranja premice: Ce je p premica, tedaj je tudi T'(p) premica.

5. T ohranja vm_e&nost poltrakov: ¢e za poltrake E)l, O? in &; velja, da O? lezi med
poltrakoma OA in O?, tedaj tudi poltrak T'(O)T'(B) lezi med poltrakoma T(O)T(A;
in T(O)T(C;.

6. T ohranja kote: ¢e je ZBAC poljuben kot, tedaj je tudi T(£LBAC) kot in velja
T(/BAC) = /BAC.

7. T ohranja trikotnike: ¢e je AABC trikotnik, tedaj je T(AABC) trikotnik in velja
T(AABC) = AABC.

8. T ohranja kroznice: Ce je v kroznica s srediséem S in polmerom r, tedaj je T(7)
kroznica s sredis¢em v tocki 7'(S) in polmerom r.

9. T ohranja plos¢ine: ¢e je R veckotno podrocje, tedaj je T(R) veckotno podrocje in

velja a(T(R)) = a(R).

Dokaz 1. Naj bodo A, B in C tri kolinearne tocke. Po Izreku 12 natanko ena od teh treh
tock lezi med ostalima dvema; brez Skode za sploSnost privzemimo, da velja Ax B C. To
pomeni, da je AB + BC = AC in po definiciji izometrije sledi T(A)T(B) + T(B)T'(C) =
T(A)T(C). Ce tocke T(A), T(B) in T(C) ne bi bile kolinearne, potem bi po trikotniski
neenakosti veljalo T'(A)T(C) < T(A)T'(B) + T(B)T(C) in dobimo protislovje. Torej so
T(A), T(B) in T(C) kolinearne tocke. Preostanek dokaza prepustimo bralcu za vajo.

Izrek 117 nam pove, da se ob izometriji geometrijski objekti premikajo vzdolz rav-
nine, medtem ko se njihove geometrijske lastnosti (ter geometrijski odnosi med razliénimi
objekti) ohranjajo. Zato izometrije evklidske ravnine imenujemo tudi togi premiki.

Lema 118. Naj bodo A, B in C tri nekolinearne tocke. Ce je f: R — R izometrija, za
katero velja f(A) = A, f(B) = B in f(C) = C, potem je f identi¢na preslikava.

Dokaz Denimo, da je f izometrija, za katero velja f(A) = A, f(B) = B in f(C) = C.
Izberimo poljubno tocko T' € R. Dokazati zelimo, da velja f(T) = T. Uporabimo dokaz
z analizo primerov glede na lego tocke T

1. moznost: Denimo najprej, da tocka T' lezi na premici j@ . Ker f ohranja kolinearnost
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tock (Izrek 117), tudi tocka f(7') lezi na premici AB. Ker jeTA=f(T'AinTB = f(T)B
ter se vmesnost tock z izometrijo ohranja, sledi f(T) =T.
2. mozZnost: Denimo sedaj, da to¢ka T" ne lezi na premici j@ Ker f ohranja kote in velja
f(j@) = jﬁ, tocka f(T') lezi bodisi na poltraku AT bodisi na poltraku ﬁ, kjer je T”
zrcalna slika tocke T pri zrcaljenju preko premice jﬁ . Ker velja Af(T) = AT, je bodisi
F(T) =T bodisi f(T) =T

Ce tocki T in C lezita na isti strani premice zﬁ , tedaj daljica T'C ne seka premice
@ in posledi¢no tudi daljica f(T'C) ne seka premice AB (f namre¢ ohranja vse tocke s
premice AB in ker je injektivna, nobena tocka daljice f(T'C') ne more lezati na tej premici).
Torej tocka f(T') lezi na isti strani premice AB kot tocka C' in posledi¢no f(T') = T.

Ce pa tocki T in C lezita na nasprotnih straneh premice AB, potem daljica TC seka
premico f@ in zato tudi njena slika f(T'C) seka premico f@ Torej f(T) # T' in zato
f(r)y="r. O

Izrek 119. Ce sta AABC in ADEF dva skladna trikotnika, tedaj obstaja enoli¢no
dolo¢ena izometrija T, za katero velja T(A) = D, T(B) = E in T(C) = F.

Dokaz Najprej dokazimo enoli¢nost. Denimo, da bi obstajali dve razli¢ni izometriji 77 in
Ty, za kateri bi veljalo T1(A) = T2(A) = D, Ti(B) = To(B) = F in T1(C) = T»(C) = F.
Potem je kompozitum T2_1 o T} izometrija, ki ohranja tri nekolinearne tocke A, B in C,
zato po lemi 118 sledi T2_1 oy =idin Ty =T5.

C C’

Slika 8.1: Konstrukcija v dokazu izreka 119

Sedaj dokazimo Se obstoj ustrezne izometrije 7. Naj bo p simetrala daljice AD. Ce
je slucajno D = A, lahko za p izberemo poljubno premico, ki vsebuje tocko A. Oznacimo
z Z, zrcaljenje preko premice p; tedaj velja Z,(A) = D. Oznacimo se B’ = Z,(B) ter
C' = Z,(C). Naj bo ¢ simetrala daljice B’E (¢e je slu¢ajno B’ = FE, oznaéimo q = ).
Velja torej Z,(D) = D (ker je AB = B'D = ED), Z,(B') = E in ozna¢imo C" = Z,(C").

Ker zrcaljenja ohranjajo dolzine in velikosti kotov, je bodisi C” = F bodisi je C”
zrcalna slika tocke F' pri zrcaljenju preko premice t = . Ce je C" = F, definiramo
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T = Z4 0o Zp, v nasprotnem primeru pa vzamemo 1' = Z; o Z, o Z,. Preslikava T' je
izometrija, za katero velja T(A) = D, T(B) = Ein T(C) = F. O

Konstrukcija v dokazu izreka 119 nam med drugim pove tudi, da je poljubno izometrijo
evklidske ravnine mogoce sestaviti zgolj iz ene vrste izometrij.

Posledica 120. Vsako izometrijo evklidske ravnine lahko izrazimo kot kompozitum samih
zrcaljenj. Pri tem potrebujemo najvec tri zrcaljenja.

Dokaz Naj bo f: R — R poljubna izometrija. Izberimo poljubne tri nekolinearne tocke
A, B in C ter oznacimo D = f(A), E = f(B) in F = f(C). Po Izreku 117 sta AABC in
ADEF skladna trikotnika, zato je f po Izreku 119 edina izometrija, ki tocke A, B oz. C
zaporedoma preslika v D, E oz. F. Iz dokaza Izreka 119 sledi, da lahko f izrazimo kot
kompozitum samih zrcaljenj, pri ¢emer potrebujemo najvec tri zrcaljenja. O
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Poglavje 9

Geometrijske konstrukcije

Ukvarjali se bomo s konstrukcijami z neoznacenim ravnilom in Sestilom. Stari Grki so o
geometriji razmisljali na osnovi teh dveh orodij in veliko ¢asa posvetili vprasanju, katere
like je z njuno pomocjo mogoce konstruirati.

Preden se lotimo geometrijskih konstrukcij z ravnilom in Sestilom, natan¢neje razlozimo
omejitve pri uporabi teh orodij. Predpostavljamo, da lahko s pomoc¢jo ravnila povsem na-
tan¢éno nariSemo premico skozi dve dani tocki. S Sestilom lahko povsem natan¢no narisemo
kroznico s sredis¢em v dani tocki S, ki vsebuje dano tocko T'. Poleg tega je nase Sestilo
kolapsibilno, kar pomeni, da z njim ne moremo prenasati razdalj (ko Sestilo dvignemo s
papirja, se avtomati¢no “zlozi”). Oglejmo si kak zgled geometrijskih konstrukeij.

Slika 9.1: Konstrukcija simetrale daljice

Zgled 18 (Konstrukcija simetrale dane daljice). Dani sta tocki A in B, zelimo pa kon-
struirati simetralo daljice AB. Potek konstrukcije:

1. Narigemo kroznico v; = K(A, AB) s srediséem v tocki A, ki vsebuje tocko B.
2. NariSemo kroznico v2 = (B, AB) s sredis¢em v tocki B, ki vsebuje tocko A.
3. Oznac¢imo v Ny = {C, D}.

4. Narisemo premico ﬁ

V nadaljevanju zelimo dokazati, da je premica Cﬁ simetrala daljice AB. Se prej pa je
potrebno utemeljiti konstrukcijo samo, natan¢neje njen tretji korak. Kako vemo, da se
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kroznici v, in o zares sekata? Za dokaz tega potrebujemo pomemben rezultat, ki se
imenuje izrek o dveh kroznicah.

Izrek 121 (Izrek o dveh kroznicah). Naj bosta 7 in 75 kroznici s polmeroma a in b in
naj bo ¢ razdalja med njunima srediscema. Ce je vsako od stevil a, b in ¢ manjse kot vsota

primeru lezita na nasprotnih bregovih premice skozi sredis¢i obeh kroznic.
Za dokaz izreka o dveh kroznicah bomo uporabili naslednjo lemo.

Lema 122. Ce za tri pozitivna stevila a, b in ¢ velja, da je vsako od njih manjse kot vsota
preostalih dveh Stevil, tedaj obstaja trikotnik s stranicami dolzin a, b in c.

Dokaz Brez skode za splosnost lahko privzamemo, da velja a > b > ¢. Naj bo BC daljica
dolzine a. Zelimo poiskati toc¢ko A, za katero velja AB = ¢ in AC' = b.

Ce bi taka tocka obstajala, tedaj v trikotniku AABC oznaéimo z D noziée visine na
stranico BC. Ozna¢imo BD = z in AD = y; tedaj sledi DC = a — z in Pitagorov izrek
za trikotnika AABD ter AAC'D nam da

02—x2:y2:b2—(a—x)2

2 — 22 =0%—a? + 2ax — 2°

2ar = a’ + ¢ — b?

2 2 2
a®+c"—b*
r=———— in y=+vc2—22.

2a

Sedaj vemo, kaksen trikotnik iskati, ter zacnimo od zacetka. Imamo tri pozitivna Stevila

2 2_ 12 . . .
%. Ker je a® > b? in ¢ > 0, je

z > 0. Zelimo definirati y=+c2—a2= \/(c — z)(c+ x), pred tem pa moramo preveriti,

a, b in ¢, za katera velja a > b > ¢. Definiramo = =

¢e je izraz pod korenom nenegativen. Lahko izrac¢unamo

a’? 4+ — b? B 2ac — a® — 2+ b? B
2a N 2a N
v — (a®> —2ac+c?) b — (a—c)?
2a 2a '
Ker velja a < b+ ¢, sledi a — ¢ < b in ker sta tako a — ¢ kot tudi b nenegativni Stevili, je
(a —c)? < b2 Torej je ¢ —x > 0.
Sedaj smo pripravljeni na konstrukcijo iskanega trikotnika. Naj bo BC daljica dolzine

a in naj bo D € BC tocka, za katero velja

a’®+ 2 —b?

BD =z =
. 2a

Naj bo ﬁ poltrak, pravokoten na premico % Naj bo A € ﬁ tocka, za katero velja
AD =y=+/c? —a?.

Tedaj je 22 + 32 = ¢ in (a — )% + y? = b%. Iz tega sledi, da je AB = c in AC = b. Torej
je AABC res trikotnik z Zeljenimi dolzinami stranic. O
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Dokaz izreka o dveh kroznicah Imejmo kroznico 7; s sredis¢em P in polmerom a, ter
kroznico 7o s srediséem @ in polmerom b. Razdalja P@Q) med obema sredis¢ema je enaka
c. Po predpostavki izreka je vsako od Stevil a, b in ¢ manjSe od vsote preostalih dveh
Stevil. Torej obstaja trikotnik ARST, za katerega velja RS = a, ST = b in RT = c.
Naj bo A tocka, za katero velja AP = a = RS in LZAPQ = ZSRT. Po aksiomu SKS
sledi ASRT = AAPQ, torej je AQ = ST = b. Torej tocka A lezi na kroznicah ~; in 7s.
Naj bo B tocka na drugem bregu premice % kot A, za katero velja ZBPQ = ZSRT
in BP = a = RS. Po SKS sledi ASRT =2 ABPQ, torej je BQ = ST = b in tudi
obstajalo Se tretje presecisce C, bi po Trditvi 97 sledilo, da so A, B in C nekolinearne
tocke, ki dolocajo oglisca trikotnika AABC. Ker pa ima vsak trikotnik po Izreku 101 le
eno o¢rtano kroznico, dobimo protislovje. Torej velja v1 Ny, = {A, B}. ]

Sedaj lahko konéno utemeljimo naso konstrukcijo simetrale dane daljice.

Slika 9.2: Konstrukcija simetrale daljice

Zgled 19 (Utemeljitev konstrukcije v Zgledu 18). Oznacimo a = AB. Ker velja a < 2a, je
vsako od stevil a, a,a manjSe od vsote preostalih dveh stevil. Po izreku o dveh kroznicah
sledi, da se kroznici v, in v sekata v dveh tockah C' in D, ki lezita na razli¢nih straneh
premice AB. Torej daljica CD seka premico jﬁl—B) v neki tocki T.

Ker tocka T lezi na daljici CD, ki je tetiva obeh kroznic, T lezi v notranjosti obeh
kroznic 1 in 3. Torej je TA < AB in TB < AB, zato ne more veljati niti 7" % A * B niti
Ax BxT. Torej je AxT x B. Trikotnika ACAD in ACBD sta skladna po izreku SSS,
zato velja ZADC = /BDC. Po aksiomu SKS sledi AADT = ABDT, torej je AT = BT,
kota /DT A in /DT B pa sta skladna in obenem sokota. Zato je premica Cﬁ pravokotna
na nosilko daljice AB in razpolavlja AB, torej je simetrala daljice AB.

Z uporabo zgleda 18 lahko pois¢emo tudi razpoloviscée poljubne daljice ali pa pravoko-

tnico k dani premici.

Zgled 20 (Konstrukcija pravokotnice k dani premici skozi dano to¢ko na tej premici).
Dana je premica p in tocka T' € p. Zelimo konstruirati pravokotnico k premici p skozi
tocko T'. Ker je p dana premica, mora biti dana vsaj Se ena tocka U na tej premici, ki ni
enaka T'. Potek konstrukcije:

1. Narisemo kroznico v = KC(T,TU) s srediséem v tocki T', ki vsebuje tocko U.
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Slika 9.3: Konstrukcija pravokotnice k dani premici

2. Kroznica ~ seka premico p v dveh toc¢kah; oznac¢imo v Np = {U, V}.
3. Konstruiramo simetralo ¢ daljice UV kot v zgledu 18.

Ker tocki U in V lezita na kroznici v, sta enako oddaljeni od tocke T', zato T po izreku o
karakterizaciji simetrale daljice lezi na premici q. Iz tega sledi, da je q iskana pravokotnica
k premici p skozi tocko T.

Zgled 21 (Konstrukcija pravokotnika z dano stranico in dano dolzino druge stranice).
Dane so tocke P, @ in R. Zelimo konstruirati pravokotnik OJPQST, za katerega velja
PT = PR. Potek konstrukcije:

1. NariSemo premico %

2. Konstruiramo pravokotnico p k premici % v tocki P.

3. NariSemo kroznico v = K(P, PR) s sredi§¢em v tocki P, ki vsebuje tocko R.
4. Oznacimo yNp = {T,T'}.

5. Konstruiramo pravokotnico ¢ k premici % v tocki Q.

6. Konstruiramo pravokotnico ¢ k premici p v tocki T

7. Premici ¢ in t se sekata v neki tocki S *.

* Ce bi bili premici g in ¢ vzporedni, bi iz tega sledilo, da sta tudi % in 1%? vzporedni,
kar ne velja. Torej se premici ¢ in ¢ sekata v tocki S. Stirikotnik JPQST ima dva para
vzporednih nasprotnih stranic in trije njegovi notranji koti so pravi, torej je pravokotnik.

Zgled 22 (PrenaSanje razdalj). Dani sta daljica CD in poltrak zﬁ Zelimo konstruirati
tocko E € fﬁ , za katero velja AE = CD. Potek konstrukcije:

1. Konstruiramo pravokotnik OCATU, za katerega je CU = C'D. Torej je AT = CD.
2. NariSemo kroznico v = IC(A4, AT) s sredis¢em v tocki A, ki vsebuje tocko T
3. Oznag¢imo v N AB = {E}.

Iz konstrukcije sledi, da je AE = CD.
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Slika 9.4: Prenasanje razdalj

Z uporabo konstrukcije v zgledu 22 lahko pozabimo na kolapsibilnost nasega evklid-

skega Sestila in v nadaljnjih konstrukcijah privzamemo, da je Sestilo obi¢ajno (torej z njim

lahko dano razdaljo prenasamo vzdolz ravnine).

\")\/3
’ N2

Zgled 23 (Konstrukcija skladnega kota). Dana sta poltrak /ﬁ in kot ZDEF. Zelimo
konstruirati kot Z/BAC, ki je skladen kotu Z/DFEF. Potek konstrukcije:

1.

2.

6.

Narisemo kroznico vy, = K(E, ED) s sredis¢em v tocki E, ki vsebuje tocko D.

Oznac¢imo 1 N EF = {F'}.

. Narisemo kroznico 7o = K(A, ED) s srediséem v toc¢ki A in polmerom ED. Ker

tocka A € j@ lezi znotraj kroznice 2, kroznica o seka premico jﬁ v dveh tockah
B’ in B”, za kateri velja B’ x Ax B”. Brez skode za splosnost lahko privzamemo, da
je B’ presetisce kroznice 7o s poltrakom AB.

Narisemo kroznico v3 = K(B', DF").

.V trikotniku ADEF’ po trikotniski neenakosti (Izrek 44) velja, da je dolzina poljubne

stranice manjSa od vsote dolzin preostalih dveh stranic. Torej je vsaka od razdalj
AB', ED in DF’ manjsa od vsote preostalih dveh, zato se kroznici 9 in 3 po izreku
o dveh kroznicah sekata v dveh tockah: v N~y3 = {C,C'}.

Narisemo poltrak ﬁ .

Dokazimo, da je ZBAC iskani kot. Trikotnika ADEF’ in AB’AC imata paroma skladne
stranice, saj velja ED = EF' = AB' = AC in DF' = B'C, zato po izreku SSS sledi
ADEF' = AB'AC. Zaradi skladnosti sta paroma skladna tudi notranja kota /DEF =
/BAC.
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9.1 Konstruktibilnost algebrskih izrazov

Naj bosta a in b pozitivni realni §tevili. Denimo, da so dane daljice dolzin 1, a in b.
Pokazali bomo, kako lahko z ravnilom in Sestilom konstruiramo daljice dolzin

ath @la-b, @) @a, (), (6 a.

(1) Prva konstrukcija je zelo enostavna. Na poljubni premici p konstruiramo daljico AB
dolzine a in daljico BC dolzine b, tako da velja A x B x C. Dolzina daljice AC je
enaka a + b.

(2) Brez skode za splosnost lahko predpostavimo, da velja a > b, torej je |a — b| = a —b.
Konstruiramo tocke A, B in C, za katere velja Ax Bx(C, AB = bin AC = a. Dolzina
daljice BC je enaka BC = AC — AB =a — b.

B R

Aa/B/Dc}

Slika 9.5: Konstrukcija obratne vrednosti danega stevila

(3) Zatnemo s poljubnim kotom ZQAR. Na poltraku /@ konstruiramo tocko B, za
katero velja AB = a, ter totko D, za katero velja AD = 1. Na poltraku ﬁ
konstruiramo tocko C, za katero velja AC' = 1. Konstruiramo poltrak ITS> , tako da
je ZADS =2 /ABC'. Poltrak ﬁ seka poltrak zﬁ v tocki E. Trikotnika AABC in
AADFE imata dva para skladnih notranjih kotov, zato sta podobna in po izreku o
podobnih trikotnikih velja % = %, torej je AE = %

E

Ae PP

Slika 9.6: Konstrukcija produkta danih stevil
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(4) Podobno kot pri (3) konstruiramo podobna trikotnika AABC in AADE s skupnim
kotom pri oglis¢u A, za katera velja AB = a, AC =1 in AE = b. 1z tega po izreku
o podobnih trikotnikih sledi %3 = % oziroma AD = ab.

1

(5) Za konstrukcijo daljice dolzine g najprej po (3) konstruiramo daljico dolzine -, nato

pa po (3) konstruiramo daljico dolzine % - b.

D

L]
A B S C
Slika 9.7: Konstrukcija kvadratnega korena danega Stevila

(6) Najprej konstruiramo daljici AB in BC, tako da velja A* B+ C, AB =1 in BC =
a. Konstruiramo razpolovisée S daljice AC. Narisemo kroznico v = K(S, AS)
s sredis¢em v S in polmerom AS = SC = H'T“ Konstruiramo pravokotnico k
premici Zg v tocki B, ki seka kroznico v v tockah D in E. Po Talesovem izreku
je kot ZCDA pravi kot. Po visinskem izreku je visina na hipotenuzo pravokotnega

trikotnika AACD geometrijska sredina projekcij obeh katet na hipotenuzo. Torej je

BD = AB-BC = +/a.

Definicija. Realno stevilo z imenujemo konstruktibilno Stevilo, ¢e je ob dani daljici
dolzine 1 mogoce z ravnilom in Sestilom konstruirati daljico dolzine .

Iz zgoraj podanih konstrukcij sledi, da je vsako nenegativno racionalno Stevilo kon-
struktibilno. Poleg tega je tudi kvadratni koren iz poljubnega nenegativnega racionalnega
Stevila konstruktibilno Stevilo.
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