Naloge - Kompleksna analiza - Kompleksna integracija in Cauchyev izrek

1. Izracunaj integrale naslednjih funkcij:

(a) f(z) = z + z* po daljici od —1 + 2i do 2 + 1,

(b) f(z) = |z|* po robu pravokotnika z oglis¢i z; = —2, 20 = 2, 23 = 2+ in

z4 = —2 41, orientiranega v smeri z1222324.

= 1 po pozitivno orientirani kroznici z enacbo |z| = 3,

= = po pozitivno orientirani kroznici z enacbo |z| = 3,

(z) = |z|z po robu pozitivno orientiranega polkroga v zgornji polravnini s

sredis¢em 0 in radijem 1,

2. Naj bo G: D — C holomorfna na D C C, in ¢:[a,b] — C gladka na intervalu

la,b] C R. Pokazi, da je potem funkcija g(t) := G(p(t)) odvedljiva in velja:

D)= o) Fw). e ),

kjer je G' kompleksni odvod in - kompleksno mnozenje. Posebej, ¢e ima holomorfna

funkcija f kompleksni nedoloceni integral, t.j. obstaja holomorfna F, da je I’ = f,

potem velja naslednje pravilo o zamenjavi spremenljivk:

Flet) = [ Gteond = [ fo0)- Lo

ter analog Newton-Leibnitzove formule za kompleksni integral holomorfne funkcije

f po poti ~:

/ f(2)dz = / FO/(1)) A (D)t = F(y(b)) — F((b)).

3. Z uporabo Cauchyjevega izreka izracunaj naslednje kompleksne integrale:

= sin(z?)e3* po elipsi s srediséem v izhodiséu in polosema 1 in 4,

= ze* po paraboli y(t) =t +it? t € [0,1],

z) = 1 po polkroznici y(t) = ¢, ¢ € [%, 2],



10.

11.

. Z uporabo Cauchyjevega izreka izracunaj integral

/ e~ cos(2ax)dz, a € R.
0

(Nasvet: Integriraj funkcijo f(z) = e ** po robu pravokotnika z ogliséi —R, R,
R+1a, —R+1a, kjer je R pozitivno stevilo. Upostevaj Se, da je ffooo e dy = NZD
Naj bo f holomorfna na disku D(zg, R) in z F(z f f(2)dz ozna¢imo komple-
ksni integral funkcije f po daljici od 2y do z. Utemeljl, da je F' holomorfna disku
D(zo, R) in velja F' = f.

Opomba: Velja splosneje, da ima vsaka holomorfna funkcija na enostavno poveza-
nem obmocju primitivno funkcijo; integriramo po poljubni krivulji od 2y do z.

Naj bo u: D(zp, R) — R realna harmoni¢na funkcija.

(a) Pokazi, da je potem g(x,y) = 3* — 7,‘9“ holomorfna na D(zg, R).

(b) Utemelji, da ima g primitivno funkcuo G (t.j. G' =g), ter je Re(G) =u+C
za neko konstanto C' € R. Odtod sklepaj, da je v := Im(G): D(z, R) — R

harmonic¢na konjugiranka u (t.j. f := u + v je holomorfna).

Z uporabo Cauchyjeve integralske formule izrac¢unaj integrale po pozitivno orienti-

rani sklenjeni krivulji:

(a> f‘z| 1co§gz)d (C) f\z 1| = 1Z2+9d2'
(b> -ﬂz—ﬂ:l Z(Szlri(gj)dz’ (d> f\z i|=1 1+z2d2

Z uporabo Cauchyjeve integralskg formule izra¢unaj integral f_ edr.
(Nasvet: Izracunaj integral || K % po pozitivno orientirani sklenjeni krivulji A, ki

je rob obmoéja L ={z € C |Im(z) >0, |2| < R},R > 1.)

Naj bo f holomorfna na obmocju D D D(w, R). Z uporabo Cauchyjeve integralske

formule dokazi izrek o povpreéni vrednosti za holomorfne funkcije:

2m
flw) = %/o f(w+ Re™)dt.

Ali kaj podobnega velja tudi v realnem, t.j. ali za gladko funkcijo ¢ na intervalu
1D (a—ra+r)veljagla) = 3(fla—7)+ fla+7r))?

(Cauchyjeve ocene) Naj za holomorfno funkcijo na disku D(a,r) s sredis¢em v a

in radijem 7 velja |f(2)| < M za vse z € D(a,r). Dokazi, da potem veljajo ocene
[f™)(a)] < 252

Naj bo f holomorfna na C in |f(2)| > 1 za vse z € C. Pokazi, da je f konstantna.



