IPA - Kompleksna analiza - Analiti¢ne funkcije

1. Razis¢i konvergenco naslednjih vrst kompleksnih Stevil:

2. Dolo¢i obmocéja (enakomerne) konvergence naslednjih potenénih vrst oziroma funk-

cijskih vrst (raziséi tudi konvergenco na robu obmodij):

(a) >onio(n +1)2",
(b) 2o 3 (2 = 2)",

3. Dane so funkcije:

(a) f(2) =2 —322 — 4241, 2,=0,2=1,
(b) f(z)=e¥, 2 =0, 2 =1, 23 =1,

(€) glz) =™ — 1, 2 =i

(d) f(z) = 6sin(z%) + 2(z° — 6), 20 =0,

(e) f(z)=rcos(z), 20 =1,

(1) f@) =1, 2=0,2=—1,2—1

(8) f(z) =22 —=1), 2 =0,

(h) f(2) = 52, 2= —1, 2 =0,

e Funkcijo f razvij v Taylorjevo vrsto okoli danih tock, dolo¢i obmocja konver-

gence dobljene vrste in izracunaj f(%)(zy) in f20%(z):

e Doloci stopnjo nicle funkcije f v danih tockah.

4. Dani sta taki holomorfni funkciji f in g na obmocju D, da je f(z)g(z) = 0 za vse
z € D. Pokazi, da je potem vsaj ena izmed funkcij f oziroma g identicno enaka
0. Ali kaj podobnega velja tudi za realni gladki (odvedljivi) funkciji na nekem

intervalu?

5. Pokazi, da za holomorfne funkcije velja princip minima, t.j. ¢e je f holomorfna na
obmodcju D in |f| doseze lokalni minimum v tocki a € D, potem f(a) = 0, ali pa je

f konstantna na D.

(Nasvet: Ce f(a) # 0, potem upostevaj princip maksima za % na okolici tocke a.)



6. Naj bo f holomorfna funkcija na obmoc¢ju D, ki je zvezna do roba bD, t.j zvezna
na D = DUbD. Naj obstaja $e taka pozitivna konstanta ¢ > 0, da je |f(2)] = c za
vse z € bD. Dokazi, da je potem f konstantna ali pa ima ni¢lo na D.

(Nasvet: Upostevaj principa maksima in minima za funkcijo f oziroma %, ce f

nima nicle.)

7. Dolodci izolirane singularne tocke danih funkcij in ugotovi, kaksne vrste so:

(a) f(2) = %2,
(b) f(=) = 2L,
© £() = =,
() f() = zsin(})
©) £() = 5i.



