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Verjetnostni racun






Poglavje 1

Uvod v teorijo verjetnosti

V tem poglavju si bomo za uvod ogledali zgodovinsko ozadje in razlicne
interpretacije verjetnosti, nato pa se posvetili trem najpomembnejsim poj-
mom Vv teoriji verjetnosti: poskus, dogodek in verjetnost. Ogledali si bomo
tudi nekaj osnovnih kombinatori¢nih prijemov, ki jih bomo kasneje potrebo-
vali pri izracunih verjetnosti posameznih dogodkov.

1.1 Kratka zgodovina in razli¢ne interpretacije
verjetnosti

Pojem nakljucénosti in negotovosti sega v same zacetke civilizacije. Ze
starodavna ljudstva so se ubadala z vpraSanji kot so “Ali bo reka dovolj
poplavila nasa polja, da bo na njih dozorelo zito?”, ali pa “Bomo letos doziveli
manj napadov in plenilskih pohodov barbarskih plemen, ki nas obkrozajo, kot
lani?” Seveda so se trudili, da bi bil delez negotovosti glede odgovora na ta
vprasanja ¢im manjsi.

Celo igre na sreco, ki so najbrz ena prvih asociacij ob misli na besedo
“verjetnost”, segajo v ¢as okrog leta 3500 p.n.5. Ze takrat naj bi namrec v
Egiptu poznali igre na sreco, pri katerih so vlogo danasnje kocke zamenjali
razni predmeti izdelani iz kosti. Zagotovo pa so “kockanje” poznali leta
2000 p.n.s., saj so arheologi v grobnicah iz tistega obdobja nasli kocke, ki
so prakticno identi¢ne danasnjim kockam za igre na sreco. Od tistega casa
naprej so bile igre na sreco, pri katerih imajo glavno vlogo kocke, ves cas
prisotne.

Zacetki “prave” teorije verjetnosti segajo v sredino 17. stoletja. V tistem
¢asu sta bili v Franciji zelo popularni naslednji dve igri: pri prvi je igralec
stavil na to, da bo v stirih zaporednih metih kocke padla vsaj ena Sestica,
pri drugi pa da bo v 24 zaporednih metih dveh kock padla vsaj ena dvojna
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Sestica. Leta 1654 naj bi francoski “kockar” Chevalier de Méré pri svojih
stavah opazil, da se prva izmed obeh iger veckrat konca z ugodnim izidom
kot druga. Z vprasanjem, ali se da to tudi matematicno utemeljiti, se je obrnil
na uglednega matematika Blaise-a Pascal-a (1623 — 1662). Le-ta si je v zvezi
s tem vprasanjem pricel dopisovati s Pierre-om de Fermat-om (1601-1665),
s katerim sta nato zacela razvijati prve zametke teorije verejtnosti (in med
drugim dokazala, da je de Méré-jeva domneva pravilna). Morda ni odvec
omeniti, da sta posamezne verjetnosti “kockarskih dogodkov” ze pred tem
izracunala Girolamo Cardano (1501-1576) in Galileo Galilei (1564-1642).

Teorija verjetnosti se je od ¢asov Pascala in Fermata naprej ves ¢as razvi-
jala in napredovala. Tako je danes sestavni del skoraj vseh vej znanosti.
Uporablja se tudi v medicini, meteorologiji, astronomiji, marketingu, soci-
ologiji, pravu, itd.

Kaj pa sploh naj bi bila verjetnost, ko govorimo o “dogodkih iz resni¢nega
sveta”’? Na neki nacelni ravni oc¢itno vsi zelo dobro razumemo ta mojem,
saj ga v vsakdanjem zivljenju veliko uporabljamo. Govorimo o tem, da,
¢eprav smo vplacali LOTO-kombinacijo, “sedmice skoraj zagotovo ne bomo
zadeli.” Ali pa da bo “jutri Olimpija najverjetneje zmagala.” Pa vendar za-
enkrat nobena izmed moznih interpretacij verjetnosti, ki so jih doslej ponudili
znanstveniki, ni splo$no sprejeta med vsemi statistiki, filozofi in drugimi.
Oglejmo si dve mozni interpretaciji verjetnosti, vsaka izmed katerih je lahko
zelo uporabna, ko naletimo na “resni¢ne probleme”.

Prva je tako imenovana statisticna interpretacija ali tudi interpretacija re-
lativne frekvence. Pri tej interpretaciji si domisljamo, da lahko nek “poskus”
ponovimo neomejeno krat, vsakic pri istih pogojih, stejemo pa kolikokrat se
je zgodil “dogodek”, ki nas zanima. Razmerje med Stevilom poskusov, ko
se je dogodek zares zgodil, in Stevilom vseh poskusov imenujemo relativna
frekvenca ali pogostost tega dogodka. No, verjetnost dogodka naj bi bila
po tej interpretaciji Stevilka, pri kateri “se ustali” relativna frekvenca, ko
izvedemo “zadostno stevilo” poskusov. Najbrz je ze takoj razvidno, kje so
tezave. Kaj pomeni “pod enakimi pogoji”? Kaj je “zadostno §tevilo”? In
kaj pomeni to, da se relativna frekvenca “ustali”?

Druga interpretacija je klasicna. Pri tej izhajamo iz predpostavke, da se
poskus lahko kon¢a na ve¢ moznih nacinov, ki pa so vsi enako verjetni (na
primer, pri metu kocke naj bi bilo vseh Sest moznih stevil pik enako ver-
jetnih). V tem primeru potem tem “osnovnim dogodkom” priredimo enake
verjetnosti, vsota katerih je enaka 1, nato pa vse ostale verjetnosti izracunamo
na podlagi teh. Problem te interpretacije je v prvi vrsti ta, da samo verjet-
nost skusamo vpeljati preko pojma verjetnosti, poleg tega pa pogosto vseh
moznih konénih situacij nekega poskusa ne moremo razdeliti na same enako
verjetne dogodke.
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Matematicna teorija verjetnosti se z raznimi interpretacijami ne ukvarja.
Njen cilj je razvijati metode in rezultate, s pomocjo katerih je, malce poenos-
tavljeno povedano, moc¢ izracunati verjetnosti “sestavljenih” dogodkov potem,
ko so bile verjetnosti “enostavnim dogodkom” Ze doloCene. Zanima nas
tudi, kako se te verjetnosti spremenijo, ¢e izvemo kake dodatne informacije
o poteku poskusa.

1.2 Poskus, izidi in dogodki

Dogovorimo se najprej, kaj razumemo kot poskus. Za nas bo poskus vsak
proces, ki ga opravimo v to¢no dolocenih pogojih, pri tem pa so znana “vsa
mozna” kon¢na stanja oziroma izidi.

ZGLED: Ce imamo dano neko konkretno kocko (ki ni nujno uravnotezena), je
lahko poskus met te kocke. Ce imamo kup igralnih kart, je poskus dejanje, pri
katerem iz tega kupa “nakljuéno” izvlecemo tri karte. Ce imamo 100 eurov,
je lahko poskus nalozba teh 100 eurov v delnice Krke d.d. za dobo petih
let. In konec koncev, ¢e Se nismo opravili pisnega izpita pri tem predmetu,
je lahko poskus tudi pisanje naslednjega pisnega izpita. A

In kaj je tedaj dogodek za nek poskus? Dogodek je pojav, ki je natanko
opredeljen z nekim naborom moznih izidov poskusa v smislu, da se ta do-
godek zgodi natanko tedaj, ko je bil izid poskusa eden izmed izidov iz tega
nabora. Oglejmo si zopet nekaj zgledov.

ZGLED: Na primer, dogodek pri metu kocke je lahko “Pade Sestica.” ali
“Stevilo pik, ki pade, je najvec 4.” ali celo “Stevilo pik, ki pade je vsaj 1.”
Pri poskusu, kjer vlecemo karte, je eden izmed moznih dogodkov “Vse tri
karte so srca.” ali pa “Med izvlecenimi kartami ni kralja.”. Pri poskusu
nalozbe 100 eurov v delnice Krke d.d. je eden izmed dogodkov ”Po petih
letih se vrednost delnic vsaj podvoji.” A

Da lahko pricnemo z matematicno teorijo verjetnosti, je treba zgoraj
omenjene pojme formulirati v matematicnem jeziku. Ker tu operiramo z
matematicnimi objekti kot so mmnozice in funkcije, so naslednje definicije
dokaj naravne. Posamezne izide poskusa predstavimo kot elemente, ki jih
bomo zdruzevali v mnozice.

Definicija. Imejmo nek poskus. Prostor izidov za ta poskus, ki ga obicajno
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oznacimo z S, je mnozica vseh moznih izidov tega poskusa.

Glede na nase zgornje razmisljanje lahko torej dogodke definiramo takole.

Definicija. Imejmo nek poskus. Tedaj je dogodek za ta poskus vsaka pod-
mnozica prostora izidov S tega poskusa. Dogodek S imenujemo gotov do-
godek, dogodek () je nemogoc¢ dogodek, vsi ostali dogodki (torej dogodki A,
kjer je 0 C A C S) pa so slucajni dogodki.

Omenimo, da bomo dogodke praviloma oznacevali z velikimi tiskanimi
¢rkami z zacetka abecede, torej z A, B, C' itd.

Gotov dogodek se torej zgodi v vsakem primeru, ne glede na konkretno
izvedbo poskusa. Nemogo¢ dogodek se ne zgodi nikoli. Slu¢ajni dogodek pa
se vcasih zgodi, vcasih pa tudi ne. Za take dogodke torej ni mogoce v naprej
z vso gotovostjo napovedati, ali se bodo zgodili ali ne. Seveda so natanko ti
dogodki tisti, ki nas zares zanimajo.

ZGLED: Pri metu obicajne kocke je dogodek “Pade Sestica.” slucajen do-
godek, saj Sestica vcasih pade, vcasih pa tudi ne. Dogodek “Stevilo pik, ki
pade, je vsaj 1.” je seveda gotov dogodek. A

Glede na to, da so dogodki mnozice, lahko seveda z njimi po¢nemo vse,
kar znamo poceti z mnozicami.

Definicija. Naj bosta A, B C S dogodka poskusa s prostorom izidov S.
Tedaj je A poddogodek dogodka B, ¢e je A C B. Dogodek AU B imenujemo
unija ali tudi vsota dogodkov A in B, dogodek ANB pa presek ali tudi produkt
dogodkov A in B. Dogodka A in B sta disjunktna ali tudi nezdruzljiva, ce
je njun produkt nemogo¢ dogodek, to je, ¢e je AN B = ). Dogodek S\ A
oznaéimo z A in ga imenujemo nasprotni dogodek dogodka A.

ZGLED: Imejmo poskus, pri katerem hkrati vrzemo tri kovance, majhnega,
srednjega in velikega. Prostor izidov S tedaj sestoji iz osmih izidov, ki jih
lahko poimenujemo takole:

S = {000, 001,010,011, 100, 101, 110, 111}.

Pri tem 0 pomeni, da je na pripadajocem kovancu padel grb, 1 pa, da je
padla cifra (dogovorimo se Se, da prvi znak predstavlja “vrednost” majhnega
kovanca, drugi srednjega in tretji velikega kovanca). Izid 011 je torej izid,
pri katerem je na majhnem kovancu padel grb, na ostalih dveh pa cifra.
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Naj bo sedaj A dogodek, da je padla natanko ena cifra, B dogodek, da sta
padla vsaj dva grba in C' dogodek, da je na majhnem in velikem kovancu
padlo enako. Tedaj je A = {001,010,100}, B = {100,010,001,000} in C' =
{000,010, 101,111}. Vidimo, da je A poddogodek dogodka B, to je, ¢e se
zgodi A, se zagotovo zgodi tudi B. Opazimo tudi, da nobena dva dogodka
nista nezdruzljiva in da je, na primer, produkt dogodkov A in C dogodek,
da na majhnem in velikem kovancu pade grb, na srednjem pa cifra. A

Ko obravnavamo poskuse, pri katerih je prostor izidov zelo velik (na
primer nesteven), se mnogokrat zgodi, da nas ne zanimajo prav vsi mogo¢i do-
godki (torej vse podmnozice prostora izidov). V takih primerih zato vpeljemo
tako imenovan prostor dogodkov, ki sestoji iz vseh dogodkov, ki nas zanimajo.
Izkaze se, da mora tak prostor dogodkov zadoscati dolocenim pravilom, da
potem vsa teorija velja tudi za taksne primere. Mi bomo obravnavali dovolj
preproste primere, da se nam s takimi omejitvami ne bo potrebno ukvarjati.
Zato sklenimo dogovor, da bo za nas mnozica dogodkov, ki jih obravnavamo,
vedno kar celotna potenéna mnozica P(.S).

Naloga 1.1. Imejmo poskus meta ene kocke in enega kovanca, kjer nas
seveda zanima kaj pade na kocki in kaj na kovancu. Zapisite prostor izidov
za ta poskus. Nato naslednje dogodke zapisite kot podmnozice prostora
izidov:
e A - na kovancu pade grb natanko tedaj, ko je stevilo pik na kocki liho.
e 3 - na kovancu pade grb, na kocki pa vsaj stiri pike.
e (' - na kocki pade Sestica.
Ali je kateri izmed teh dogodkov poddogodek drugega dogodka? Ali sta

katera izmed dogodkov nezdruzljiva? Dolocite nasprotni dogodek dogodka
A.

Naloga 1.2. Imejmo poskus, pri katerem lokostrelec v tarco izstreli tri
puscice, po eno rdeco, modro in zeleno. Da malce poenostavimo zadeve si
mislimo, da ima tarca zgolj tri kroge. Notranji krog je vreden 3 tocke, sred-
nji 2 tocki, zunanji 1 tocko, ¢e pa ne zadanemo niti tega najvecjega kroga,
dobimo 0 tock. Zapisite prostor izidov za ta poskus. Nato naslednje dogodke
zapiSite kot podmnozice prostora izidov:

e A - drugi strel je vreden 0 tock.
e B - iz vseh treh strelov lokostrelec zbere 6 tock.

e (' - v vseh treh strelih lokostrelec dobi enako mnogo tock.
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Ali je kateri izmed teh dogodkov poddogodek drugega dogodka? Ali sta
katera izmed dogodkov neodvisna? Dolocite dogodke ANB, A\C'in BUCN
A.

Naloga 1.3. Navaden 74 minutni CD-ROM ploséek ima 333000 sektor-
jev (vsak izmed katerih vsebuje za 2048 bajtov podatkov, poleg tega pa
je rezervirano Se nekaj prostora za odkrivanje in odpravljanje napak). Izva-
jamo naslednji poskus. Vzamemo popolnoma zapisan CD-ROM ploscek brez
kakrsnekoli napake, ga nato pustimo v skatli za 5 let in na koncu preverimo
koliko sektorjev je postalo neberljivih. Zapisite ustrezen prostor izidov, nato
pa dolocite dogodek A, da je neberljivih vsaj deset odstotkov sektorjev.

Naloga 1.4. Kovanec mec¢emo tako dolgo, dokler ne padeta dva grba (ne
nujno zapored) ali dve cifri (ne nujno zapored). Sestavite ustrezen prostor
izidov in doloc¢ite dogodek, da ne padeta dve cifri.

1.3 Definicija verjetnosti

Sedaj lahko konc¢no definiramo pojem matematiéne verjetnosti. Le-ta
se definira kot funkcija iz prostora dogodkov nekega poskusa v mnozico re-
alnih stevil, ki zadosca trem aksiomom Kolmogorova (Andrey Nikolaevich
Kolmogorov (1903-1987) je bil ruski matematik).

Definicija. Imejmo poskus s prostorom izidov S. Verjetnost (tudi verjet-
nostna funkcija) na prostoru izidov S je vsaka preslikava P: P(S) — R, ki
zadoSca naslednjim trem aksiomom:

(i) P(A)>0zavse ACS.
(i) P(S)=1.

(iii) Za vsako §tevno neskonéno druzino {4, : n € N} paroma disjunktnih

dogodkov velja
P (U An> => P(4).
n=1 n=1

ZGLED: Oglejmo si najbolj preprost zgled, to je zgled poskusa meta kovanca.
V tem primeru je S = {0, 1}, kjer 0 pomeni, da je padel grb, 1 pa da je padla
cifra. Imamo torej natanko &tiri dogodke in sicer {}, {0}, {1} in S. Ce torej
definiramo P({}) = 0, P({0}) = P({1}) = 1 in P(S) = 1, smo s tem o¢itno
definirali verjetnost na prostoru izidov S. A



1.3. DEFINICIJA VERJETNOSTI 9

Pokazimo sedaj prvi dve dokaj oc¢itni, a vendar zelo pomembni, lastnosti
verjetnosti.

Trditev 1.1. Za vsak poskus in vsako verjetnost P na prostoru izidov S tega
poskusa velja P(0) = 0. To pomeni, da je verjetnost, da se zgodi nemogoc
dogodek, enaka 0.

DOKAZ: Vzemimo A, = () za vsak n € N. Tedaj je {A, : n € N} Stevno
neskoncna druzina paroma disjunktnih dogodkov, torej po aksiomu (iii) velja
P(@) =32, P(0). Edino realno stevilo, ki zadosca tej enakosti, je stevilo
0, to je, P(0) = 0. O

Naslednja trditev pove, da trditev iz aksioma (iii) velja tudi za kon¢ne
unije paroma disjunktnih dogodkov.

Trditev 1.2. Naj bo P wverjetnost na prostoru izidov S za nek poskus in
naj bodo dogodki Ay, As, ..., A, € P(S) paroma disjunktni. Tedaj velja

P(U?:l Ai) = Z?:l P(Ai)-

DokAz: Vzamemo lahko A; = () za vse j > n, pa dobimo §tevno neskon¢no
druzino paroma disjunktnih dogodkov. Po aksiomu (iii) in zgornji trditvi je
tedaj P(U?:1 A;) = P(U;’Zl Ap) = Z?:l P(A;) +Z§in+1 P(0) = 2?21 P(A;),
kot smo trdili. 0

Kako torej za nek poskus s prostorom izidov S definiramo verjetnost?
Za vsak posamezen dogodek je treba predpisati verjetnost dogodka, to pa je
treba storiti na tak nacin, da veljajo zgornji trije aksiomi. V primerih kot
je zgornji, kjer je prostor izidov koncen, lahko verjetnost vpeljemo na bolj
preprost nacin. Ideja spominja na situacijo iz linearne algebre (spomnimo
se, da lahko linearno preslikavo definiramo tako, da dolo¢imo zgolj vrednosti
na baznih vektorjih). Dogovorimo se najprej, da bomo za nek izid ¢ namesto
P({i}) pisali kar P(i) in da dogodku {i} recemo elementaren dogodek. Ce
je torej prostor izidov za nek poskus koncen, je vpeljava verjetnosti povsem
preprosta. Se vec, v tem primeru znamo opisati prav vse mozne verjetnosti (ki
pa jih je neskonéno mnogo) na pripadajocem prostoru izidov. Velja namrec¢
tale izrek.

Izrek 1.3. Imejmo poskus s konénim prostorom izidov S = {iy,i2,... iy}
za nek n. Tedaj za vsak nabor stevil 0 < p; < 1, kjer je 1 < j < n in
je Z?lej = 1, obstaja verjetnost P na prostoru izidov S, za katero velja
P(i;) = p; za vsak 1 < j < n. Obratno, za vsako verjetnost P na prostoru
izidov S je 0 < P(i;) <1 za vsak 1 < j < n in velja Z?Zl P(i;) = 1.
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DokAz: Naj za stevila p; veljajo predpostavke izreka. Za poljuben dogodek
A C S definirajmo P(A) = ZijeA p;j. Da veljata pogoja prvih dveh aksiomov
iz definicije verjetnosti, je o¢itno. Neposredno iz definicije funkcije P je mo¢
dokazati tudi, da velja pogoj tretjega aksioma.

Obrat sledi neposredno iz aksiomov verjetnosti (bralec, ki ga skrbi neena-
kost P(i;) <1, naj si ogleda spodnji izrek 1.4). O

Oglejmo si poseben primer zgornje situacije. Ce imamo poskus, pri
katerem je prostor izidov koné¢en, recimo |S| = n, in so vsi izidi enako ver-
jetni, za vsak izid i velja P(i) = % V tem primeru torej za nek dogodek A

velja kar P(A) = %. To pomeni, da je verjetnost dogodka A kvocient med

stevilom “ugodnih” izidov za A (torej takih, ko se A zgodi) in stevilom vseh
moznih izidov.

ZGLED: Pri poskusu meta postenega kovanca, kjer je prostor izidov kar
S = {0, 1}, torej verjetnost P natanko dolo¢imo ze s predpisom P(0) =
P(1) = % Prav tako pa bi lahko verjetnost za vsak 0 < p < 1 vpeljali s
predpisom P(0) = p in P(1) = 1 — p. Vidimo torej, da lahko Zze v primeru,
ko ima poskus samo dva mozna izida, vpeljemo neskonéno mnogo razlicnih

verjetnosti na pripadajocem prostoru dogodkov. A

ZGLED: Ce na prostoru dogodkov za poskus meta kocke za vse 1 < i < 6
vpeljemo verjetnost P(i) = #, je verjetnost dogodka A, da pade liho Stevilo
pik, enaka P(A) = 1. Velja namre¢ A = {1,3,5} = {1} U {3} U {5}. A

Izrek 1.3 pokaze kako je z verjetnostjo pri poskusu s konénim prostorom
izidov. Tudi v primeru, ko je prostor izidov stevno neskonéna mnozica, stvari
niso bistveno drugacne. Tudi tukaj je dovolj vpeljati verjetnosti posameznih
izidov, vendar je to treba storiti tako, da je pripadajo¢a neskoncna vsota
konvergentna in je enaka 1. Oglejmo si zgled.

ZGLED: Premislimo ali je pojem “naklju¢ne izbire naravnega stevila” sploh
smiselen. Ce je to mogoce, je treba definirati verjetnost P(n) za vsak n in
to tako, da bodo vse te verjetnosti enake. To pomeni, da za nek a > 0
velja P(n) = a za vse n € N. A po aksiomu (iii) mora potemtakem veljati
Yoo a =1, kar je seveda nemogoce, saj je ta vsota bodisi enaka 0 (ko je
a = 0) ali pa je vrsta divergentna (ko je a > 0). Ta razmislek torej dokaze,
da poskus “nakljucna izbira naravnega Stevila, pri kateri so vsa stevila enako
verjetna”, ne obstaja. No, ¢e bi verjetnost vpeljali tako, da bi za vsak n
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vpeljali P(n) = ==, bidobili >-°° . ;L = 1.1 = 1. Kot bomo videli kasneje,

on n=1 2n q
to verjetnost dobimo na dokaj naraven nac¢in. Ce si namreé zamislimo poskus,
pri katerem uravnotezen kovanec mecemo toliko ¢asa, dokler prvi¢ ne dobimo
cifre, bo verjetnost, da smo morali kovanec vre¢i n-krat, ravno 2% A o tem
malce kasneje. A

Oglejmo si sedaj Se nekaj osnovnih lastnosti verjetnosti.

Izrek 1.4. Naj bo P verjetnost na prostoru izidov S nekega poskusa in naj
bosta A in B poljubna dogodka. Tedaj velja naslednje:

(i) 0< P(A) < 1.
(ii) P(A) =1— P(A).
(iii) P(B\ A) = P(B) — P(AN B).

(iv) P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B).

(v) Ceje AC B, je P(A) < P(B).

DokAz: Ker sta A in A disjunktna dogodka in je S = AU A, po drugem
aksiomu verjetnosti in trditvi 1.2 velja 1 = P(A) 4+ P(A). Po prvem aksiomu
verjetnosti je verjetnost poljubnega dogodka nenegativna, od koder tedaj
takoj dobimo tocki (i) in (ii). Tocka (iii) sledi neposredno iz trditve 1.2 in
dejstva, da je B disjunktna unija mnozic B\ A in AN B. Ker je AUB
disjunktna unija mnozic A in B\ A, potem takoj dobimo Se tocko (iv). Tudi

tocka (v) sledi neposredno iz (iii) in prvega aksioma verjetnosti. O

ZGLED: Adam in Eva se ze lep Cas pripravljata za pisni izpit pri nekem
predmetu. Vemo, da je verjetnost, da izpit opravi Adam, 0, 32, verjetnost, da
ga opravi Eva, je 0,63, verjetnost, da ga opravita oba, pa je 0, 11. Koliksna je
tedaj verjetnost, da ga opravi vsaj eden izmed obeh? In koliksna je verjetnost,
da ga opravi natanko eden?

Oznacimo z A dogodek, da izpit opravi Adam, in z B dogodek, da izpit opravi
Eva. Najprej nas torej zanima verjetnost P(AUB). Ker poznamo verjetnosti
P(A), P(B) in P(AN B), nam izrek 1.4 pove, da je iskana verjetnost P(AU
B)=10,32+0,63—0,11 = 0,84. Zanima nas tudi verjetnost dogodka AAB,
kjer je AAB=A\BUB\ A. Kersta A\ B in B\ A disjunktna dogodka,
po izreku 1.4 velja P(AAB) = P(A) — P(ANB)+ P(B) — P(ANB) =
0,32+0,63 —0,22=0,73. A

ZGLED: Denimo, da hkrati vrzemo 10 uravnotezenih kovancev. Koliksna je
verjetnost, da bo padla vsaj ena cifra?
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Lahko si mislimo, da so kovanci oznaceni, da torej vemo, kateri je prvi, kateri
drugi, itd. Tedaj je prostor izidov S mnozica nizov dolzine 10, sestavljenih iz
nicel in enic. Prostor izidov je potemtakem mnozica z 2'° = 1024 elementi.
Glede na predpostavke je verjetnost vsakega izmed moznih 1024 izidov enaka.
Po izreku 1.3 ima torej vsak izid verjetnost ——. Ce z A ozna¢imo dogodek,

1024 -~
da padejo sami grbi, je nas dogodek ravno A. Po izreku 1.4 je torej P(A) =
1— P(A) =1 — b = 102 (999, A

ZGLED: Na podoben nacin kot v prejsnjem zgledu zlahka izracunamo tudi
verjetnosti za igri Viteza de Méré-ja. Izracunajmo verjetnost uspeha za prvo
igro. Mislimo si, da hkrati vrzemo Stiri razlicne uravnotezene kocke. Vseh
moznih izidov je tedaj 6* = 1296. Ce z A oznac¢imo dogodek, da ne pade
niti ena Sestica, sestoji ta dogodek iz 5* = 625 izidov, torej je P(A) =
%)4 ~ 0,48225. Verejtnost, da bo padla vsaj ena Sestica, je torej enaka
1—P(A) =~ 0,51775. A

ZGLED: Za konec tega razdelka si oglejmo naslednji zanimiv problem. V neki
igri na televiziji voditelj igralcu pokaze troje vrat in mu pove, da ga za enimi
vrati ¢aka nov avto, za preostalima dvema pa koza. Seveda mu ne pove, za
katerimi vrati stoji avto. Igralec si izbere poljubna vrata. Ko pove svojo
odlocitev, voditelj odpre ena izmed preostalih dveh vrat in to tako, da vedno
odpre vrata s kozo. Nato igralcu ponudi moznost, da si premisli in namesto
prvotno izbranih vrat raje izbere edina druga preostala zaprta vrata. Ali naj
igralec ostane pri prvotni izbiri ali naj si premisli? (Ta problem je znan pod
imenom Problem Monty Hall.)

Vecina ljudi je prepricana, da je povsem vseeno kaj igralec naredi, ¢es da je
verjetnost, da bo zadel avto v vsakem primeru 0,5 (z argumentom, da ima
na voljo pac le dvoje vrat, za enimi je avto, za drugimi pa koza). In vendar
je tako razmisljanje napacno. Razlog za to je sledec. Ko je igralec izbral
svoja vrata, je bila verjetnost, da je avto za “njegovimi” vrati 1/3. S tem, ko
je voditelj odprl ena izmed preostalih vrat, mu ni dal prav nobene dodatne
informacije o tem ali je za njegovimi vrati avto ali ne, saj lahko voditelj ne
glede na igralcevo izbiro vedno odpre vrata s kozo. Tudi po odprtju vrat
je torej verjetnost, da ima igralec izbrana prava vrata, 1/3. Potemtakem je
verjetnost, da avto ni za “njegovimi” vrati, enaka 2/3. Ampak sedaj, ko so
ena “prazna’ vrata odprta, avto ni za “njegovimi” vrati natanko tedaj, ko je
za edinimi drugimi preostalimi zaprtimi vrati. Torej je verjetnost, da je za
drugimi zaprtimi vrati, 2/3. To pa pomeni, da se igralcu precej bolj izplaca
zamenjati izbiro, saj si s tem podvoji moznosti za uspeh.

Utemeljimo vse skupaj Se ¢isto formalno. Predno to storimo, se dogovorimo,
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da v primeru, ko je igralec izbral prava vrata in ima torej voditelj na izbiro
kar dvoje “praznih” vrat, voditelj ena izmed “praznih” vrat izbere povsem
nakljuéno. Oznacimo Stevilko vrat, za katerimi je avto (torej 1, 2 ali 3), z
a, preostali dve sStevilki pa z b in ¢. Prostor izidov nasega poskusa je tedaj
S ={(a,b),(a,c),(b,c),(c,b)}, kjer par (i, j) predstavlja izid, pri katerem je
igralec izbral vrata stevilka ¢, voditelj pa je nato odprl vrata stevilka j. Iz
povedanega jasno sledi, da je P((a,b)) = P((a,c)). Prav tako je jasno, da je
P((b,c)) = P((¢c,b)) = 1/3 in tako mora veljati P((a,b)) = P((a,c)) = 1/6.
Denimo sedaj, da igralec ostane pri svoji odloc¢itvi in oznac¢imo z A dogodek,
da dobi avto. Tedaj je seveda A = {(a,b), (a,c)} in tako je P(A) = 1/6 +
1/6 = 1/3. Denimo sedaj e, da igralec spremeni svojo odlo¢itev in naj
bo tokrat B dogodek, da dobi avto. Tedaj je B = {(b,c), (¢,b)} in tako je
P(B) =1/3+1/3 = 2/3. Tako vidimo, da se res izplaca spremeniti izbiro.
A

Naloga 1.5. Imejmo poskus, pri katerem vrzemo stiri postene kovance. Ko-
liksna je verjetnost, da pade enako mnogo grbov kot cifer? Koliksna pa je
verjetnost, da na prvem in zadnjem kovancu ne padeta dva grba niti dve
cifri?

Naloga 1.6. Imejmo poskus kot v nalogi 1.1 in naj bodo tudi dogodki A,
B in C kot v tej nalogi. Denimo, da sta tako kovanec kot kocka postena.
Izracunajte tedaj verjetnosti dogodkov A, B, C'in AN BNC.

Naloga 1.7. Imejmo poskus kot v nalogi 1.2, le da tokrat lokostrelec izstreli
le eno puscico. Denimo, da je verjetnost, da zadane notranji krog 0, 3, verjet-
nost, da zadane srednji krog 0,25, verjetnost, da sploh zadane kateregakoli
izmed krogov pa 0, 75. Koliksna je tedaj verjetnost, da zadane tretji krog?

Naloga 1.8. Denimo, da za dogodke A, B in C pri nekem poskusu vemo,
da se ne morejo zgoditi vsi hkrati, poleg tega pa vemo, da je P(AN B) =
P(ANC)=P(BNC)=1/3. Ali je tedaj mo¢ izracunati verjetnosti P(A),
P(B) in P(C)?

Naloga 1.9. Tine je dolgo casa opazoval kaksnih barv krilo, srajco ter jopico
za v sluzbo oblece njegova zena. Ugotovil je, da je vedno vsaj eden izmed teh
treh kosov obleke ¢rne barve. Poleg tega je uspel ugotoviti, da je verjetnost,
da oblece ¢rne hlace, enaka 0,6, verjetnost, da oblece ¢rno jopico in srajco,
pa 0,3. Ugotovil je tudi, da je verjetnost, da oblece ¢rno srajco, ne pa tudi
¢rnih hla¢, enaka 0, 25, verjetnost, da oblece ¢rne hlace in jopico, pa 0, 1.

Pokazite, da je tedaj verjetnost, da oblece vse tri kose oblacil ¢rne barve vsaj
0,05. Ali je moc¢ iz danih podatkov izracunati kaksna je verjetnost, da zena
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oblece ¢rno jopico, hlace in srajco pa neke druge barve? Kaj pa ¢e Tine
dodatno ugotovi Se, da je verjetnost, da oblece ¢rno jopico, 0,5. Ali lahko
tedaj izracunamo kolikSna je verjetnost, da zena oblece vse tri kose oblagil
¢rne barve?

Naloga 1.10. Izmed naravnih stevil med vkljuéno 1 in 2013 nakljuéno izber-
emo eno Stevilo in to tako, da so vsa stevila enako verjetna. Koliksna je tedaj
verjetnost, da smo izbrali Stevilo, ki je deljivo s 37 Koliksna pa je verjetnost,
da smo izbrali stevilo, ki je deljivo s 3 ali 77

1.4 Osnove kombinatorike

V tem razdelku si bomo na kratko ogledali osnovne prijeme kombina-
torike, s pomocjo katerih prestevamo stevilo “ugodnih” izidov za nek do-
godek. Najpomembnejsi sta pravili vsote in produkta. Pravilo vsote pravi,
da je v primeru, ko je sta A in B disjunktni kon¢ni mnozici, kardinalnost
mnozice A U B enaka vsoti kardinalnosti mnozic A in B. Pravilo produkta
pravi, da je kardinalnost kartezi¢nega produkta konénih mnozic A in B enaka
produktu kardinalnosti mnozic A in B, to je:

ANB=0=|AUB|=|A|+[B]  in  |AxB|=|A]-|B|.

Kako nam ti dve pravili pomagata pri prestevanju? Pravilo vsote uporabimo,
kadar prestevamo elemente mnozice, ki jih je mo¢ na nek naraven nacin
razdeliti na dva (ali ve¢) dela. Pravilo produkta uporabljamo takrat, kadar
je moc vsak element obravnavane mnozice opisati glede na odloc¢itev “v dveh
neodvisnih etapah”. Vsak element je torej opisan tako, da se najprej izbere
re¢ iz nabora A, potem pa neodvisno od tega izbora Se re¢ iz nabora B. Da
ilustriramo ti dve ideji, si oglejmo konkreten zgled.

ZGLED: Denimo, da se zeli Janez obleci, pri ¢emer bo oblekel hlace, nek
zgornji del oblacila in Se en “dodatek”. Na voljo ima troje hla¢, za zgornji
del oblacila pa se mora najprej odlociti ali bo oblekel srajco ali majico. Na
voljo ima §tiri srajce in dve majici. V odvisnosti od tega, ali je oblekel srajco
ali majico, bo izbral Se eno izmed treh kravat (ko je oblekel srajco) ali eno
izmed petih kap (ko je oblekel majico). Na koliko na¢inov se torej lahko
oblece, ¢e privzamemo, da so izbire posameznih kosov oblacil neodvisne ena
od druge?

Ker hlace izbira neodvisno od zgornjih oblacil, bomo tukaj uporabili pravilo
produkta. No, pri zgornjem delu ima dve nezdruzljivi moznosti: bodisi bo
imel srajco, bodisi majico - tu gre torej za pravilo vsote. Izbira srajce oziroma
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majice ima za posledico Se “vrsto” dodatka. Tu kravato oziroma kapo zopet
izbira neodvisno od izbora srajce oziroma majice. Ce je torej A mnozica vseh
hla¢, B mnozica vseh srajc, C' mnozica vseh majic, D mnozica vseh kravat
in £ mnozica vseh kap, je torej mnozica vseh izborov oblacenja A x ((B X
D)U (C x E)). Po pravilih vsote in produkta, je torej vseh moznih oblacenj
3:(4-34+2-5)=66. A

Seveda pa je vcasih tezko dolociti ze kardinalnost neke “osnovne” mnozice,
ki je ne moremo ali ne znamo zapisati niti kot disjunktno unijo dveh smisel-
nih podmnozic, katerih kardinalnosti bi znali izracunati, niti kot kartezi¢ni
produkt dveh takih mnozic. Véasih si lahko v takem primeru pomagamo z
dolo¢enimi formulami, odvisno od tega, kaksne narave je nas problem. Mi
si bomo na tem mestu ogledali le kako se lotimo raznih izborov, spoznali pa
bomo tudi zelo uporabno nacelo vkljucitev in izkljucitev.

Izbori:

Pri izborih gre za to, da iz mnozice (razlicnih) reéi, recimo velikosti n, izbi-
ramo nekaj izmed teh reci, recimo k. V odvisnosti od tega, ali izbrane reci
vrac¢amo ali ne in ali je vrstni red izbiranja pomemben ali ne, imamo nasled-
nje Stiri moznosti:

1. Urejeni izbori brez vra¢anja oziroma ponavljanja (variacije brez ponav-
ljanja):
V tem primeru mora seveda veljati k& < n. Za prvi element imamo
n moznosti, za naslednjega n — 1, za naslednjega n — 2, itd., vse do
k-tega, za katerega je ostalo Se n — k + 1 moznosti. Vseh moznosti je
torej n¥ =n-(n—1)-(n—2)--- (n—k+1) = (nﬁ—'k), (oznaki nl¥! recemo
padajoéa potenca).

2. Urejeni izbori s ponavljanjem (variacije s ponavljanjem):
V tem primeru imamo na vsakem mestu kar vseh n moznosti. Posamezni
izbori so neodvisni drug od drugega, zato je po pravilu produkta vseh
moznosti n*.

3. Neurejeni izbori brez ponavljanja (kombinacije brez ponavljanja):
V tem primeru mora seveda zopet veljati k& < n, tokrat pa je vseh
moznosti (Z) = (n_”—k'),k, To formulo lahko utemeljimo takole: pri

vsakem takem izboru je pomembno le katerih k reci smo izbrali. Ce
pri neki permutaciji vseh n reci slike prvih k stevil predstavljajo k reci,
ki smo jih izbrali, potem v mnozici vseh n! permutacij vsak tak izbor
stejemo k!- (n — k)! krat, saj je vrstni red prvih k (torej izbranih reéi),
prav tako pa zadnjih n—k (torej neizbranih rec¢i) povsem nepomemben.
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4. Neurejeni izbori s ponavljanjem (kombinacije s ponavljanjem):
Tukaj nas v resnici zanima le, kolikokrat smo izbrali “prvo” rec¢, ko-
likokrat “drugo”, itd. Vsak tak izbor je moc¢ na enolicen nacin pred-
staviti na naslednji nac¢in. Predstavljajmo si, da v n + k — 1 v vrsto
zlozenih predalckov vrzemo n — 1 belih kroglic, v vsakega najve¢ po
eno. Pritem stevilo praznih predalckov do prvega zasedenega predalcka
pove kolikokrat smo izbrali “prvo re¢”, stevilo praznih predalckov med
prvim in drugim zasedenim predalckom pove kolikokrat smo izbrali
“drugo rec¢”, itd. No, takih izborov je torej ocitno (”ﬁ;l) = ("+,’z—1).
Oglejmo si Se naslednjo situacijo. Denimo, da imamo v situaciji urejenih
izborov s ponavljanjem, kjer torej izmed n razlicnih reci izbiramo k-krat,
predpisano kolikokrat je treba izbrati “prvo” rec, kolikokrat “drugo”, itd.
Denimo, da torej izbiramo k-krat, od tega pa je treba ki-krat izbrati prvo
rec, ko-krat drugo, ..., k,-krat n-to. Seveda mora veljati k1 +ko+---+k, = k.
Stevilo takih izborov lahko izrac¢unamo takole. Najprej se je treba odloéiti,
kateri izbori po vrsti so izbori, ko izberemo prvo re¢ - za to imamo (:1 )
moznosti. Potem se je traba za k — k; preostalih izborov odlociti, katerih ko
je tistih, pri katerih izberemo drugo re¢. Nadaljujemo, pa dobimo, da je vseh
izborov

k (RN (k=k (k= — ks k2 !
Ky kos k) N\ ) Uk ks k) Elkolk! -kl

Cisto za konec tega uvodnega poglavia se pomudimo e pri nacelu vkljucitev
in izkljucitev. Le-to nam pove, kako lahko v primeru, ko so Ay, As, Az, ..., A,
koncne mnozice, izracunamo kardinalnost njihove unije. Dokaza tu ne bomo
navajali. Nekateri ga boste spoznali pri predmetu Diskretna matematika v
3. letniku.

Izrek 1.5. Naj bo n > 1 naravno Stevilo in naj bodo Ay, Ao, ..., A, take
mnozice, da je njihova unija koncéna mnozica. Tedaj velja

[AfUA U UA, = Y0 |4
= Licicjen [Ai N A
+ D icicjenen [Ai N A; N A
N 21S2'<j<k<l§n |A; N AjNALN A

+ (—D)"HA N A NAzN---N A,

Oglejmo si naslednji zanimiv zgled.
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ZGLED: Denimo, da na nek ples pride 7 parov. Sredi vecera se odlocijo,
da bodo zaplesali “srckov ples”. Gre za to, da dekletom po vrsti dolo¢imo
Stevilke od 1 do 7, nato pa tudi na 7 modrih srckov zapiSemo stevila od 1 do
7, na vsakega po eno. Nato vsak fant izzreba po en moder srcek. Ko je na
vrsti srckov ples, dekle s stevilko ¢ plese s fantom z isto stevilko. Koliksna je
verjetnost, da niti eno dekle v srckovem plesu ne bo plesalo s svojim fantom?
Pri tem privzamemo, da so vse porazdelitve srckov enako verjetne.

Oznacimo z A; dogodek, da i-to dekle plese s svojim fantom. Zanima nas
torej dogodek A, kjer je A = A; U Ay U---U A7, Po izreku 1.4 lahko njegovo
verjetnost izracunamo tako, da izracunamo verjetnost dogodka A, nato pa
dobljeno odstejemo od 1. No, vseh plesnih parov je 77V = 7!, saj ima prvo
dekle “na izbiro” 7 moznih soplesalcev, drugo nato Se 6, itd. Gre seveda za
urejene izbore 7 reci iz mnozice velikosti 7 in to brez ponavljanja. Ker so vse
porazdelitve enako verjetne, je torej treba le izracunati kardinalnost mnozice
A, vsak elementaren dogodek ima namrec¢ verjetnost % Po zgornjem bomo to
kardinalnost izracunali, ¢e izracunamo kardinalnosti vseh moznih presekov.
Kardinalnost mnozice A; je o¢itno 6!, saj je v tem primeru sréek enega fanta
ze dolocen, preostalih Sest fantov pa lahko potem poljubno razporedimo med
preostalih 6 deklet. Povsem analogno je |[4; N A;| =5lzavsel1 <i<j <7,
itd., vse do |4, N Ay N AsN---N A7| = 1. Ce opazimo Se, da je vseh moznih
presekov po dveh mnozic (;) (neurejeni izbori dveh rec¢i izmed sedmih, brez
ponavljanja), vseh moznih presekov po treh mnozic (g), itd., dobimo torej

Al = 7-60— ()5 + (41— ()31 + (D)2 — (H1+1
SICREEE S R R R

| 177
T,

To pomeni, da je verjetnost, da nobeno dekle ne plese s svojim fantom enaka

— ;—gg = % ~ 0.367857. Seveda bi za vsak k£ > 1 na povsem analogen nacin
lahko izracunali tudi verjetnost, da nobeno dekle ne plese s svojim fantom,

¢e je prisotnih £ parov. Tako bi dobili verjetnost

1 1 1 (—1)k+t
Iz analize vemo, da je % = Z;io (3—1,)], torej je limita te vrednosti, ko gre k
¢ez vse meje, ravno % ~ 0.367879. To pomeni, da se verjetnost, da noben
plesni par ne bo ustrezal dejanskemu paru, skorajda ne spremeni, pa ¢eprav

namesto 7 parov plese 100000 parov. A

Naloga 1.11. Janez je dobil v dar pet knjig, po eno Cankarjevo, Tavcarjevo,
Jancarjevo, Skubicevo in Zupanovo. Odloci se, da bo prebral vseh pet knjig,
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nikakor pa se ne more odloc¢iti v kakSnem vrstnem redu. Denimo, da se
pri koncni izbiri vrstnega reda odlo¢i povsem naklju¢no. Koliksna je tedaj
verjetnost, da je Cankarjevo in Tavcarjevo knjigo prebral pred ostalimi tremi
(ne pa nujno najprej Cankarjevo in Sele nato Tavéarjevo)? Koliksna pa je
verjetnost, da je Zupanovo knjigo prebral pred Cankarjevo?

Naloga 1.12. Iz kupa remi kart (52 kart) naklju¢éno izvlecemo tri karte.
[zracunajte verjetnost, da smo izvlekli tri ase. Izracunajte tudi verjetnost,
da so vse tri izvlecene karte iste “barve” (torej sama srca, same kare, sami piki
ali sami krizi). Koliksna pa je verjetnost, da izvle¢ene tri karte predstavljajo
malo lestvico (torej na primer as, dvojka in trojka, ali sedmica, osmica in
devetica, ali desetica, fant in dama, ali celo dama, kralj, as)?

Naloga 1.13. Pet tekacev s startnimi stevilkami od 1 do 5 se poda na tek na
5 kilometrov. Ce privzamemo, da vsi tekaci pritecejo v cilj in so verjetnosti
posameznih moznih vrstnih redov v cilju enake, koliksna je tedaj verjetnost,
da je tekac stevilka 1 tretji, tekac Stevilka 2 pa peti?

Naloga 1.14. Pri igri LOTO je treba uganiti katerih 7 izmed moznih 39
stevilk bo izzrebanih. Vsak nabor izbranih sedmih stevil imenujemo kombi-
nacija. Izrac¢unajte koliko moznih kombinacij obstaja. Denimo, da je 5000
ljudi vplacalo vsak po eno kombinacijo, pri cemer predpostavljamo, da vsak
svojo kombinacijo izbere povsem nakljuéno. Koliksna je tedaj verjetnost, da
sta vsaj dva vplacala povsem isto kombinacijo? Kaj pa, ce je bilo vpla¢anih
10000 listkov s po eno kombinacijo?

(Nasvet: Pri izracunih konkretnih Stevilk boste potrebovali ra¢unalnik. Lahko
na primer uporabite kar programski jezik C, Pascal ali Python. Ker gre za iz-
jemno velika Stevila, svetujem, da dobro premislite, kako boste zadevo dejansko
izracunali.)

Naloga 1.15. V posodici imamo pet kroglic, po eno rdec¢o, modro, belo,
rumeno in zeleno. Stirikrat izvle¢emo eno kroglico iz posodice, si zabelezimo
njeno barvo, nato pa jo vrnemo nazaj v posodico. Privzemimo, da kroglice
izbiramo povsem nakljucno. Koliksna je tedaj verjetnost, da nobene kroglice
ne bomo izvlekli dvakrat? Koliksna pa je verjetnost, da bodo izvlecene
kroglice treh razlicnih barv, od tega pa bomo dvakrat izvlekli belo kroglico?

Naloga 1.16. Imejmo poskus kot v nalogi 1.10. Koliksna je tedaj verjetnost,
da je izbrano stevilo deljivo z vsaj enim izmed Stevil 3, 5 in 77

Naloga 1.17. Imejmo poskus kot v nalogi 1.4. Denimo, da je kovanec
neposten, pri éemer je verjetnost grba 1/3, verjetnost cifre pa 2/3. Koliksna
je tedaj verjetnost, da kovanec vrzemo le dvakrat? Koliksna pa je verjetnost,
da dobimo dve cifri?



Poglavje 2

Pogojna verjetnost in
neodvisnost dogodkov

V tem poglavju se bomo ukvarjali z vprasanjem, kaj nam razkritje dejstva,
da se je nek dogodek zgodil, pove o verjetnosti drugih dogodkov za isti poskus.

2.1 Pogojna verjetnost

Denimo, da imamo na nekem prostoru izidov S definirano verjetnost P
in naj bosta A, B C S poljubna dogodka. Vsak ima seveda svojo verjet-
nost, torej P(A) in P(B). V tem razdelku nas bosta zanimali naslednji dve
vprasanji. Ali se verjetnost, da se je zgodil dogodek A, kaj “spremeni”, ce
izvemo, da se je zgodil dogodek B? Kaj pomeni to, da se s tem ta verjetnost
ne spremeni?

Glede na to, da so dogodki podmnozice prostora izidov, lahko o teh
vprasanjih povemo naslednje. Ce vemo, da se je zgodil dogodek B, je moral
biti izid poskusa nek izid iz B. Torej se je zgodil tudi dogodek A natanko
tedaj, ko se je zgodil dogodek AN B. Ce bi torej imeli opravka s poskusom
s kon¢énim prostorom izidov, pri katerem bi bili vsi izidi enako verjetni, bi
bila verjetnost, da se zgodi dogodek A pri pogoju, da se je zgodil dogodek B,

enaka VT;?'. Definicija pogojne verjetnosti za splosne poskuse sledi tej ideji.

Definicija. Naj bo S prostor izidov za nek poskus, naj bo P verjetnost na
S in naj bosta A, B C S taka dogodka, da je P(B) > 0. Tedaj pogojno ver-
jetnost dogodka A pri pogoju, da se je zgodil dogodek B (ali krajse, pogojno
verjetnost dogodka A pri pogoju B) oznaéimo s P(A | B) in jo definiramo kot
P(ANB)

P(A|B) = =5

19
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Opazimo, da je pogojna verjetnost P(B | B) = 1in P(A | S) = P(A).
To je skladno z nasimi pri¢akovanji. Ce namre¢ ze vemo, da se je dogodek
B zgodil, potem je verjetnost, da se je zgodil dogodek B, pa¢ 1. Podobno,
¢e vemo, da se je zgodil dogodek S, v resnici nismo izvedeli ni¢ novega.

Pokazimo najprej, da je zgoraj definirana pogojna verjetnost zares ver-
jetnost na prostoru izidov S.

Izrek 2.1. Naj bo S prostor izidov za nek poskus, P verjetnost na S in B C S
tak dogodek, da je P(B) > 0. Tedaj je preslikava Q: P(S) — R, podana s
predpisom Q(A) = P(A | B), verjetnost na prostoru izidov S.

Dokaz: Ker je P(B) > 0in je P(C) > 0 za vse C' C S, je seveda jasno,
da prvi aksiom verjetnosti za @ velja. Da je Q(S) = 1, sledi neposredno
iz SN B = B. Pokazimo Se veljavnost tretjega aksioma. Naj bodo v ta
namen Aj, Ay, As, ... paroma disjunktni dogodki. Tedaj so seveda paroma
disjunktni tudi dogodki Ay N B, Ay, N B, A3 N B,.... Ker je P verjetnost na
S, torej po distributivnosti velja

(U2, A)NB) _ PUS,(ANB) _
(UA> P(B) PB)

Yoy P(ANB) N P(A.NB) m B) &
P(B) =2 "5 P(B Z QA

n=1

Oglejmo si za zacetek naslednja dva zgleda.

ZGLED: Imejmo poskus meta postene kocke. Izracunajmo verjetnost, da smo
vrgli vsaj 4, ¢e vemo, da smo vrgli sodo mnogo pik.

Naj bo A dogodek, da smo vrgli vsaj 4 in B dogodek, da smo vrgli sodo
mnogo pik. Tedaj je AN B dogodek, da smo vrgli 4 ali 6 pik. Ocitno

torej velja, da je PILANB) = 2 = £ in P(B) = 2 = 1 in tako je pogojna

verjetnost P(A | B) enaka P(A | B) = Pg‘é;?) = 1—;3 = 2. Verjetnost
3 _ 1 _ 2

samega dogodka A je seveda é = 5 < 3. S tem, da smo izvedeli, da je

padlo sodo mnogo pik, se je torej verjetnost, da smo vrgli vsaj stiri pike,
povecala. Izracunajmo Se pogojno verjetnost dogodka B pri pogoju A. Po
zgornjem je P(B | A) = Pgaf) = }/Lg = % Vidimo, da je torej v tem primeru
P(A|B)=P(B|A). A

ZGLED: Denimo, da iz kupa kart za poker (torej 52 = 13 - 4 kart) nakljuéno
izberemo dve karti. Nato izmed preostalih kart izberemo Se dve karti in jih
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damo soigralcu. Le-ta nam pove, da je dobil dve dami. Koliksna je toedaj
verjetnost, da imamo tudi mi dve dami? KolikSna pa je verjetnost, da imamo
mi sréevo damo?

Oznacimo z A dogodek, da imamo mi dve dami, z B dogodek, da ima
soigralec dve dami in s C' dogodek, da imamo mi sréevo damo. Zanimata nas
seveda verjetnosti P(A | B) ter P(C | B). V vsakem primeru bomo morali
izracunati verjetnost P(B). Tu nas torej sploh ne zanima kateri dve karti smo
dobili mi, torej je pomembno le kateri dve karti izmed vseh stiriinpetdesetih je
dobil soigralec. Izborov, v katerih dobi on dve dami, je (;) = 06, vseh izborov
dveh kart pa je seveda (524) = 1431. Potemtakem je P(B) = % = %.
Izidi, ki sestavljajo dogodek A N B so vsi tisti, pri katerih nam in soigralcu
razdelimo ravno vse Stiri dame. Tu se je torej potrebno odlociti le kateri dve
dami dobimo mi, kar seveda zopet storimo na (;1) = 6 nacinov. Vseh izborov
za oba igralca je (524) : (522) = 1897506, saj moramo najprej izmed vseh 54
kar izbrati dve za nas, potem pa izmed preostalih 52 Se dve za soigralca. V

ozadju je pravilo produkta. Tako je P(AN B) = g5z = 316557, N zato

P(A|B):P(AHB>:3161251: 1
P(B) 2 1326

Oglejmo si sedaj kateri izidi sestavljajo dogodek B N C'. Mi moramo dobiti
sréevo damo in Se eno karto, soigralec pa dve dami. To se lahko zgodi na dva
bistveno razlicna nacina. Lahko, da je tudi nasa druga krata dama, lahko
pa da ni. Izidi, ki ustrezajo prvi varianti, so trije (glede na to, katero od
preostalih treh dam smo dobili mi). Izidov, ki ustrezajo drugi varianti, je
(510) . (g’) = 150, saj moramo najprej sebi izbrati eno izmed petdesetih kart,
ki niso dama, potem pa soigralcu izbrati dve izmed treh preostalih dam.
Tako je ugodnih izidov za dogodek B N C' natanko 3 + 150 = 153 in tako je

_ 153 _ 1 :
P(BNC) = 1557556 = 15405+ Potemtakem je

_P(BNC) 1
Pl B) = P(B) 2 52

A

Naslednja trditev je lahko zelo uporabna, ko imamo opraviti z ve¢ do-
godki.

Trditev 2.2. Naj bo S prostor izidov za nek poskus in naj bo P verjetnost na
S. Denimo, da so Ay, As, ..., A, taki dogodki, da je P(A1NAsN---NA,_1) >
0. Tedaj velja

P(AiNAynN---NA, =
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P(A))P(Ay | A)P(As | AN Ag)---P(A, | A1N Ay~ NM A, ).

DokAz: Kerje AiNAsN---NA,_1 CANAN---NA;zavsak 1 <i<n-—1,
po izreku 1.4 za vsak ¢ > 1 velja P(A; N Ay N---NA;) > 0. Tedaj so
vse navedene pogojne verjetnosti zares definirane. No, po definiciji pogojne
verjetnosti dobimo

P(A)P(Ay | A)P(As | Ay N Ay) - P(Ay | AL N Ay N Ayy) =

P(A )P(AmAz)P(AmAmAg)  PAINAN---N4)
YU P(AY) P(A1 N A,) P(ATNAyN-NA, )

P(AiNnAyn---NA,),
kot smo trdili. O

Oglejmo si zgled uporabe.

ZGLED: Janez je kupil vrecko bonbonov, v kateri je b enakih belih in ¢ enakih
¢rnih bonbonov. Potem v naslednjih stirih dneh vsak dan iz vrece nakljuéno
izbere en bonbon in ga poje. Kaksna je verjetnost, da je prva dva dni pojedel
bel, zadnja dva dni pa ¢rn bonbon?

Glede na to, da je moc iz teksta ocitno razbrati, da so vsa mozna zaporedja
izbiranja bonbonov enako verjetna, je ena pot do resitve pac ta, da prestejemo
vse “ugodne moznosti” in sploh vse moznosti. Lahko si namre¢ domisljamo,
da Janez poje prav vse bonbone (torej vse skupaj traja b + ¢ dni). Tedaj
je vsak mozen vrstni red izbiranja natanko dolocen s tem, da povemo katere
dneve je izbral bel bonbon. Teh moznosti je potemtakem (ngC). In kateri
izbori so za nas ugodni? No, to so tisti, pri katerih je prve stiri dni bonbone
izbral tako, kot je predpisano, preostalih b — 2 belih in ¢ — 2 ¢érnih pa potem
v preostalih b+ ¢ —4 dneh poje v poljubnem vrstnem redu. Takih izborov je
torej po podobnem premisleku kot zgoraj (b”;f;4). Potemtakem je verjetnost,
da prva dva dni poje bela, druga dva dni pa ¢rna bonbona, enaka

c— b+c—4)!
(ber_24) _ (b(f;)!(cf)Z)! _ b(b—1)c(e—1)
(bgc) (”JCC!)! b+c)b+ec—1)(b+c—2)(b+c—3)

Enak rezultat lahko dobimo tudi po drugi poti, s pomocjo zgornje trditve 2.2.
Oznacimo namrec z A; dogodek, da prvi dan poje bel bonbon, z A, dogodek,
da drugi dan poje bel bonbon, z Az dogodek, da tretji dan poje ¢rn bonbon
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in z A4 dogodek, da cetrti dan poje ¢rn bonbon. Tedaj nas seveda zanima
verjetnost dogodka A = A; N Ay N A3 N Ay. No, po zgornji trditvi lahko to
verjetnost izracunamo takole:

P(A) = P(A)P(Ay | AD)P(As | Ay N As)P(Ag | A1 N Ay N Asy).

Glede na to, da ima Janez prvi dan na izbiro b + ¢ bonbonov, od tega pa
je belih le b, je P(A;) = ﬁ Ko racunamo verjetnost P(Ay | Ay) je treba
upostevati, da ima sedaj Janez na voljo le Se b+ ¢ — 1 bonbonov, od katerih

je b — 1 belih. Tako je P(As | Ay) = bi;ir Podobno je potem se P(A3 |

A1 NAy) =5 in P(Ag | AiN Ay N Ag) = bii:&' Seveda torej tudi po tej

poti dobimo

b(b—1)c(c—1)
b+e)b+c—1)(b+c—2)(b+c—3)

P(A) =

Za konec omenimo tole varianto zgornjega zgleda. Denimo, da je ¢rnih bon-
bonov enako mnogo kot belih. Kaksna je tedaj verjetnost, da bo tudi po
stirih pretecenih dneh belih bonbonov enako mnogo kot ¢rnih? Pri kateri
vrednosti se ustali verjetnost tega dogodka, ce stevilo belih (in zato ¢rnih)
bonbonov posljemo ¢ez vse meje? Ali je to presenetljivo? A

Naloga 2.1. Denimo, da iz kupa remi kart (52 kart) povsem nakljucno iz-
beremo dve karti, najprej eno, nato pa Se eno. Naj bo A dogodek, da je prva
karta srce, B pa dogodek, da je druga karta srce. Izracunajte verjetnosti
P(A), P(BJA) in P(B|A). Kaj pa verjetnost P(B), ali lahko izracunate to
verjetnost direktno? (V razdelku 2.3 bomo dokazali izrek, ki precej poenostavi
izracun te verjetnosti.)

Naloga 2.2. V posodici imamo 5 belih, 4 rdece in 3 modre kroglice. Naklju¢no
izberemo eno in glede na njeno barvo storimo sledece. Ce je bela, jo vrnemo
v posodico. V ostalih dveh primerih je ne vrnemo v posodico, vendar v
primeru, ko je kroglica rdeca, v posodico namesto nje damo dve novi modri
kroglici. Nato ponovno izvlecemo eno kroglico. Glede na barvo prve izvlecene
kroglice izracunajte vse tri pogojne verjetnosti, da je druga izvlecena kroglica
modra (torej verjetnost, da je druga modra, ¢e je prva bela, itd.)

Naloga 2.3. Janko in Metka se ucita za izpit. Ce je verjetnost, da izpit
opravi Janko, 1/3, verjetnost, da ga opravi Metka, ¢e ga Janko ne, pa 1/4,
koliksna je tedaj verjetnost, da ga opravi vsaj eden izmed obeh Studentov?
Kaj pa, ¢e je verjetnost, da ga opravi vsaj eden, 2/3, verjetnost, da ga ne
opravi Janko, ¢e ga ne opravi niti Metka, pa je 1/2. Koliksna je tedaj ver-
jetnost, da ga opravi Metka?
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Naloga 2.4. Za osmino finala svetovnega prvenstva v nogometu se je kva-
lificiralo 16 ekip, sedaj pa je potrebno opraviti zreb, ki bo dolocil 8 parov.
Pri tem se tekme igrajo na osmih razli¢nih stadionih, pri vsakem paru pa je
potrebno doloéiti tudi katero mostvo na tekmi igra vlogo domacina (in bo
zato njeno ime zapisano pred imenom nasprotnika). Denimo, da je med 16
ekipami 8 ekip, ki nekako sodijo v vi§ji rang, osem pa taksnih, ki sodijo v nizji
rang. Ce privzamemo, da je Zreb nedelegiran (torej je vsako mostvo lahko
v paru z vsakim drugim mostvom) in je Zreb opravljen povsem nakljuéno,
koliksna je tedaj verjetnost, da bo v vsakem paru igralo mostvo visjega ranga
proti mostvu nizjega ranga? Kaj pa, ¢e imamo samo 8 mostev (po 4 vigjega
in nizjega ranga) in je torej treba dolociti pare za §tiri Cetrtfinalne pare, ki
bodo odigrane na §tirih izbranih stadionih?

(Nasvet: nalogo lahko resite zgolj z uporabo kombinatori¢nih prijemov, lahko pa
si pomagate s trditvijo 2.2.)

Naloga 2.5. Trije prasicki si vsak zase zgradijo hiSico, najmlajsi slamnato,
srednji leseno, najstarejsi pa zidano. Denimo, da je verjetnost, da lahko
volk podre zidano hisico, ¢e lahko podre ostali dve, enaka 1/4, da je ver-
jetnost, da lahko podre leseno hisico, ¢e lahko podre slamnato, enaka 1/3,
in da je verjetnost, da lahko podre slamnato hisico, enaka 1/2. Koliksna je
tedaj verjetnost, da lahko podre hisici mlajsih dveh prasickov, zidano hisico
najstarejSega pa ne?

2.2 Neodvisnost dogodkov

Kot smo videli v primerih iz prejsnjega razdelka, se vcasih verjetnost
nekega dogodka “spremeni”, ¢e izvemo, da se je zgodil nek drug dogodek.
V posebej lepih primerih pa temu ni tako. Naslednja definicija sicer na prvi
pogled nima prav nic¢ opraviti s pravkar povedanim, a kot bomo kmalu videli,
videz vara.

Definicija. Naj bo S prostor dogodkov za nek poskus in P verjetnost na
S. Pravimo, da sta dogodka A, B C S nedovisna, ¢e velja P(AN B) =
P(A)P(B).

Najprej opazimo, da je v primeru, ko je A = S ali A = (), vsak dogodek
B neodvisen od A. Res, ¢e je A= S, je AN B = B in tako je P(AN B) =
P(B) =1-P(B) = P(A) - P(B). Podobno za A = () dobimo P(AN B) =
P®) =0=0-P(B) = P(A) - P(B). Zanimive so torej le situacije, ko
nobeden izmed dogodkov A in B ni niti gotov niti nemogo¢ dogodek.
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Denimo sedaj, da velja P(A), P(B) > 0. Tedaj sta dobro definirani
pogojni verjetnosti P(A | B) = Pgég?) in P(B | A) = P(AQJ)B). Opaz-
imo, da sta v tem primeru dogodka A in B neodvisna natanko tedaj, ko
je P(A) = P(A| B) in P(B) = P(B | A), to je, ko nam podatek o tem,
ali se je zgodil eden od obeh dogodkov, ne pove ¢isto ni¢ o tem, ali se je
zgodil drugi. Opozorimo na mozno zamenjavo pojmov. Pojma disjunktnosti
(oziroma nezdruzljivosti) in neodvisnosti dogodkov imata povsem razlicen
pomen. Pravzaprav je tako, da dogodka, ki sta disjunktna, nista nikoli neod-
visna, razen v trivialnem primeru, ko je eden izmed njiju nemogo¢ dogodek.
Ce sta namre¢ dogodka A in B disjunktna in vemo, da se je zgodil dogodek
A, potem se dogodek B zagotovo ni mogel zgoditi. Oglejmo si konkreten
zgled.

ZGLED: V zgornjem zgledu, kjer smo obravnavali met postene kocke, sta
bila dogodka A (Stevilo pik, ki pade, je vsaj 4) in B (pade sodo mnogo
pik) odvisna, saj P(A | B) # P(A). Ce pa s C oznacimo dogodek, da je
stevilo pik, ki pade, najvec 2, sta dogodka B in C neodvisna. Velja namrec

P(B) =3, P(C) = 5 in P(BNC) = P(2) = : = $-5. Po drugi strani sta A in
C disjunktna dogodka, to je, ANC = (). Tako je P(ANC) =0 # P(A)P(C).

A

Zgoraj smo omenili, da sta dogodka A in B, za katera je P(A), P(B) > 0,
neodvisna natanko tedaj, ko nam to, ali se je eden zgodil, ne pove prav
ni¢ o tem, ali se je zgodil drugi. Potemtakem morata biti dogodka A in B
neodvisna tedaj in le tedaj, ko sta neodvisna tudi dogodka A in B. Naslednja
trditev pokaze prav to.

Trditev 2.3. Naj bo S prostor izidov za nek poskus, naj bo P verjetnost na
S in naj bosta A, B C S taka dogodka, da je 0 < P(A), P(B) < 1. Tedaj so
ekvivalentne naslednje stiri trditve:
(i) A in B sta neodvisna dogodka.
(ii) A in B sta neodvisna dogodka.
(i) A in B sta neodvisna dogodka.
(iv) A in B sta neodvisna dogodka.
DoxAz: Pokazimo najprej, da iz neodvisnosti dogodokov A in B sledi neod-

visnost dogodkov A in B. Ce sta A in B neodvisna, velja P(A N B) =
P(A)P(B). Tedaj po izreku 1.4 velja

P(ANB) = P(A\B) = P(A)— P(ANB) = P(A)(1 - P(B)) = P(A)P(B),
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od koder sledi, da sta dogodka A in B neodvisna. Ce v tem premisleku
dogodek B zamenjamo z nasprotnim dogodkom B, dobimo $e drugo imp-
likacijo med (i) in (ii). Zaradi simetri¢nosti relacije neodvisnosti dogodkov
takoj sledi, da je (i) ekvivalentno (iii). Z zamenjavo A namesto A v prvem
premisleku dobimo §e, da je (iii) ekvivalentno (iv). O

Kadar imamo opravka z ve¢ kot dvema dogodkoma, lahko govorimo o
dveh vrstah neodvisnosti med dogodki.

Definicija. Naj bo S prostor izidov za nek poskus, naj bo P verjetnost na
S in naj bo D druzina dogodkov Aj, As, ... € P(S). Pravimo, da so dogodki
iz druzine D paroma neodvisni, e je vsak par dogodkov iz D neodvisen.
Dogodki druzine D so meodvisni, ¢e za vsako konéno podmnozico I C N
mnozice indeksov velja, da je P(MierA;) = [[,c; P(4).

Seveda je vsaka neodvisna druzina dogodkov paroma neodvisna druzina
dogodkov. Kot pokaze naslednji zgled pa obrat v splosnem ne velja.

ZGLED: Imejmo, na primer, poskus meta dveh postenih kovancev, majhnega
in velikega. Dogodek A, da na majhnem kovancu pade cifra, ima verjetnost
Dogodek B, da na vecjem kovancu pade grb, ima prav tako verjetnost
Tudi dogodek C, da pade ena cifra in en grb, ima verjetnost % Hitro
se prepricamo, da so ti trije dogodki paroma neodvisni. A P(ANBNC) =
P(ANB) = 1 # (3)?, torej dogodki niso neodvisni. A

[T NI

Oglejmo si sedaj Se dva zgleda, o katerih smo nekaj ze govorili.

ZGLED: Spomnimo se problema viteza de Méré-ja. Ker je stevilo pik pri
metu kocke za vsak posamezen met povsem neodvisno od Stevila pik pri
kakem drugem metu, je verjetnost, da v Stirih metih ne dobimo nobene
Sestice enaka (%)4. Torej je verjetnost, da dobimo vsaj eno Sestico, enaka

1 - (2)4 = 162—216, kar je seveda ve¢ kot 0.5. Podobno je verjetnost, da v
24 metih dveh kock dobimo vsaj eno dvojno Sestico, enaka 1 — (£2)** =
11033 126 465 283 976 852 912 127 963 392 284 191 - -

22452257707 351557240 087211 123 792 6745167 KA Je manj kot 0.5. A

ZGLED: Spomnimo se, da smo pokazali, da poskus nakljucne izbire nar-
avnega Stevila, pri kateri bi bila vsa stevila enako verjetna, ne obstaja. Takrat
smo obljubili, da si bomo kasneje ogledali nek poskus, pri katerem bo prostor
izidov vendarle N. Imejmo posten kovanec. Nas§ poskus izgleda takole. Ko-
vanec mecemo toliko ¢asa, dokler prvi¢ ne dobimo cifre. Kaj naj bo tokrat
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prostor izidov? Glede na to, da nas zanima kolikokrat je treba vreci kovanec,
da pade cifra, se zdi, da je primerna izbira N U {oo}, kjer izid n pomeni, da
je prva cifra padla pri n-tem metu, izid oo pa, da cifra nikoli ne pade. Pogle-
jmo, ¢e izid oo zares potrebujemo. Izracunajmo verjetnost elementarnega
dogodka oo. Posamezni meti so o¢itno neodvisni, torej je P(n) = (%)n, kjer
je m elementarni dogodek, da je prva cifra padla pri n-tem metu. Ker je
{oo} = Nin je N stevna disjunktna unija elementarnih dogodkov n, je torej

P(oo)zl—ZP(n)zl—Zzinzl—(1il—1):1—1:0.

To pomeni, da je verjetnost, da nikoli ne vrzemo cifre, enaka 0. Povedano
drugace, slej ko prej bomo zagotovo vrgli cifro. To pomeni, da bi lahko za
prostor izidov vzeli kar S = N. A

Naloga 2.6. Denimo, da imate dve enaki telesi, vsako izmed katerih ima
tri ne nujno ravne ploskve (torej lica), ki so osteviléene s stevili od 1 do 3.
Pri tem je za vsako izmed treh ploskev verjetnost, da telo pri metu konca
na tej ploskvi, enaka 1/3. Gre torej za posteni telesi. Koliksno je najmanjse
naravno Stevilo n, da bo verjetnost, da v n zaporednih metih obeh teles
dobite vsaj eno dvojno enico, vecja od 1/27

Naloga 2.7. Privzemimo, da je pri zrebanju LOTA posamezno zrebanje
povsem naklju¢no in neodvisno od predhodnih Zrebanj. Denimo, da si mi
izberemo neko kombinacijo sedmih stevil, ki jo nato vplacamo za naslednjih
10000 kol (ob predpostavki, da sta vsak teden dve zrebanji, to zadosca za
nekaj ve¢ kot naslednjih 96 let). Koliksna je verjetnost, da bomo v vsem tem
casu vsaj enkrat zadeli sedmico?

(Nasvet: Tudi tokrat si boste morali za izra¢un verjetnosti pomagati z ra¢unalni-
skim programom.)

Naloga 2.8. Imejmo met dveh neuravnotezenih kovancev, zlatega in sre-
brnega. Prizlatem je verjetnost cifre enaka 1/3, pri srebrnem pa 3/5. Poiscite
vse dogodke, ki so neodvisni z dogodkom, da na zlatem kovancu pade cifra.

Naloga 2.9. Tine in Tone sta alpinisticna plezalca. Vsak od njiju se odloci
poskusiti preplezati severno triglavsko steno. Denimo, da je uspesnost enega
neodvisna od uspesnosti drugega. Denimo dodatno Se, da je verjetnost, da bo
uspelo Tonetu, ¢e bo uspelo vsaj enemu, enaka 2/3, verjetnost, da bo uspelo
Tinetu, ¢e bo uspelo tudi Tonetu, pa 1/5. Koliksna je tedaj verjetnost, da
bo steno uspelo preplezati Tonetu? Kaj je bolj verjetno, da bo uspelo Tinetu
ali Tonetu? Koliksna pa je verjetnost, da bo uspelo vsaj enemu?
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Naloga 2.10. Imamo tetraeder, na katerega stiri ploskve zapisemo Stevila
od 1 do 4. Ko tetraeder vrzemo na mizo, konca na eni izmed svojih ploskev.
Denimo, da je verjetnost, da konca na ploskvi 1, enaka 1/3, da konc¢a na
ploskvi 2, enaka 1/4 in da koné¢a na ploskvi 3, enaka 1/5. Koliksna je tedaj
verjetnost, da kon¢a na ploskvi 4?7 Denimo sedaj, da stirikrat zapored vrzemo
ta tetraeder. Koliksna je verjetnost, da na vsako izmed stirih ploskev pade
natanko enkrat?

2.3 1Izrek o popolni verjetnosti in Bayesova
formula

Spomnimo se, da je particija mnozice A taka druzina njenih podmnozic
{A) : X € A}, da za poljubna A # p velja AxN A, =0 in Uyepdy = A
Naslednji izrek, ki se imenuje izrek o popolni verjetnosti, pove, da lahko v
primeru, ko imamo Stevno particijo prostora izidov, verjetnost poljubnega
dogodka izracunamo s pomocjo doloc¢enih pogojnih verjetnosti.

Izrek 2.4 (O popolni verjetnosti). Naj bo S prostor izidov za nek poskus in
naj bo P verjetnost na S. Naj bo {A,, : n € I} taka $tevna particija prostora
izidov S, da za vsak n € I velja P(A,) > 0. Tedaj za poljuben dogodek B C S

velja
=> P(A,)P(B|A,).

nel

DokAz: Ker je {4, : n € I} particija mnozice S, je seveda {B N A,
n € I} particija mnozice B, kar pomeni, da je dogodek B disjunktna unija
dogodkov B N A, kjer je n € I. Po tretjem aksiomu verjetnosti (ce je I
stevno neskon¢éna mnozica) ali po trditvi 1.2 (¢e je I kon¢éna mnozica) je
torej

P(B):P(UBﬂA> Y P(BNA,)=> P(A,)P(B|A,).

nel nel nel

Oglejmo si nekaj zgledov uporabe.

ZGLED: V neki tovarni imajo dva stroja, ki sta nujno potrebna, da proizvod-
nja tece. Takoj, ko se pokvari katerikoli izmed njiju, se proizvodnja ustavi.
Najveckrat se to zgodi zaradi slabe napetosti v dotrajanih elektroinstalacijah.
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V nekem trenutku se proizvodnja zopet ustavi. Denimo, da vemo, da se je
pokvaril samo eden izmed strojev (torej ne oba) in da je verjetnost, da se
je pokvaril prvi 2/5, verjetnost, da se je pokvaril drugi pa 3/5. Poleg tega
vemo, da je v primeru, da se je pokvaril prvi, verjetnost, da je bila vzrok
okvare presibka napetost, enaka 1/5, v primeru, da se je pokvaril drugi, pa
je verjetnost, da je bila vzrok okvare presibka napetost, enaka 3/5. Koliksna
je tedaj verjetnost, da je bila vzrok okvare presibka napetost?

Ce z A, oznacimo dogodek, da se je pokvaril prvi stroj, z A, pa dogogdek, da
se je pokvaril drugi stroj, je {A;, A2} particija prostora izidov. Ce ozna¢imo
z B dogodek, da je bila vzrok okvare presibka napetost, dobimo po zgornjem
izreku 2.4 P(B) = P(A))P(B | A1)+ P(A4)P(B | Ay) =2-1+2.2 =1 a
ZGLED: Imamo dve zari. V prvi imamo tri bele in pet ¢rnih kroglic, v
drugi pa tri bele in tri ¢rne kroglice. Najprej iz prve zare izvlecemo poljubno
kroglico in jo damo v drugo zaro. Nato iz druge zare izvlecemo poljubno
kroglico. Koliksna je verjetnost, da je ta kroglica ¢rna?

Oznacimo z A, dogodek, da smo iz prve zare izvlekli belo kroglico, z A.
pa dogodek, da smo iz prve zare izvlekli ¢rno kroglico. Tedaj je {A,, A.}
o¢itno particija prostora izidov in velja P(4,) = 2 in P(A:) = 2. Ce torej
z B oznacimo dogodek, da iz druge zare izvle¢emo ¢rno kroglico, je P(B |

Ay) =2 in P(B | A) = 2. po izreku 2.4 je torej P(B) = P(A,)P(B |

A)+ P(A)P(B | A)=3-3+3.4=2, A
ZGLED: Vrnimo se k problemu Monty Hall in Se s pomoc¢jo popolne verjet-
nosti dokazimo, da je z uporabo strategije menjave vrat verjetnost uspeha
enaka 2/3. Spomnimo se, da smo stevilko vrat, za katerimi je avto, oznaéili z
a. Ozna¢imo z A dogodek, da smo na zacetku izbrali vrata a, z B dogodek, da
smo izbrali vrata b, in s C' dogodek, da smo izbrali vrata c. Tedajje {A, B,C}
particija prostora izidov in velja P(A) = P(B) = P(C) = 1/3.0znac¢imo z
Z dogodek, da na koncu dobimo avto. Po izreku o popolni verjetnosti je
P(Z)=P(A)P(Z | A)+ P(B)P(Z | B)+ P(C)P(Z | C). Glede na strate-
gijo menjave vrat v primeru, da prvi¢ izberemo prava vrata (torej a), po
zamenjavi zagotovo izberemo napacna vrata. Torej je P(Z | A) = 0. Po
drugi strani v primeru, da izberemo bodisi vrata b bodisi ¢, po zamenjavi
zagotovo izberemo prava vrata (torej a) in tako je P(Z | B) = P(Z | C) = 1.
Sledi P(Z) =1/3+ 1/3 = 2/3, kot smo izracunali Zze v prvem poglavju.
Sedaj pa si oglejmo Se malce bolj zapleteno situacijo. Denimo, da imamo
tokrat na voljo ¢etvero vrat, zopet pa je nagrada le za enimi vrati. Tokrat
nam voditelj oddaje dvakrat odpre po ena izmed preostalih praznih vrat
in nam nato ponudi moznost menjave vrat. Po nasi prvi izbiri odpre ena
“prazna” vrata, nato nam da moznost menjave vrat, nakar odpre Se ena
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“prazna” vrata in nam Se v drugo ponudi menjavo vrat. Denimo, da se
odlo¢imo, da prvi¢ vrata menjamo, drugi¢ pa ostanemo pri svoji izbiri. Ko-
liksna je tedaj verjetnost, da dobimo avto? Ali je vecja kot ¢e bi kar izbrali
ena vrata in ves Cas ostali pri svoji izbiri?

Zopet naj bo a stevilka vrat z avtomobilom, preostala vrata pa naj imajo
stevilke b, ¢ in d. Naj imajo dogodki A, B, C' in D podoben pomen kot
zgoraj (zacetna izbira vrat) in naj bo Z dogodek, da na koncu dobimo
avto. Ocitno je zopet P(A) = P(B) = P(C) = P(D) = 1/4. Prav tako
brz ugotovimo, da je P(Z | A) = 0, saj v tem primeru pri prvi mozni
menjavi zamenjamo “prava’ vrata za ena izmed “praznih”, ki jih potem
obdrzimo do konca. No, ¢e na zacetku izberemo napacna vrata, nam voditelj
odpre ena izmed preostalih dveh “praznih” vrat, sedaj pa mi zaradi nase
strategije moramo menjati vrata. Na voljo je dvoje vrat, od katerih so ena
prava, druga pa ne. Ker bomo po tej menjavi obdrzali izbrana vrata, je
P(Z | B)=P(Z|C)=P(Z| D) =1/2. Po izreku o popolni verjetnosti
je tako P(Z) =3-1/4-1/2 = 3/8. To je seveda ve¢ kot 1/4, kar je ocitno
verjetnost uspeha, ¢e enostavno izberemo ena izmed Stirih ponujenih vrat, in
nato ne spreminjamo odlocitve. A

Oglejmo si sedaj se Bayesovo formulo, ki je neposredna posledica izreka 2.4.

Posledica 2.5 (Bayesova formula). Naj bo S prostor izidov za nek poskus
in naj bo P verjetnost na S. Denimo, da je {Ay, As, ..., Ax} taka particija
prostora izidov S, da za vsak 1 < j < k velja P(A;) > 0. Tedaj za poljuben
dogodek B C S, za katerega je P(B) > 0, in za vsak 1 < j < k velja

P(A;)P(B | Aj)
S (P(A)P(B | A))

P(A;| B) =

DoKAZ: Po izreku 2.4 o popolni verjetnosti velja P(B) = S2F_ (P(A;)P(B |

A;)). Ker je po definiciji pogojne verjetnosti P(B | A;) = ngzf,‘)j), se
Bayesova formula v resnici glasi
P(A)P(B | A; P(BNA;
P(B) P(B)
kar pa je ravno definicija pogojne verjetnosti P(A; | B). O

Oglejmo si nekaj zgledov uporabe.
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ZGLED: Tokrat imamo tovarno, v kateri trije stroji proizvajajo zeblje. Na
uro prvi izdela 3000 zebljev, drugi 5000 zebljev, tretji pa 10000 zebljev.
Vemo tudi, da prvi stroj izdela 1% zebljev z napako, drugi stroj 2% zebljev
z napako, tretji pa 5% zebljev z napako. Denimo, da smo nakljucéno izbrali
nek zebelj in ugotovili, da ima napako. Koliksna je verjetnost, da je ta zebelj
izdelal prvi stroj?

Oznacimo z A;, A in Az dogodke, da je zebelj izdelal prvi, drugi, oziroma
tretji stroj. Dogodek, da ima nek naklju¢no izbrani zebelj napako, oznac¢imo
z B. Zanima nas torej verjetnost P(A; | B). Po Bayesovi formuli 2.5 je
P(A; | B) = Z?zf;()i()i‘gl)&)’ Pripadajoce verjetnosti poznamo. Velja
namrec P(A1> = 1/67 P(AQ) = 5/18, P(Ag) = 5/97 P(B | Al) = 1/100,
P(B | Ay) = 1/50 in P(B | A3) = 1/20. Vstavimo v zgornjo formulo, pa

dobimo P(A, | B) = ¢ty — 1 A

5 a7 -
100 T 18 0 21

-

g8

+

©|uy

|
N

ZGLED: Oglejmo si naslednjo izmisljeno situacijo. Pojavil se je nek nov
smrtonosen virus, znastveniki pa si prizadevajo razviti test, ki bi ucinkovito
ugotavljal okuzbe s tem virusom. Zaenkrat imajo test, ki ima naslednje
karakteristike. V primeru, da je testirana oseba okuzena z virusom, test v 98
procentih tudi zares pokaze okuzbo, v primeru, da testirana oseba ni okuzena,
pa test “lazno” okuzenost pokaze le za en promil takih primerov. Denimo, da
je okuzen priblizno en promil prebivalstva. Na prvi pogled se zdi test precej
dober, a kmalu bomo videli, da v primeru, ko test pokaze okuzbo, zelo tezko
sodimo o dejanski okuzenosti testiranca. Izracunamo torej verjetnosti, da je
clovek, ki mu test pokaze okuzbo, zares okuzen.

Oznacimo z O dogodek, da je testirana oseba okuzena, s T" pa dogodek, da
test pokaze okuzbo. Po izreku o popolni verjetnosti je P(T") = P(O)P(T |
O) + P(O)P(T | O). 1z povedanega razberemo P(O) = 0,001 (in zato
P(O) = 0,999) ter P(T | O) = 0,98 in P(T | O) = 0,001. Sledi P(T) =
0,001-0,98+40,999-0,001 = 0,001979. Sedaj lahko uporabimo Se Bayesovo

formulo. Dobimo P(O | T) = P(TIL(?%,I)D(O) = 06956(1];)07%1 ~ 0,4952. To pomeni,

da je P(O | T) ~ 0,5048. Ce torej test pokaze okuzbo, je celo malce bolj
verjetno, da testirani sploh ni okuzen, kot da je. Vendar pa sta obe verjet-
nosti tako blizu, da bi bila v tem primeru karksnakoli napoved o okuzenosti
testiranca zgolj ugibanje. Ce imamo moznost napraviti neodvisno ponovitev
testa, je seveda zadeva precej drugacna. Izkaze se, da je verjetnost, da je
testiranec zares okuzen, ce je tudi ponovitev testa potrdila okuzbo, priblizno
99, 9 procentov, verjetnost, da je okuzen, ce je ponovitev testa okuzbo ovrgla,
pa manj kot 2 procenta. Bralca vabimo, da potrdi te navedbe. A

Za konec tega poglavja si oglejmo Se naslednji malce manj trivialen, a
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zato toliko bolj zanimiv zgled.

ZGLED: Denimo, da dva igralca igrata naslednjo igro. Igra poteka v kolih, v
vsakem kolu pa eden izmed igralcev zmaga in posledicno od drugega igralca
dobi en euro. Denimo, da je verjetnost, da v poljubnem kolu zmaga prvi
igralec, enaka p, kjer je 0 < p < 1. To seveda pomeni, da je verjetnost,
da zmaga drugi igralec, enaka 1 — p. Denimo, da imata na zacetku igre
oba igralca skupaj k eurov, od tega jih ima prvi igralec i, drugi pa seveda
k — . Igra se konca, ko enemu izmed igralcev zmanjka denarja. Zanima nas
verjetnost dogodka, da bo denarja zmanjkalo drugemu igralcu.

Oznacimo s p;, kjer je 0 < ¢ < k, verjetnost, da denarja zmanjka drugemu
igralcu, ¢e je imel prvi igralec na zacetku ¢ eurov. Seveda je pyp = 0 in p, = 1.
Naj bo sedaj stevilo ¢ za trenutek fiksirano in oznac¢imo z A dogodek, da v
prvem naslednjem kolu zmaga prvi igralec. Tedaj je seveda {A, A} particija
prostora izidov in velja P(A) = p in P(A) = 1 — p. Ce z B oznaéimo
dogodek, da bo denarja zmanjkalo drugemu igralcu, po izreku 2.4 o popolni
verjetnosti velja p; = P(B) = P(A)P(B | A) + P(A)P(B | A). Ampak pri
pogojni verjetnosti P(B | A) se v resnici sprasujemo, kaksna je verjetnost,
da bo prvi igralec zmagal, ¢e ima na zacetku i + 1 eurov (drugi igralec pa
seveda k —i — 1 eurov). Le-ta torej znasa p;;. Podobno je P(B | A) = p;_;.
Dobimo torej rekurzivno zvezo

pi=p-pis1+ (1 —p) pi_1.

Seveda ta zveza velja za vsak i > 1. Ce jih izpiSemo za vsak i posebej,
dobimo

P1 = D D2
P2 = p-p3s+(1—p)p

ps = p-pa+(1—p)p2

Pk—2 = P-Di—1+ (1 —D)pr—s3
Pk-1 = p+ (1 —p)pr_a.

Zaradi 0 < p < 1 iz prve enakosti dobimo p, = %pl, torej je po — p1 = %pl.
Podobno se druga enakost prepise v p3 = ipg — %pl in tako je p3 — ps =
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2
%(pg —p1) = <%) p1. Nadaljujemo, pa dobimo
P2 — D1 = %pl
2
D3 — D2 = %(m —p1) = (%) D1
3
P4 —P3 = %(p:s —P2) = (%) b1
. L\ k2
Pr—1 — Pk—2 = Tp(pICf? — Pp-3) = <7p> b1
k—1
— — 1 — = (1=e
1 —pr— = (Pe-1 — Pr—2) = ( » ) P1
Ce sestejemo vse te enakosti, dobimo
=l o\
1—p1:p1.z(—) |
i=1 p
Ce oznac¢imo g = %, tako dobimo
k—1 o
¢ =—
=0 p1
Denimo sedaj, da je p = %, to je, da je na vsakem koraku verjetnost za

zmago obeh igralcev enaka. Tedaj je ¢ = 1, pa dobimo p; = % Tedaj je
Po=p1+p = %, paps =py+p = %, itd. Dobimo torej, da je p; = 7. Ce je
torej igra poStena (p = %) in ima prvi igralec na zacetku dva eura, drugi pa
98 eurov, je verjetnost za kon¢no zmago prvega igralca enaka %, torej bora
2%.

Kaj pa, ce p # %? Tedaj q # 1, pa se zgornja enakost prepise v

1 _qk—l
D1 q—l’
oziroma
_gq-1
pl—qk_l-

Iz zgornjih enakosti potem dobimo p, = p1 +¢q - p; = %, pa potem p3 =

pt+Ep=0+q¢+¢)p = ZZ:}, itd. Tako je

_ ¢!
bt

pj
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To recimo pomeni, da v primeru, ko je p = % (in zato ¢ = 2) za k = 100 in
j = 98 dobimo pgg = ;?T’_ll ~ 0,25. Podobno za k = 10000 dobimo pgggs ~
0,25. Je to presenetljivo? Kot zanimivost povejmo, da je za k = 10000
verjetnost pgggo manjsa od enega promila. To pomeni, da ¢eprav prvemu
igralcu do zmage manjka samo 10 eurov (od 10 000), prakti¢no ne more upati
na zmago. In to pri predpostavki, da povprec¢no zmaga vsako tretjo igro!!!
Podobno je tudi v primeru, ko prvi igralec v povprec¢ju zmaga vsako peto
od enajstih iger (torej skorajda vsako drugo), verjetnost pggs2 za k = 10000
manjsSa od promila. In ¢isto za konec, ¢eprav prvi igralec v povprecju zmaga
vsako petstoto od 1001 igre, za k = 10000 dobimo pgggo ~ 0, 1356. A

Naloga 2.11. Imamo tri zare. V prvi imamo po dve beli in rdeci kroglici ter
po tri modre in rumene kroglice. V drugi zari imamo eno belo, dve rumeni,
tri modre in Stiri rdece kroglice. V tretji zari imamo po dve kroglici vsake
izmed stirih barv. Sedaj najprej iz prve zare naklju¢no izberemo kroglico
in jo damo v drugo zaro. Nato iz druge zare nakljuéno izberemo kroglico.
[zracunajte verjetnosti, da je ta kroglica bela, rdec¢a, modra oziroma rumena.
Kaj pa c¢e kroglico, iz zrebano iz druge zare, damo v tretjo zaro in nato iz
te nakljucno izzrebamo eno kroglico. Koliksna je verjetnost, da je izzrebana
kroglica modra?

Naloga 2.12. Vrnimo se k posplositvi problema Monty Hall s Stirimi vratmi.
Katera izmed stirih moznih strategij je najboljsa?

Naloga 2.13. Iz kupa igralnih kart za remi (52 kart) naklju¢no izvle¢emo
dve karti, najprej eno in nato Se eno. Izracunajte verjetnost, da je prva karta
kralj, ¢e je tudi druga karta kralj.

Naloga 2.14. Janko se pripravlja za naslednji izpit iz cestno prometnih pred-
pisov. Gre za izpit na obkrozanje, ki ima 20 vprasanj, pri vsakem vprasanju
je ponujenih pet odgovorov, le eden pa je pravilen. Testiranec opravi izpit,
¢e pravilno odgovori na vsaj 12 vprasanj. Denimo, da je Janko predelal le
60 procentov snovi in da na vprasanja iz snovi, ki jo je predelal, zagotovo
odgovori pravilno, pri vprasanjih iz preostalega dela snovi pa odgovor izbere
povsem naklju¢no. Denimo, da je Janko na neko konkretno vprasanje od-
govoril pravilno. Koliksna je tedaj verjetnost, da je dejansko vedel, da je to
zares pravilen odgovor?

Naloga 2.15. Denimo, da za test alkoholiziranosti, ki ga uporablja policija,
velja, da je odstotek primerov, ko test pravilno identificira opitega voznika,
enak odstotku primerov, ko test pravilno identificira, da je vsebnost alkohola
testiranega voznika v dovoljenih mejah. Oznacimo to verjetnost s p. Denimo,
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da je ob vecernih urah med vikendi priblizno 5 odstotkov voznikov vinjenih.
Koliksna bi tedaj morala biti verjetnost p, da bi bilo med vozniki, ki jim
test pokaze prekomerno alkoholiziranost, 90 odstotkov takih, ki so dejansko
prekoracili dovoljene meje?

Naloga 2.16. Denimo, da ste se testirali za nek virus, ki ga ima v povprecju
priblizno procent prebivalstva. Test ima naslednje lastnosti. Pri okuzenih
ljudeh potrdi prisotnost virusa v 98 odstotkih, pri neokuzenih pa neokuzenost
potrdi v 95 odstotkih. Denimo, da vam test pokaze, da ste okuzeni. KolikSna
je verjetnost, da ste zares okuzeni. Kaj pa, ¢e vam potem naredijo Se eno
neodvisno ponovitev testa. Ce zopet pokaze okuzenost, koliksna je tedaj
verjetnost, da ste zares okuzeni? Kaj pa ¢e v drugo test pokaze, da niste
okuzeni? Koliksna je tedaj verjetnost, da ste vendarle okuzeni z virusom?
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Poglavje 3

Diskretne slucajne
spremenljivke

Doslej smo se ukvarjali s poskusi, prostori izidov in verjetnostmi, defini-
ranimi na pripadajo¢ih prostorih izidov. S prostorom izidov in verjetnostjo
P na S je informacija o poskusu, ki ga obravnavamo, popolna. Vcasih pa
nas ne zanimajo vse podrobnosti obravnavanega poskusa, temvec¢ zgolj neke
dolocene informacije o konénem izidu poskusa. Na primer, ce Sestkrat za-
pored vrzemo kocko, nas morda zanima, kolikSna je vsota vseh pik, ki smo jih
vrgli, ali morda maksimalno Stevilo pik na kaki kocki, pa tudi stevilo Sestic
bi nas utegnilo zanimati. Ce opazujemo volitve, nas obi¢ajno ne zanima kdo
je glasoval za koga, temvec le koliko ljudi je glasovalo za posameznega kan-
didata. Vse te vrednosti so neke funkcije iz prostora izidov v realna stevila.
Predno jim damo posebno ime, sklenimo Se naslednji dogovor. Kadarkoli
bomo imeli opraviti z nekim poskusom, za katerega bo podan prostor izidov
S in verjetnost P na S, bomo rekli, da je par (S, P) verjetnosti prostor.

Definicija. Naj bo (S, P) verjetnostni prostor. Slucajna spremenljivka na
tem prostoru je tedaj vsaka funkcija X: S — R.

Glede na to, da je slucajna spremenljvka funkcija iz prostora izidov v
mnozico realnih Stevil, se sicer zdi, da verjetnosti P ne potrebujemo. Seveda
panas bo pri obravnavi slucajnih spremenljivk zanimala verjetnost, da slucajna
spremenljivka zavzame neko konkrento vrednost. Takrat bomo potrebovali
informacijo o verjetnostih pripadajocih izidov.

Za nas bo torej slucajna spremenljivka na danem prostoru izidov S vsaka
funkcija X: S — R. Na nek nacin torej lahko re¢emo, da slucajna spre-
menljivka prostor izidov S transformira v nek drug prostor izidov X (S) C R.
Seveda je potem potrebno na novo dolo¢iti pripadajoce verjetnosti dogodkov.
Nekatere slucajne spremenljivke imajo Se posebej lepe dodatne lastnosti. Mi

37
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bomo obravnavali tako imenovane diskretne sluc¢ajne spremenljivke in zvezne
slucajne spremenljivke. V tem poglavju se bomo posvetili diskretnim.

3.1 Diskretne slu¢ajne spremenljivke ter ver-
jetnostne in porazdelitvene funkcije

Zapisimo najprej formalno definicijo diskretne slucajne spremenljivke.

Definicija. Naj bo (S, P) verjetnostni prostor. Diskretna slucajna spre-
menljivka na prostoru (S, P) je vsaka funkcija X: S — R, za katero velja,
da je slika prostora izidov X (S) = {X(s) : s € S} stevna mnozica.

Dogovorimo se, da bomo za vsak dogodek A C S z X(A) oznacili sliko
X(A)={X(s) : s€ A}.

ZGLED: Imejmo poskus meta postene kocke in denimo, da igramo igro, pri
kateri izgubimo en euro, ¢e pade sodo Stevilo pik, ne izgubimo niti ne dobimo
nic, ¢e pade 3 in dobimo dva eura, ¢e pade 1 ali 5. Nas “dobicek” pri tej igri
je tedaj diskretna slucajna spremenljivka X, ki lahko zavzame le tri vrednosti
in sicer je

Naj bosedaj X : S — R diskretna slucajna spremenljivka in naj bo x € R.
Tedaj je X '(z) = {s € S : X(s) =z} C S, torej je X !(s) dogodek za
ta poskus. Gre seveda za dogodek, da slucajna spremenljivka X zavzame
vrednost x. Za neko konkretno vrednost x nas bo morda zanimala verjetnost
tega dogodka, to je P(X'(x)). Dogovorimo se, da bomo to verjetnost na
kratko oznacili kar s P(X = x).

Definicija. Naj bo X: S — R diskretna slucajna spremenljivka na verjet-
nostnem prostoru (S, P). Tedaj je verjetnostna funkcija diskretne slucajne
spremenljivke X funkcija px: R — [0, 1], podana s predpisom

px(x) = P(X = x).

Diskretna slucajna spremenljivka torej prostor izidov S transformira v
Stevni “prostor izidov” X (.S) s pripadajo¢imi verjetnostmi elementarnih do-
godkov px(z), x € X(S).
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Predno si ogledamo konkreten zgled, opazimo naslednjo, dokaj ocitno,
a zelo pomembno lastnost verjetnostnih funkcij diskretnih slucajnih spre-
menljivk.

Trditev 3.1. Naj bo X: S — R diskretna slucajna spremenljivka na verjet-
nostnem prostoru (S, P). Tedaj za vsak x € R\ X (S) velja px(x) =0, velja
pa tudi } o vgypx(z) = 1.

DoOKAZ: Prvi del trditve sledi neposredno iz trditve 1.1, saj za x € R\ X(.5)
dobimo X ~!(z) = (). Za drugi del se je treba zgolj spomniti, da je za diskretno
slucéajno spremenljivko X mnozica X (S) po definiciji stevna. Ker so dogodki
X~(z), v € X(9), ocitno paroma disjunktni, je torej S = Uuex(sX ' (z)
Stevna unija paroma disjunktnih dogodkov in tako rezultat sledi po 2. in 3.
aksiomu verjetnosti, oziroma trditvi 1.2. 0

ZGLED: Imejmo poskus meta petih uravnotezenih kovancev. Zanima nas
koliko cifer pade. V tem primeru je prostor izidov S = {0, 1}®> mnoZica nizov
dolzine 5, katerih komponente imajo vrednosti 0 ali 1. Pri tem naj vrednost 0
pomeni, da na pripadajocem kovancu pade grb, vrednost 1 pa da pade cifra.
Ce z X: S — R oznacimo funkcijo, za katero je X(s) kar vsota komponent,
je X(s) ravno stevilo cifer, ki pade. Ocitno X zasede le vrednosti med 0
in 5. Pa izracunajmo vrednosti pripadajoce verjetnostne funkcije px. Po
zgornji trditvi moramo izra¢unati le vrednosti px(0), px (1), px(2), px(3),
px(4) in px(5). Vsota vseh teh vrednosti mora biti po tej trditvi ravno 1.
No, edini izid, pri katerem je vrednost slucajne spremenljivke X enaka 0,
je [0,0,0,0,0]. Verjetnost pripadajocega elementarnega dogodka je seveda
5% = 35. Vrednost px(1) bi lahko izracunali tako, da bi ugotovili, da je
X~11) ={[1,0,0,0,0],[0,1,0,0,0],10,0,1,0,0],[0,0,0,1,0],[0,0,0,0,1]}, od
koder seveda sledi px(1) = 35—2 V resnici pa je potrebno zgolj opaziti, da je

izidov z eno enico ravno (‘;’) = 5 (posameznih izidov torej ni treba eksplicitno

5 5
nastevati). No, podobno potem dobimo Se px(2) = % =2, px(3) = %
=, px(4) = & inpx(5) = 55. Opazimo, da jeres 5+ +39+350+25+35 =
kot trdi trditev 3.1.

> =

Se naslednje velja opaziti. Po izreku 1.3 za vsako §tevno mnozico S =
{r; : @ € I} razlicnih realnih stevil in vsak nabor nenegativnih stevil p;,
i € I, za katere je ) .., p; = 1, obstaja verjetnost na prostoru izidov S in
verjetnost P na S, da je P(r;) = p; za vse i € I. Potemtakem obstaja
tudi diskretna slucajna spremenljivka X, za katero je kar X(r;) = r; in
posledi¢no px(r;) = p; za vse @ € I in px(r) = 0za vser € R\ S. To
pomeni, da lahko vsako diskretno sluc¢ajno spremenljivko podamo preprosto
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tako, da zgolj dolo¢imo mnozico vrednosti, ki jih lahko zavzame, in za vsako
izmed njih podamo pripadajoco verjetnost (pri ¢emer je seveda vsota teh
stevil 1). Na ta nacin torej pripadajoCega verjetnostnega prostora sploh ne
potrebujemo. S tem smo tako dokazali naslednji rezultat.

Posledica 3.2. Naj bo I poljubna stevna mnozica in naj bo R = {r; : i €
I, ri #rjzai# j} CR poljuben nabor realnih stevil, {p; : i € I C [0,1]}
pa poljuben nabor vrednosti z intervala [0,1], tako da je Y, ., p; = 1. Tedaj
obstaja verjetnostni prostor (S, P) in diskretna slucajna spremenljivka X na
S, da je X(S) = R in velja px(r;) = p; za vse i € I.

ZGLED: Najbo X diskretna slu¢ajna spremenljivka, katere slika (torej zaloga
vrednosti) je {—1,0, 1,2}, njena verjetnostna funkcija py pa je podana tako,
da je px(—1) = 1/25, px(0) = px(1) = 1/5, px(2) = 14/25 in px(z) = 0 za
vse ostale x € R. Naj bo sedaj sluc¢ajna spremenljivka Y podana s predpisom
Y = X? toje Y(s) = (X(s))?. Slucajna spremenljivka Y je tedaj seveda
diskretna slu¢ajna spremenljivka, saj je njena slika {0, 1,4}. Dolo¢imo njeno
verjetnostno funkcijo py. O¢itno je py(0) = px(0) = 1/5in py(4) = px(2) =
14/25. Potem dobimo 8e py (1) = px(—1) + px(1) = 6/25. A

Doslej smo govorili le o verjetnostih, da slucajna spremenljivka X za-
vzame neko konkretno vrednost x, torej P(X~!(z)). Vécasih nas zanima tudi
koliksna je verjetnost, da je vrednost (ne nujno diskretne) slucajne spre-
menljivke najve¢ x, to je, zanima nas verjetnost dogodka {s € S : X(s) <
x}, ki jo ozna¢imo s P(X < z).

Definicija. Naj bo X: S — R sluc¢ajna spremenljivka na verjetnostnem
prostor (S, P). Tedaj je njena porazdelitvena funkcija Fx : R — [0, 1] podana
s predpisom

Fy(z) = P(X <2)=P({s€ S : X(s) < a}).

V resnici se izkaze, da, razen za diskretne slucajne spremenljivke, za
splosne slucajne spremenljivke (tudi zvezne) o verjetnostih posameznih vred-
nosti slucajne spremenljivke sploh ni smiselno govoriti. V takih primerih
potem operiramo predvsem s porazdelitveno funkcijo slucajne spremenljivke.
Kot pokaze naslednja trditev, je v primeru diskretnih sluc¢ajnih spremenljivk
vsa informacija “zapisana” tako v njeni verjetnostni funkciji, kot tudi njeni
porazdelitveni funkciji, saj eno lahko dobimo iz druge in obratno.

Trditev 3.3. Naj bo X diskretna slucajna spremenljivka na verjetnostnem
prostoru (S, P) in naj bosta px in Fx njena verjetnostna in porazdelitvena
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funkcija. Tedaj za poljuben x € R velja

Fx(z)= Y _  px(a)

aeX(9), a<z

DoxkAz: Dokaz je povsem analogen dokazu trditve 3.1, saj je dogodek {s €
S : X(s) < x} stevna unija paroma disjunktnih dogodkov {s € S : X (s) =
at,a <z, a€ X(9). O

Utemeljimo Se trditev iz zgornjega odstavka. Da je porazdelitvena funkcija
diskrente slucajne spremenljivke X natanko dolo¢ena z njeno verjetnostno
funkcijo, smo pravkar dokazali. Poglejmo Se, kako je z obratom, pri ¢emer se
posvetimo primeru, ko je slika X (.S) konéna (primer, ko je Stevno neskonéna,
je nekoliko bolj zapleten, zato ga tu ne bomo obdelali). Denimo, da poz-
namo porazdelitveno funkcijo Fx in naj bo x € X (S) poljubna vrednost, ki
jo lahko zavzame diskretna slucajna spremenljivka X. Ker je X (S) konéna
mnozica, obstaja € > 0, da znotraj intervala (z — &, x) ni nobenega elementa
mnozice X (5). Tedaj pa po trditvi 3.3 velja Fix(z) = Fx(z —¢) + px(x), od
koder torej lahko izracunamo vrednost px (z).

Iz zgornje trditve nemudoma sledi, da je porazdelitvena funkcija diskretne
sluéajne spremenljivke narascéajoca funkcija (kot pokaze spodnja trditev 3.4
je to res za vsako slu¢ajno spremenljivko), ki je odsekoma konstantna (njena
vrednost se spremeni le v tockah = € X (.5), kjer poskoci za px(z)).

ZGLED: Naj bo X kot v zgornjem primeru meta petih uravnotezenih ko-
vancev. Po zgornjem tedaj dobimo

~

0 ; <0
1.
33 3 0<z <1
13—6 1 <ar<?2
Fx(z)=< 5 ; 2<z<3 .

% ; 3<xr<4
31 .
35 4 S T <bH

1 5 25

Graf porazdelitvene funkcije F'y je prikazan na sliki 3.1. A

Predno zaklju¢imo ta razdelek, opazimo Se naslednje pomembne lastnosti
porazdelitvene funkcije (poljubne) slucajne spremenljivke.

Trditev 3.4. Naj bo X: S — R slucajna spremenljivka na verjetnostnem
prostoru (S, P) in naj bo Fx mnjena porazdelitvena funkcija. Tedaj velja
naslednje:
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3/4

124 —

1/4

Slika 3.1: Porazdelitvena funkcija za diskretno slu¢ajno spremneljivko, ki
meri Stevilo cifer pri metu petih postenih kovancev.

(1) Fx je naraséajoca funkcija, to je, za 1 < x9 je Fx(x1) < Fx(x2).

(11) Za poljubni realni Stevili x1 < x9 velja P(z1 < X < x3) = P({s € S :
1 < X(S) < LIZ’Q}) = Fx(Ll'Q) — FX(q:l).

(111) Velja lim,_,_ Fx(x) =0 in lim, o Fx(z) = 1.

(iv) Porazdelitvena funkcija Fx je zvezna z desne, to je, za vsak x € R velja
Fx(z) =lim. o Fx(x +¢).

Dokaz: Prva tocka sledi neposredno iz izreka 1.4 in dejstva, da je za x1 < 9
dogodek {s € S : X(s) < x1} poddogodek dogodka {s € S : X(s) < x5}.
Tudi druga tocka sledi iz izreka 1.4, sajje {s € S : 1 < X(s) <y} ={s €
S X(s) <ax}\{s€S : X(s) <z} Za preostali dve tocki je potrebnega
precej vec dela, zato bomo zaradi pomanjkanja ¢asa ta del izpustili. Il

Naloga 3.1. Imejmo tetraeder, katerega ploskve so oznacene s Stevili od
1 do 4, pri tem pa je verjetnost, da tetraeder pristane na ploskvi 1, enaka
verjetnosti, da pristane na ploskvi 4, in je enaka 1/3, prav tako pa sta enaki
verjetnosti pristanka na ploskvi 2 oziroma 3 (ki sta potemtakem obe enaki
1/6). Trikrat zapored vrzemo tetraeder. Naj slu¢ajna spremenljivka X meri
vsoto stevil na ploskvah, na katerih pristane tetraeder, slucajna spremenljivka
Y pa maksimalno stevilko ploskve, na kateri pristane tetraeder. Dolocite
verjetnostni funckiji spremenljivk X in Y.

Naloga 3.2. Denimo, da je X diskretna slucajna spremenljivka, katere po-
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razdelitvena funkcija ima sledec¢i predpis:

0 ; z<-3
% ; —3<x<H

Fx(z)=4 1 ; 5<z<6
%  6<ar <9
1 5 >9

Dolocite njeno verjetnostno funkcijo.

Naloga 3.3. Tokrat imamo posten tetraeder, katerega ploskve so oznacene s
stevili od 1 do 4. Mecemo ga tako dolgo, dokler ni vsota stevil na ploskvah, na
katerih pristane tetraeder, vsaj 6. Naj diskretna slucajna spremenljivka meri
stevilo metov. Dolocite njeno sliko X (.S) in njeno porazdelitveno funkcijo
Fx.

Naloga 3.4. Denimo, da je X diskretna slucajna spremenljivka, katere po-
razdelitvena funkcija ima sledec¢i predpis:

0 ; <0

% ; 0<axr <2
Fx(z)=< a ; 2<z<4 ,

b ; 4<x<6

1 ; 2>6

kjer sta a in b neki realni stevili. Dolocite vrednosti a in b, ¢e veste, da je
P(1 < X < 5) = Dolo¢ite njeno verjetnostno funkcijo.

3.2 Primeri diskretnih sluc¢ajnih spremenljivk

V tem razdelku si bomo ogledali nekaj najpomembnejsih diskretnih slu-
¢ajnih spremenljivk. Pomembne so tudi v statistiki, zato si jih velja dobro
zapomniti. Kot smo omenili zgoraj, je vsa informacija o diskretni slucajni
spremenljivki podana z njeno sliko (zalogo vrednosti) in pripadajoco verjet-
nostno ali porazdelitveno funkcijo. Na ta nacin so tudi podane vse spodaj
nastete diskretne slucajne spremenljivke. V vseh nastetih primerih je p neko
Stevilo med 0 in 1, to je 0 < p <1 in naj bo n neko naravno stevilo. Dogov-
orimo se tudi, da oznac¢imo ¢ =1 — p.

e DISKRETNA ENAKOMERNA PORAZDELITEV: Pravimo, da ima dis-
kretna slucajna spremenljivka X diskretno enakomerno porazdelitev s
paremtri n,a in b (oznaka X ~ U(n;a,b)), kjer je n > 2 in a < b,
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¢e je njena slika {a,a + =% a + 222 . a+ (n— 2)22 b} in velja
px(a + z%) = % za vse 0 < ¢ < n— 1. V tem primeru ima torej
X natanko n enako verjetnih moznih vrednosti, ki so enakomerno raz-
porejene med vkljuéno a in b. Ker je vrednosti n in ima vsaka od njih
verjetnost 1, seveda velja > vex(s) Px () = 1. Model diskretne slucajne
spremenljivke z diskretno enakomerno porazdelitvijo dobimo pri metu
postene kocke. V tem primeru gre za spremenljivko s porazdelitvijo

X ~ U(6;1,6).

e BERNOULLIJEVA PORAZDELITEV: Pravimo, da ima diskretna sluc¢ajna
spremenljivka X Bernoullijevo porazdelitev s parametrom p (oznaka
X ~ Ber(p)), ¢e je njena slika {0, 1} (zavzame lahko torej le dve vred-
nosti) in velja P(X = 1) =pin P(X =0) =1 —p. To seveda pomeni,
da je njena verjetnostna funkcija podana s predpisom

1l—p ;5 =0
px(z) = p 5 xz=1
0 ;  sicer

Model diskretne slucajne spremenljivke z Bernoullijevo porazdelitvijo
dobimo pri metu kovanca, pri ¢emer X meri ali smo zadeli cifro (vred-
nost 1) ali ne (vrednost 0).

e BINOMSKA PORAZDELITEV: Pravimo, da ima diskretna slucajna spre-
menljivka X binomsko porazdelitev s parametroma n in p (oznaka X ~
Bin(n,p)), ¢e je njena slika {0,1,...,n} in velja

n

px (k) = (k>pkq”k, zavse ke {0,1,2,...,n}.

Bralec bo opazil, da po binomskem izreku velja 1 = 1" = (p+ ¢)" =
Y oreo (Z) pFq" 7, torej je tako podana funkcija X res diskretna slu¢ajna
spremenljivka. Model diskretne slucajne spremenljivke z binomsko po-
razdelitvijo dobimo pri n neodvisnih metih kovanca z verjetnostjo cifre
p, pri cemer X meri Stevilo cifer, ki smo jih vrgli.

e NEGATIVNA BINOMSKA PORAZDELITEV: Pravimo, da ima diskretna
slucajna spremenljivka X negativno binomsko porazdelitevs parametroma
rin p (oznaka X ~ NBin(r,p)), ¢e so njena slika vsa nenegativna cela
stevila NU {0} in velja

E—1
px (k) = (7’ * L )pqu, za vse k€ NU{0}.
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Da se prepricamo, da zares velja Y .- px(k) = 1, je potrebnega nekaj
ve¢ dela. Spomniti se je treba Taylorjevega razvoja funkcije f(z) =

(1 + 2)* a € R, v potentno vrsto okrog tocke x = 0. Dobimo
f(@) =30 (9)a", Kjer je (1) = O‘(O‘_l)(a_,f!)"'(o‘_kﬂ). Ce v to formulo
vstavimo z = —¢ in a = —r, dobimo :z% =(1-q) 7" =32, () (=

Upostevamo Se, da je (7:) = (—1)’“T(T+1)(T+i)!"'(r+k_1) = (—1)’“(”271),

pa dobimo Y px(k) = p" > 1oy (THZ_l)qk = p’“}% = 1, kot smo
trdili. Model diskretne slucajne spremenljivke z negativno binomsko
porazdelitvijo dobimo, ¢e kovanec z verjetnostjo cifre p mecemo toliko
¢asa, da dobimo r cifer, pri tem pa X meri Stevilo grbov, ki so padli
pri teh metih.

e GEOMETRIJSKA PORAZDELITEV: Pravimo, da ima diskretna slu¢ajna
spremenljivka X geometrijsko porazdelitev s parametrom p > 0 (oznaka
X ~ Geo(p)), ¢e so njena slika kar vsa naravna Stevila N (zacensi z 1)
in velja

px(k) =pd"', zavse keN.
Hitro se prepricamo, da tudi tokrat velja ZkeNquil = pﬁ = 1.
Model diskretne slucajne spremenljivke z geometrijsko porazdelitvijo
dobimo, ¢e kovanec z verjetnostjo cifre p mecemo toliko ¢asa, dokler
prvi¢ ne dobimo cifre, pri tem pa X meri Stevilo potrebnih metov.

e POISSONOVA PORAZDELITEV: Pravimo, da ima diskretna slucajna
spremenljivka X Poissonovo porazdelitev s parametrom A > 0 (oznaka
X ~ Poiss())), ¢e so njena slika vsa nenegativna cela stevila NU {0}

in velja
1
px (k) = E)\ke_A, zavse ke NU{0}.
Prepricamo se lahko, da tudi tukaj velja ;7 ) A Fe™ = e 377 2_1: =

ee* = 1. Omeniti velja, da je za zelo velike vrednosti parametra n
in majhne vrednosti parametra p Poissonova porazdelitev zelo dober
priblizek za binomsko porazdelitev, kjer za A vzamemo \ = pn.

Oglejmo si nekaj zgledov.

ZGLED: V tovarni izdelujejo kolesarske zracnice. Tu in tam se zgodi, da
je kaksna zracnica preluknjana in je kot taka neuporabna. Denimo, da
je v povprecju preluknjana vsaka stota izdelana zracnica, to je, za vsako
izdelano zracnico je verjetnost, da je preluknjana, en procent. Denimo,
da so nekega dne izdelali 1000 zra¢nic. Naj X meri sStevilo preluknjanih
zracnic, ki so jih izdelali ta dan. Tedaj ima X ocitno binomsko porazdelitev
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X ~ Bin(1000,1/100). Izracunajmo verjetnost, da so ta dan izdelali vsaj
15 preluknjanih zra¢nic. Zanima nas seveda verjetnost P(X > 15) = 1 —
P(X < 15) = P(X < 14). Glede na trditev 3.3 je torej iskana verjetnost
P(X > 15) = 1 — (px(0) + px(1) + - + px(14)). Ce upostevamo se de-
istvo px (k) = ("0°)p*(1 — p)12%°=*, dobimo P(X < 14) = 0,9176, torej je
verjetnost P(X > 15) = 0,0824. A

ZGLED: Denimo da lokostrelec strelja v tarco, njegov edini cilj pa je zadeti
desetico. Denimo, da so posamezni streli neodvisni med seboj in da pri
vsakem strelu desetico zadane z verjetnostjo 5 procentov. Naj X opisuje
stevilo strelov, ki so potrebni, da zadane desetico. Ce privzamemo, da
vsakih 10 sekund izstreli po eno puscico, koliksna je tedaj verjetnost, da
bo desetico zadel prej kot v dveh minutah? Seveda gre za diskretno slucajno
spremenljivko z geometrijsko porazdelitvijo X ~ Geo(1/20). Zanima nas
seveda Fx(11). Po trditvi 3.3 je Fx(11) = px(1) +px(2) + - -+ px(11). Ob
upostevanju py (k) = p-(1—p)k~1, kjer je p = 1/20, dobimo Fx (11) = 0, 4312.
Na podoben nacin lahko izra¢cunamo, da je verjetnost, da desetico zadane v
roku desetih minut, nekaj ve¢ kot 95 procentov. A

Naloga 3.5. Naj bo X diskretna slu¢ajna spremenljivka z diskretno enako-
merno porazdelitvijo X ~ U(20;1,20). Izracunajte verjetnosti P(X > 10),
P(X <5)in P(6 < X < 13).

Naloga 3.6. Denimo, da imamo deset postenih kovancev. Vse naenkrat
vrzemo, nato pa vse tiste, na katerih se ni pojavila cifra, vrzemo Se enkrat.
Zanima nas Stevilo vseh dobljenih cifer X. Kaksno porazdelitev ima slucajna
spremenljivka X7 Izracunajte verjetnost P(4 < X < 6).

Naloga 3.7. Nek avtomobilski tat poizkusa z vlamljanjem v avtomobile.
Denimo, da je verjetnost uspeha vloma v posamezni avto enaka 10 procentov
in da so uspesnosti posameznih poskusov vloma neodvisne. Tat bo prenehal
s svojim necednim delom Sele, ko bo uspesno vlomil v tri avtomobile. Naj
X meri Stevilo poskusov vloma. Kaksno porazdelitev ima tedaj slucajna
spremenljivka X7 Izracunajte verjetnost, da bo poizkusil vlomiti natanko
desetkrat. Kaksna pa je verjetnost, da bo poizkusil vlomiti vsaj desetkrat?

3.3 Matemati¢no upanje diskretnih sluc¢ajnih
spremenljivk

Spomnimo se poskusa meta postene kocke. Ker je kocka postena, prica-
kujemo, da bo pri velikem Stevilu metov padlo priblizno enako mnogo enic,



3.3. UPANJE DISKRETNIH SLUCAJNIH SPREMENLJIVK 47

dvojk, trojk, itd. Povedano drugace, pricakujemo, da bo v n metih padlo

priblizno po g enic, dvojk, itd. To pomeni, da je povprecje stevil, ki jih
dobimo v n metih, priblizno w = % Lahko torej recemo, da v
povprecju pade 3,5 pik.

Oglejmo si Se naslednjo situacijo. Denimo, da imamo neuravnotezen ko-
vanec, na katerem cifra pade z verjetnostjo 1/3. Z njim igramo igro, pri
kateri mec¢emo ta kovanec in vsakic, ko pade cifra, dobimo dva eura, ko pade
grb, pa moramo en euro placati. Kako je tedaj z nasim dobickom? Glede
na neuravnotezenost kovanca pricakujemo, da bomo za velike n v n metih
dobili po dva eura priblicno n/3-krat, po drugi strani pa bomo priblizno
2n/3-krat en euro placali. To pomeni, da bomo v n metih dobili priblizno
2-n/3 eurov, hkrati pa bomo priblizno 2n/3 eurov tudi placali. Pricakujemo
torej, da bomo po velikem Stevilu iger priblizno v takem finan¢enm stanju,
kot smo bili na zacetku igre. V povprecju torej niti ni¢ ne dobimo niti ni¢ ne
izgubimo.

V obeh zgornjih konkretnih primerih smo govorili o neke vrste povprecju
diskretnih slucajnih spremenljivk. To idejo povprecja sedaj formalizirajmo.

Definicija. Naj bo X diskretna slucajna spremenljivka na verjetnostnem
prostoru (S, P). Matematicno upanje spremenljivke X, ki ga oznac¢imo z
E(X), je podano s predpisom

BxX)= Y a-px@)= 3 z-P(X =a),

z€X(9) zeX(S)
Ce ta vrsta konvergira absolutno (to je, e je - (s [tP(X = z)| < 00).

Opazimo, da je torej matemati¢no upanje diskretne slucajne spremenljvke
neka konstanta.

ZGLED: Naj bosta X in Y diskretni slucajni spremenljivki kot v zgledu iz
razdelka 3.1, to je, X(5) = {—1,0, 1,2} z verjetnostno funkcijo px(—1) =
1/25, px(0) = px(1) = 1/5 in px(2) = 14/25, ter Y = X?. Izracunajmo
tedaj matematic¢ni upanji £(X) in E(Y). Po definicijije E(X) = (—1)-1/25+
0-1/5+1-1/5+2-14/25 = 32/25. Ker je Y'(S) = {0, 1,4} in je py(0) = 1/5,
py (1) = 6/25 in py (4) = 14/25, dobimo e E(Y) = 1.6/25+4-14/25 = 62/25.
Vidimo, da je torej v tem primeru E(X?) # E(X)?. A

ZGLED: Pri evropski verziji igre ruleta je na okrogli stevilénici 37 stevil, od
vkljucno 0 do 36. Ce stavimo na posamezno Stevilko in je ta Stevilka dejansko
izzrebana, dobimo za vsak vplac¢an euro 36 eurov (nasega in Se 35 dodatnih).
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Ce je izzrebana kaka druga stevilka, seveda ne dobimo ni¢. Pri tej igri so
dovoljene tudi stave na dve, tri, stiri, 6, 12 ali celo 18 stevil hkrati (ne katerih
koli), a mi malce poenostavimo zadevo in privzemimo, da vedno stavimo
le na eno stevilo. Naj X meri zasluzek (oziroma izgubo) pri posamezni
igri. Kolikéno je tedaj matemati¢no upanje E(X)? Ce privzamemo, da je
naprava za igro rulete postena, je verjetnost, da bo izzrebana “nasa’” stevilka,
enaka 1/37. Potemtakem je verjetnost, da “nasa” Stevilka ne bo izzrebana,
enaka 36/37. Po zgornji definiciji je tako matemati¢no upanje E(X) enako
E(X)=35-1/37+(—1)-36/37 = —1/37. V povprecju torej pri vsaki igri
izgubimo po 1/37 eura. A

Posvetimo se sedaj matematicnim upanjem najbolj znanih diskretnih
sluc¢ajnih spremenljivk.

ZGLED: Naj bo X ~ U(n;a,b) diskretna slucajna spremenljivka z enako—
merno porazdelitvijo na intervalu [a,b]. Po definiciji je B(X) = Y7 (a +

PBES)h =k (nat gl ) oy g = gt A

ZGLED: Izracunajmo matematicno upanje za diskretno sluc¢ajno spremen-
ljivko z Bernoullijevo porazdelitvijo. Naj bo torej X ~ Ber(p). Tedaj je
seveda E(X)=0-(1—-p)+1-p=p. A

ZGLED: Naj bo sedaj X ~ Bin(n,p). Tokrat imamo nekaj ve¢ dela. V
tem primeru moramo namre¢ izracunati vsoto E(X) = >}, ( ) Fgnk,
kjer je ¢ = 1 — p. Opazimo, da za funkcijo h(z) = (z + q)" velja h’( ) =
n(z + ¢)"'. Po drugi strani je seveda h(z) = Y ;_, (Z)xkq”_k, torej je
W(z) = > o (1)ka*1g" " To pomeni, da je p-H(p) = E(X). Ker je
h'(p) =n- 1" = n, je potemtakem E(X) = np. A

ZGLED: Naj bo tokrat X ~ NBin(r,p). Spomnimo se, da je v tem primeru
px (k) = (’"+z_l)p’"qk, kjer je ¢ = 1 —p, in da za f(z) = (1 —z)™" velja
flz) =302, (T“LZ_l)xk. Ta vrsta za |z| < 1 absolutno konvergira, torej jo
lahko ¢lenoma odvajamo. Dobimo f’( ) =D o (r+k l)xk_l. To pomeni,

da je QPTf’(Q) = 00 k;(rHc 1)p q E(X) Upostevamo, da je f/(:E) _
7“(1 — a:)—r—l’ pa doblmO E(X) =qp" r+1 — ‘Z‘ N

ZGLED: Da izracunamo matemati¢no upanje slucajne spremenljivke X z
geometrijsko porazdelitvijo X ~ Geo(p), se je treba spomniti, da je za 0 <
q < 1vrsta ﬁ =310 q"* absolutno konvergentna in jo zato smemo ¢lenoma
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odvajati na ¢. Dobimo ﬁ => o kd"t =370 kgbTl. Tako je B(X) =
Y kq i =p 3l kT =pp = A

ZGLED: Izracunajmo Se matemati¢no upanje diskretne slucajne spremenljivke
X s Poissonovo porazdelitvijo, torej X ~ Poiss(A). V tem primeru ra¢unamo
neskoncno vsoto Z,;“;O(k’vcg—fA) Po kratkem racunu dobimo

B(X) = e Zﬁo(k%)

AN A

= e ) (k=T)!

_ —ANTO A

= AT

= de et =\
Parameter A pri diskretni slucajni spremenljivki s Poissonovo porazdelitvijo
torej predstavlja ravno njeno matemati¢no upanje. A

ZGLED: Privzemimo, da je Zrebanje stevilk LOTA zares povsem naklju¢no (to
je, vsaka kombinacija sedmih izzrebanih §tevil je enako verjetna). Tedaj je
verjetnost, da pri vpla ¢anem kombinacijskem listku z osmimi kombinacijami

“zadanemo” sedmico enaka % = 1535% ~ 5,2-1077. Denimo, da LOTO
7

igramo tako dolgo, dokler ne zadanemo sedmice, pri tem pa nas zanima koliko
kol bomo morali igrati. Ocitno gre za geometrijsko porazdeljeno diskretno
slucajno spremenljivko. Po zgornjem to torej pomeni, da je pricakovano
stevilo vplacil kombinacijskega listka z osmimi Stevili, da bomo koné¢no zadeli
sedmico, 13389937 ~ 1922 617. Ob predpostavki, da sta vsak teden na sporedu

8
dve zrebanji, to pomeni ve¢ kot osemnjast tisoc let. A

Predno nadaljujemo opazimo naslednjo pomembno lastnost diskretnih
sluc¢ajnih spremenljivk.

Trditev 3.5. Naj bo X: S — R diskretna slucajna spremenljivka na ver-
jetnostnem prostoru (S, P) in naj bo g: R — R poljubna funkcija. Tedaj je
tudi Y = go X: S — R diskretna slucajna spremenljivka na verjetnostnem
prostoru (S, P).

DoxkAz: Vse kar je treba dokazati je, da je slika Y(S) = g(X(5)) Stevna
mnozica. To sledi neposredno iz dejstva, da je X (S) stevna mnozica. O

Vcasih se zgodi, da se posamezne vrednosti diskretne slucajne spremen-
ljivke X le malo razlikujejo od “povprecja” E(X). Spet drugi¢ so te razlike
vecje. Koli¢ina, ki meri kako so vrednosti slucajne spremenljivke X razprsene
okrog njenega upanja F(X), je zelo pomembna. Imenujemo jo disperzija
oziroma varianca.
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Definicija. Naj bo X diskretna slucajna spremenljivka na verjetnostnem
prostoru (S, P). Disperzija oziroma varianca spremenljivke X, ki jo ozna¢imo
z var(X), je definirana s predpisom

var(X) = E((X — E(X))?).

Standardni odklon o(X) spremenljivke X je definiran kot koren variance, to
je o(X) = Jvar(X).

Opazimo, da je za diskretno slucajno spremenljivko X po zgornji trditvi 3.5
tudi (X — E(X))? diskretna slu¢ajna spremenljivka. Varianca in standardni
odklon sta torej dobro definirana.

Kaj torej meri disperzija oziroma varianca diskretne slucajne spremen-
ljivke? Lahko torej recemo, da je to “povprecna vrednost” kvadratov odd-
aljenosti vrednosti X od njenega “povprecja’ oziroma bolj natancno, od
njenega matemati¢nega upanja E(X).

Obicajno disperzije ne racunamo direktno. A predno si lahko ogledamo,
kako si lahko pri njenem izra¢unu pomagamo, si oglejmo naslednjo trditev in
njeno posledico, ki precej olajsata racunanje matemati¢nih upanj “sestavl-
jenih” diskretnih slucajnih spremenljivk.

Trditev 3.6. Naj bo X diskretna slucajna spremenljivka na verjetnostnem
prostoru (S, P) in naj bo g: R — R poljubna funkcija. Tedaj velja

E(g(X) = Y g(@)px(2).
z€X(S)
DoxkAz: Oznacimo Y = ¢g(X) in vzemimo nek y € Y (S5). Tedaj so seveda
dogodki X~ '(x), z € g7 '(y) N X(S) paroma disjunktni, njihova unija pa
je ravno dogodek Y 1(y). Ker je X(S) stevna mnozica, gre tu vsekakor za
Stevno druzino paroma disjunktnih dogodkov, torej po 3. aksiomu verjetnosti
velja
PY'y)= >, PX ')
z€g~! (y)NX(S)
to je,

zeg~H(y)NX(9) z€X(S), g(z)=y
Tako je
EY) = YievsW-pry))
Z.UEY(S) (y ’ ZmEX(S), g(z)=y PX ($)>

= Zer(S) Z:pEX( 9), glz)=y (y - px(z))
= Dsex(s)(9(2) - px (),
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pri ¢emer smo pri zadnjem enacaju upostevali dejstvo, da je g funkcija, kar
pomeni, da ima vsak z € X(S) le eno sliko y € Y(5) = g(X(9)). O

Oglejmo si sedaj konkreten zgled.

ZGLED: Za ilustracijo izracunajmo disperzijo diskretne sluc¢ajne spremenljiv-
ke X, ki steje stevilo pik, ki pade pri metu postene kocke. Na zacetku tega
razdelka smo v resnici ze izracunali, da je E(X) = % Po zgornji definiciji je
torej varianca var(X) enaka

(GGG 0-0-0)-F

Ce je g konstantna funkcija, recimo ¢ = a, za nek a € R, je torej po
trditivi 3.1 E(g(X)) = E(a) = a}_,c x(s)Px(2) = a. Tudi naslednja posled-
ica zgornje trditve, da je matematicno upanje “linearna funkcija”, je precej
uporabna.

Posledica 3.7. Naj bo X diskretna slucajna spremenljivka, naj bosta f,g: R —
R poljubni funkciji in naj bosta a,b € R. Tedaj velja

Ela- f(X)+b-9(X)) = a- E(f(X)) +b- E(9(X)).

DoxkAz: Definirajmo funkcijo h: R — R s predpisom h(z) = af(z) + bg(z).
Rac¢unamo torej upanje E(a - f(X)+b-g(X)) = E(h(X)). Po trditvi 3.6 je

E(h(X)) = Y.ex S)( (@)px ()

> wex(s) ((af (z) +bg(x))px (x))
@erX(S) (f(@)px () + 0> cx(s) (9()px (2))
E(f(X)) +bE(g(X)),

kot smo trdili. O

Zgornja posledica torej med drugim pove, da za diskretno slucajno spre-
menljivko X in poljubni konstanti a,b € R velja E(aX +b) = aE(X) + b.
Ta enakost je na primer uporabna pri spremembi enot (na primer, iz stopinj
Fahrenheita v stopinje Celzija).

Posledica 3.8. Naj bo X diskretna slucajna spremenljivka na verjetnostnem
prostoru (S, P). Tedaj velja var(X) = E(X?) — E(X)?.
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Dokaz: Po definiciji je var(X) = E((X — E(X))?) = B(X? — 2X E(X) +
E(X)?), torej je po zgornjem komentarju in posledici 3.7

var(X) = B(X?) —2E(X)- E(X) + E(X)*- E(1) = E(X?) — B(X)?,

kot smo trdili. O

ZGLED: 7 varianco diskretne slucajne spremenljivke X z enakomerno po-
razdelitvijo X ~ U(n;a,b) je nekaj dela. Vemo Zze, da je upanje E(X) = %2,

Izracunajmo E(X?). Ce oznatimo x = 2=¢ dobimo

n—1

Z( am):

1=

1
E(na2+a$(0+2+4+---+2(n—1))+a:2(02+12—|—---+(n—1)2)).

Upostevamo, da je 2+4+6+---+2(n—1) = (n—1)nin 12422+ (n—1)? =
(n=L)n@n=1) " 55 dobimo E(X?*) =d*+azx(n—1)+ g2 ==l

6 6
~ _ b—a . 2\ _ a?+ab+b? (b—a)?
Se x = =%, pa imamo E(X?) = +

. Vstavimo

Po krajsem racunu tako

3 61"
dobimo, da je var(X) = E(X?) — (E(X))* = % A

ZGLED: Izrac¢unajmo sedaj disperzijo diskretne slucajne spremenljivke X
z Bernoullijevo porazdelitvijo X ~ Ber(p). V tem primeru je E(X?) =

0% (1 —p) +12-p = p, torej je var(X) = p — p* = p(1 — p) = pqg. A

ZGLED: Naj bo X ~ Bin(n,p) binomsko porazdeljena diskretna slucajna
spremenljivka. Njeno varianco izracunamo na podoben nacin kot njeno up-
anje. Kot v zgornjem zgledu, kjer smo racunali upanje E(X), vzamemo
funkcijo h(z) = (x4+¢)" =D 1, (") "=k Kjer je ¢ = 1 —p. Tokrat funkcijo
h dvakrat odvajamo. Po eni strani doblmo h”( ) = n(n — 1)(x + q)" 2,
po drugi strani pa h"(z) = >p_; (})k(k — 1)z¥~2¢"~*. Tako dobimo, da
je p*I/(p) = E(X(X — 1)), torej je B(X(X )) p*n(n — 1). Sledi
var(X) = E(X?) — (B(X))? = p’n(n — 1) + np — n’p® = np — np® = npq. A

ZGLED: Tudi disperzijo geometrijsko porazdeljene diskretne slucajne spre-
menljivke ali diskretne sluc¢ajne spremenljivke z negativno binomsko po-
razdelitvijo izra¢unamo z dvakratnim odvajanjem primerne funkcije (ki smo
jo uporabili Ze pri izracunu matematicnega upanja). Za X ~ Geo(p) do-
bimo var(X) = %, za X ~ NBin(r,p) pa var(X) = (1;_5)@ Podrobnosti
prepuscamo bralcu. A
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ZGLED: Tudi disperzijo diskretne slucajne spremenljivke X s Poissonovo
porazdelitvijo X ~ Poiss(\) je lahko izracunati. Podoben ra¢un kot pri
ra¢unanju matematicnega upanja F(X) namre¢ pokaze, da je

— [e'e) k

BOX(X 1)) = e Sy (k= 1) -5
= e Zk:2m
= AQ(E_AZZ.ZO%
= N ted =A%

Po posledici 3.7 velja E(X? — X) = E(X?) — E(X), torej je E(X?) = A+ \.
Sledi var(X) = A2+ X — A2 =\, A

Zgoraj smo omenili, da posledica 3.7 implicira, da za poljubno diskretno
slucajno spremenljivko X in poljubni konstanti a,b € R velja E(aX +b) =
aE(X)+b. Od tod potem takoj dobimo $e naslednjo posledico, ki pove kako
je z varianco var(aX + b).

Posledica 3.9. Naj bo X diskretna slucajna spremenljivka na verjetnostnem
prostoru (S, P) in naj bosta a,b € R konstanti. Tedaj velja

E(aX +b)=aE(X)+b in var(aX +b) = a*var(X).

DoxkAz: Po definiciji je var(aX +b) = E((aX + b — E(aX + b))?), torej
po zgornjem velja var(aX +b) = E((aX — aF(X))?) = E(a*(X — E(X))?).
Po ponovni uporabi posledice 3.7 tako res dobimo var(aX +b) = a*? E((X —
E(X))?) = d*var(X). O

ZGLED: Denimo, da igramo igro, pri kateri vrzemo posteno kocko, potem pa
dobimo (oziroma izgubimo) 2X — 10 evrov, kjer je X stevilo pik na kocki.
Izra¢unajmo matematiéno upanje in varianco “dobicka”. Ce torej ozna¢imo
Y =2X —10, kjer je X diskretna slucajna spremenljivka, ki meri stevilo pik,
je po zgornji posledici E(Y) = 2E(X) — 10 in var(Y) = 4var(X). Ker je
X ~U(6;1,6), je B(X) =58 = T invar(X) = L- i‘—; = 3% Potemtakem je

EY)=2-1-10=-3invar(Y) =432 =% N

Naloga 3.8. Denimo, da je X diskretna slucajna spremenljivka s sliko X (.5)
{—1,2,5}, pri ¢emer je px(—1) = 1/5 in px(2) = 2/5. Ali je s tem spre-
menljivka X natanko podana? Izracunajte njeno matemati¢no upanje ter
njeno varianco. Ali obstajata realni konstanti a in b, da bo za Y = aX + b
veljalo E(Y) = var(Y') = 17
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Naloga 3.9. Naj bo X ~ U(11;0,10) in Y ~ Bin(10;1/2). Dolocite
matematic¢ni upanji in varianci za obe slucajni spremenljivki. Katera izmed
teh dveh sluc¢ajnih spremenljivk ima vecjo varianco? Ali je mo¢ to razloziti
na intuitivni ravni?

Naloga 3.10. Dokazite, da za X ~ Geo(p) zares velja var(X) = —£.

Naloga 3.11. Dokazite, da za X ~ NBin(r, p) zares velja var(X) = 12"



Poglavje 4

Zvezne slucajne spremenljivke

V prejsnjem poglavju smo se posvetili slucajnim spremenljivkam, katerih
zaloga vrednosti je bila Stevna mnozica. Videli smo, da je bila v tem primeru
porazdelitvena funkcija odsekoma konstantna funkcija, katere edini skoki so
bili v tockah slike slucajne spremenljivke. Ce malce poenostavimo, lahko
recemo, da se bomo v tem poglavju posvetili slucajnim spremenljivkam, pri
katerih se porazdelitvena funkcija spreminja zvezno.

4.1 Zvezne slucajne spremenljivke, porazde-
litvena funkcija in gostota

Denimo, da opazujemo metalca kopja. Pri tem nas recimo zanima kako
dale¢ vrze kopje. Oznac¢imo to razdaljo z X. Ce se dogovorimo, da bomo raz-
daljo vedno izmerili le do decimetra natan¢no, potem gre seveda za diskretno
slucajno spremenljivko. Glede na to, da profesionalni metalci kopja kopje
obi¢ajno vrzejo nekje med 60 in 100 metri dale¢ (trenutni svetovni rekord
je 98,48 metra, ki ga je leta 1996 postavil Jan Zelezny), bi imela v tem
primeru slika X (.S) priblizno 400 elementov. Kot vidimo Ze iz samega sve-
tovnega rekorda, razdalje pri metu kopja obi¢ajno merijo bolj natanc¢no in
sicer na centimeter natancéno. Ce tako izmerjeno razdaljo oznac¢imo z Y, bi
imela torej slika Y'(.S) priblizno 4000 elementov. Kako pa bi se pri tem po-
razdelile verjetnosti? Verjetnost px(80,3) bi se morala potemtakem nekako
porazdeliti med verjetnosti py (80, 26), py(80,27),...,py(80,35). Morda pa
bi zeleli razdaljo meriti na milimeter natancno. V tem primeru bi se morala
na primer verjetnost py (80, 27) zopet porazdeliti na deset pripadajocih verjet-
nosti. Natancnost, na katero merimo razdaljo, lahko naceloma povecujemo Se
naprej. Zato je smiselno reci, da za mozne vrednosti slucajne spremenljivke,
ki meri razdaljo, vzamemo kar vsa realna Stevila (ali vsaj vsa pozitivna re-
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alna Stevila). Seveda pa v tem primeru ne moremo ve¢ govoriti o verjetnosti,
da je vrednost pripadajoce slucajne spremenljivke enaka neki dani vrednosti,
recimo 80 metrov. Kot smo namre¢ ze omenili, se pri taksnem “drobljenju”
slike sluc¢ajne spremenljivke verjetnost neke konkretne vrednosti ustrezno po-
razdeli med “nove” mozne vrednosti v njeni okolici. Sedaj, ko smo za sliko
izbrali kar celotno realno os, smo sliko razdrobili na nestevno mnogo tock,
zato se zdi, da mora biti verjetnost posamezne vrednosti enaka 0. Govorimo
lahko le o verjetnosti, da bo vrednost slu¢ajne spremenljivke v okolici neke
vrednosti.

Preidimo sedaj k formalni definiciji zvezne slucajne spremenljivke. Predno
jo podamo, se spomnimo, da je porazdelitvena funkcija Fx: R — [0, 1]
(poljubne) slu¢ajne spremenljivke X definirana s predpisom

Fx(z)=P(X <) =P(X Y(~00,2])) = P{s € S : X(s) <x}).

Definicija. Naj bo X slucajna spremenljivka na verjetnostnem prostoru
(S, P). Tedaj je X zvezna slucajna spremenljivka, ¢e obstaja nenegativna
realna funkcija fx: R — R, tako da za vsak = € R velja

Fx) = [ felwn

kjer je F'x porazdelitvena funkcija spremenljivke X. V tem primeru funkciji
fx recemo (verjetnostna) gostota slucajne spremenljivke X.

V primeru zvezne slucajne spremenljivke je torej verjetnost, da je njena
vrednost najvec¢ x, enaka ploscini “neskoncnega obmocja” pod grafom gostote
fx naintervalu (—oo, z|. Zapisimo zgornje razmisljanje, da je torej v primeru
zveznih slucajnish spremenljivk verjetnost posamezne konkretne vrednosti
enaka 0 kot trditev (za formalen dokaz se je treba malce potruditi, vendar
bomo mi podrobnosti izpustili).

Trditev 4.1. Naj bo X zvezna slucajna spremenljivka na verjetnostnem pros-
toru (S, P) z gostoto fx. Tedaj za vsaka a < b velja

P(X=a)=0 in P(angb):/be(u)du,

kjer je P(X = a) = P(X'(a)) in P(a < X <b) = P(X"Y([a,b])).

Po trditvi 3.4 za (zvezno) slucajno spremenljivko X velja lim, o, Fx(x) =
1, od koder sledi, da za njeno gostoto fx velja ffooo fx(u)du = 1. Podobno
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kot smo ugotovili, da je diskretna sluc¢ajna spremenljivka natanko doloc¢ena s
svojo verjetnostno funkcijo in da je vsaka funkcija, ki zados¢a pogojem ver-
jetnostne funkcije, zares verjetnostna funkcija neke diskretne slucajne spre-
menljivke, tako je mo¢ dokazati, da je vsaka zvezna slucajna spremenljivka
natanko dolo¢ena s svojo verjetnostno gostoto in obratno, da je vsaka ne-
negativna funkcija f: R — R, za katero je [~ f(u)du = 1, verjetnostna
gostota neke zvezne slucajne spremenljivke. No, ¢e imamo podano verjet-
nostno gostoto fx, imamo s tem ocitno podano tudi porazdelitveno funkcijo
Fx. A velja tudi obrat. Za gostoto fx namre¢ po osnovnem izreku analize
velja fx(z) = L Fx(x), ¢e ta odvod obstaja (kar se recimo v primeru, ko je
fx zvezna funkcija, vedno zgodi).

ZGLED: Oglejmo si funkcijo f: R — R, podano s predpisom

0 ; r<0Vae>4
fl@)=¢ 2* ; 0<z<4/3 |
ar+1 ; 4/3<x <4

kjer je a € R neka konstanta. Ali je mo¢ doloc¢iti konkretno vrednost te
konstante, da bo f verjetnostna gostota neke zvezne slucajne spremenljivke?
Po zgornjem mora veljati f(z) > 0 za vse x € R ter ffooo f(z)dzr = 1. Glede
na definicijo funkcije f dobimo

00 4/3 4
/ f(z)dx = / 2 dx + / (ax + 1)dx =
—00 0 4/3

4/3+(ax2+ ) 4
— T
0 2

280

Tako se nas pogoj glasi 647“ + 3 = 1, to je 647‘1 = —15?—19- Sledi a = _%'

Sedaj je treba Se preveriti, ali je f zares nenegativna funkcija. Velja na
primer f(4) = 1 — % = —% < 0, torej f ni verjetnostna gostota kake
zvezne slucajne spremenljivke. Bralca vabimo, da doloci konstanti a,b € R,
da bo f zares verjetnostna gostota zvezne slucajne spremenljivke, ¢e f na
intervalu [4/3,4] definiramo kot f(z) = ax + b in dodatno zahtevamo, da je

f(4) =0. (Resitev je a = —17/288 in b = 17/72.) A

173

3

64 64a 8  Gda 280

=—+—+ + ==
s 8L 9 T3 9 o8l

ZGLED: Podana je realna funkcija f: R — R s predpisom

0 ; z<a

f<x):{1/x2 L z>a
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kjer je a > 0 neka realna konstanta. Ali je mo¢ dolociti vrednost konstante
a, da bo f verjetnostna gostota kake zvezne slucajne spremenljivke?

7 nenegativnostjo funkcije f tokrat ni tezav. Ugotoviti je torej treba le, ce
lahko doloc¢imo vrednost konstante a tako, da bo [*° f(x)dz = 1. Dobimo

/Z f(z)dz = /aoo %dm = (—i)

Torej mora veljati a = 1. Izracunajmo Se pripadajoco porazdelitveno funkcijo.
Za x < 1 seveda velja Fx(x) = 0. Za > 1 pa dobimo

Fx(o) = [ pdu= (_%)

Za konec tega razdelka omenimo Se naslednje. Ocitno je, da diskretne
slucajne spremenljivke ne premorejo gostote, da torej niso zvezne. Obratno,
zvezne slucajne spremenljivke ne premorejo verjetnostne funkcije in zato niso
diskretne. Kljub temu pa imajo tako ene kot druge porazdelitveno funkcijo.
Bistvena razlika pri tej funkciji je ta, da se pri diskretni slu¢ajni spremenljivki
porazdelitvena funkcija spreminja skokoma, torej nezvezno, medtem ko se pri
zvezni slucajni spremenljivki spreminja zvezno. Zato tudi taksni poimeno-

<1

a

a

Tor—1

1

T

A

vanji.
Naloga 4.1. Denimo, da je X zvezna slucajna spremenljivka, katere po-
razdelitvena funkcija F'x je podana s predpisom

0 ;: z<0
Fy(z)=q 2° ; 0<2<1
1 5 x>1

Izracunajte tedaj verjetnost P(1/3 < X < 2/3). Dolocite tudi verjetnostno
gostoto slucajne spremenljivke X.

Naloga 4.2. Podana je realna funkcija f: R — R s predpisom

ar+2 ; —4<x<-3
/4 ; -1<z<1
flz) = 2—axr ; 3<x<4 ’
0 ; sicer

kjer je a € R neka konstanta. Dolocite konkretno vrednost konstante a, da bo
f verjetnostna gostota neke zvezne slucajne spremenljivke in nato izracunajte
njeno porazdelitveno funkcijo.
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Naloga 4.3. Denimo, da student na izpitu dobi oceno med 0 in 1, pri ¢emer
lahko njegovo oceno predstavimo kot zvezno slucajno spremenljivko X z ver-
jetnostno gostoto

2r4+1 ;5 0<x<1/2
fx(@)=1< ar*+1 ; 1/2<ax<1
0 ; sicer

Dolocite vrednost konstante a. Ce §tudent izpit opravi le v primeru, da zbere
vsaj b5 procentov, koliksna je tedaj verjetnost, da bo opravil izpit?

4.2 Primeri zveznih sluéajnih spremenljivk

Ogljemo si nekaj najpomembnejsih zveznih slu¢ajnih spremenljivk. Le-te
so nepogresljiva sestavina statistike, zato si jih velja dobro zapomniti.

e EENAKOMERNA PORAZDELITEV: Pravimo, da ima sluc¢ajna spremen-
liivka X enakomerno porazdelitev s parametroma a in b, kjer je a < b,
(oznaka X ~ Ul(a,b)), Ce je njena gostota podana s predpisom

_ —a , a S T S b

fx(@) { 0 ;  sicer

Seveda je fx nenegativna funkcija, poleg tega pa velja [° fx(u)du =
1, torej je fx res gostota neke zvezne slucajne spremenljivke. Bralec se
bo preprical, da je v tem primeru porazdelitvena funkcija Fx podana
s predpisom

0 ; r<a
Fx(z) =4 = ; a<x<b
1 ;. x>b

e EKSPONENTNA PORAZDELITEV: Pravimo, da ima slu¢ajna spremen-
ljivka X eksponentno porazdelitev s parametrom A > 0 (oznaka X ~
Exp())), ¢e je njena gostota podana s predpisom

0 ;<0

fX(x)_{/\e)‘“ x>0
[zracunajmo tedaj porazdelitveno funkcijo Fly. Ker je (e ) = —\e™*2,
je [eMdu = Sem™ + ¢. Ker je fx = 0 na intervalu (—o0,0), je

Fx(z)=0zaz <0in

FX(J:) - / fx(U)du = )\/0 e Ny = —e M| = _emN 1
o0 .
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torej je

0 ; x <0
FX(m):{l—e_’\”” x> 0.

Na sliki 4.1 je prikazan graf gostote spremenljivke X ~ Exp(3) in graf
pripadajoce porazdelitvene funkcije.

Slika 4.1: Gostota in pripadajoc¢a porazdelitvena funkcija za slucajno spre-
menljivko X ~ Ezp(3).

e NORMALNA PORAZDELITEV: Pravimo, da ima slucajna spremenljivka
X normalno porazdelitev s parametroma p in 0 > 0 (oznaka X ~
N(u,0?)), ¢e je njena gostota podana s predpisom

1 (=52)°

fx(z) = e

oV2r

N

za poljuben x € R. Prepricajmo se, da je to res gostota neke zvezne
slucajne spremenljivke. To pokazemo tako, da se prepricamo, da velja
[ fx(uw)du = 1. Racunajmo

<1 ,;(uf 1 /°° 1.2
e 2V ) du=—— e 2Y dy,
/Ooa 2T V2T J o Y
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kjer smo uvedli novo spremenljivko y = “=£. Torej bo [ fx(u)du =1

natanko tedaj, ko bo I = ffooo e_%dey = /27, kar se zaradi pozi-
tivnosti eksponentne funkcije zgodi natanko tedaj, ko velja

0 2
I? = (/ e‘éyzdy> = 2.
Velja
12:/ / e_%deye_éz2dz:/ / e 2V qy .

Ce vpeljimo polarne koordinate y = rcosp in z = rsiny, je pri-
padajoca Jacobijeva determinanta enaka r. Opazimo Se, da so meje
za r od 0 do oo, za ¢ pa od 0 do 27, pa je

2m e8] 2m
I? = / / e’%’"Qrdrdgp = / dp = 2.
o Jo 0

Pri tem smo nedolocen integral [ e~ 2" rdr izracunali s pomocjo substi-
tucije t = —1r%. Dobimo dt = —rdr, torej je [e 2" rdr = —e~2"" + ¢

in tako je
/ e rdr = lim <1 — e_%]\ﬂ) =1
0 N—o0

Skratka, fx je res gostota neke zvezne slucajne spremenljivke. Na
sliki 4.2 sta prikazani gostota in porazdelitvena funkcija sluc¢ajne spre-
menljivke X ~ N(0, (0.4)?) (porazdelitvene funkcije se z elementarnimi
funkcijami ne da izraziti) .

Slika 4.2: Gostota in porazdelitvena funkcija slucajne spremenljivke s po-
razdelitvijo X ~ N(0, (0.4)?).
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e PARETOVA PORAZDELITEV: Pravimo, da ima sluc¢ajna spremenljivka
X Paretovo porazdelitev s parametrom « > 0 (oznaka X ~ Par(a)),
¢e je njena gostota podana s predpisom

ro={ 3 115

o
site o =1L

Prepricajmo se, da je s tem zares podana gostota neke slucajne spre-
menljivke. Ker je a > 0, je funkcija fx oc¢itno nenegativna. Prepricati
se je torej le treba, da velja ffooo fx(x)dx = 1. V to se brez tezav

prepricamo:
> 1
= 1li 1—-— ) =1
L Nsoo ( N O‘)

[ [ (2)

Izracunajmo Se porazdelitveno funkcijo sluc¢ajne spremenljivke X. Po
zgornjem racunu dobimo

0 o r <1

T I

Naloga 4.4. Naj bo X ~ Exp(3). Izracunajte verjetnost P(1 < X < 3) ter
verjetnost P(X > 3).

Naloga 4.5. Naj bo X ~ Par(2). Ali obstaja realno stevilo r, da je verjet-
nost P(3 < X <r) enaka 0,17

4.3 Matematic¢no upanje zveznih slu¢ajnih spre-
menljivk

V poglavju o diskretnih sluc¢ajnih spremenljivkah smo matemati¢no upan-
je definirali kot vsoto E(X) = > v px(x). Pri zveznih slucajnih
spremenljivkah vsoto zamenja integral, verjetnostno funkcijo pa verjetnostna
gostota.

Definicija. Naj bo X zvezna slucajna spremenljivka na verjetnostnem pros-
toru (S, P) in naj bo fx njena gostota. Matematiéno upangje spremenljivke
X je tedaj definirano kot

B0 = [ urc(win

o0

¢e ta integral obstaja.
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Ker je [7 fx(u)du = 1, lahko torej re¢emo, da E(X) predstavlja neke
vrste tezisce lika, ki ga opiSe x-os in graf gostote fx.

Za zgled izracunajmo upanja za enakomerno, eksponentno, normalno in
Paretovo porazdelitev.

ZGLED: Naj bo X ~ U(a,b), kjer je a < b. Tedaj je fx(u) = /- za
a < u <b, torej je

0 b
E(X) = /_ooufx(u)du— /abbgadu_ 2<buj a1 = a—2|—b.
A
ZGLED: Naj bo X ~ Exp()). Tedaj z integracijo po delih hitro dobimo
E(X) = /OO ufx(u)du = /000 ue Mdu = %
A
ZGLED: Naj bo X ~ N(u,0?). Tedaj je
E(X) = /OO u L e_%(u%'“fdu =u+ /oo (u— ) ! e_%(u%'“fdu
o OV2T o0 oV 2w
V integral ffooo(u — u)m}%e_%(%“fdu uvedemo spremenljivko t = u — p,

2
pa dobimo ffooo tﬁﬂe_%(g) dt. Ker je integrand liha funkcija, je rezultat
seveda enak 0. Tako je matemati¢no upanje normalno porazdeljene slucajne
spremenljivke s parametroma p in o2 enako p. A

ZGLED: Naj bo X ~ Par(a), kjer je @ > 0. Ra¢unamo torej integral
o0 o0 a
E(X) :/ qu(u)du:/ —du.
—00 1 u®

V primeru, da je a = 1, dobimo F(X) = lim;, In(t) = co. Denimo sedaj,
da je o # 1. Tedaj je

E(X) = lim (17 — 1).

o 1 — (¢ t—o0
Vrednost te limite je odvisna od tega ali je a < 1 ali @ > 1. Tako je

o ; a<l
B0 ={ % 103

a—1
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A

Spomnimo se, da za diskretne slucajne spremenljivke velja, da jih lahko
komponiramo s poljubnimi realnimi funkcijami (seveda na levi), pa ponovno
dobimo diskretno slucajno spremenljivko. Pri zveznih sluc¢ajnih spremenljiv-
kah je situacija malce bolj delikatna, saj obstoj ustrezne gostote za kompoz-
itum ni povsem jasen. Izkaze pa se, da v primeru, ko je funkcija, s katero
komponiramo, dovolj lepa (recimo zvezna, ali monotona, itd.) s tem ni tezav.
Zato bomo odslej malce povrsno kar privzeli, da bodo realne funkcije, s kater-
imi bomo komponirali, “dovolj lepe”, torej taksne, da bo kompozitum zopet
slucajna spremenljivka. Podobno kot smo pokazali, da lahko matemati¢no
upanje takih diskretnih slucajnih spremenljivk izracunamo direktno (ne da
bi bilo treba racunati pripadajoc¢o verjetnostno funkcijo “nove slucajne spre-
menljivke”), velja tudi za zvezne slucajne spremenljivke podoben izrek, ki
pove, da lahko upanje “nove slucajne spremenljivke” izracunamo brez da
bi poznali njeno gostoto. Dokaz tega izreka je malce zahtevnejsi od pri-
padajocega analoga za diskretne slucajne spremenljivke, zato ga zaradi ca-
sovne omejitve ne bomo navajali.

Izrek 4.2. Naj bo X zvezna slucajna spremenljivka in naj bo fx njena gos-
tota. Tedaj za poljubno realno funkcijo g : R — R, za katero je go X zvezna
slu¢agna spremenljivka, velja

E(g(X)) = / " () fx (u)du.

[e.9]

ZGLED: Denimo, da v neki tovarni izdelujejo kvadratne lesene plosce. Vsaka
plos¢a ima dolzino roba med 0 in 2 metroma. Naj bo X slucajna spre-
menljivka, ki meri dolzino roba in denimo, da je X enakomerno porazdelejna
na intervalu (0,2), to je X ~ U(0,2). Zanima nas, kaksna je pricakovana
ploscina plosc.

Po zgornjem je E(X) = 2 = 1, torej bi intuitivno pricakovali, da bo pri-
cakovana ploscina 1 kvadratni meter. Pa napravimo izrac¢un. Tokrat nas
seveda zanima sluc¢ajna spremenljivka Y = X? = ¢(X), kjer je g(z) = 22
Po zgornjem izreku je

2

[e%S) 2,2 3 4

E(Y) = 2 du= | “gu="1] 2

)= [ atpxwdu= [ Sau= ) =3
Vidimo torej, da nas intuicija zavede. Ta primer tako pokaze, da v splosnem
enakost E(g(X)) = ¢g(E (X)) ne velja. A

Omeniti velja tako imenovano Jensenovo neenakost, ki pravi, da za kon-
veksne funkcije g velja g(F(X)) < E(g(X)). Ker je z — 2? konveksna



4.3. MATEMATICNO UPANJE 65

funkcija, torej velja (E(X))? < E(X?), kar se je izkazalo tudi v nasem zgor-
njem primeru.

Disperzijo oziroma varianco definiramo povsem analogno kot v poglavju
o diskretnih sluc¢ajnih spremenljivkah, to je, var(X) = E((X — E(X))?).

Ce je funkcija g(x) linearna, se upanje in varianca slucajne spremenljivke
g(X) zelo lepo izrazata z upanjem in varianco sluc¢ajne spremenljivke X.

Trditev 4.3. Naj bo X diskretna ali zvezna slucajna spremenljivka in naj
bosta a,b € R poljubni konstanti. Tedaj velja

E(aX +b)=aE(X)+b in var(aX +b) = a*var(X).

DokAz: Da ta trditev velja za diskretne slucajne spremenljivke, smo pokazali
ze v posledici 3.9. Denimo torej, da je X zvezna slucajna spremenljivka z
gostoto fx. Tedaj po izreku 4.2 velja

[e.e] o0

E(aX+0b) = / (au+b) fx (u)du = a/ qu(u)du—l-b/oo fx(u)du = aE(X)+b,

—00 —

saj je ffooo fx(u)du = 1. Enakost za varianco sedaj takoj sledi, dokaz pa je
povsem identicen tistemu iz dokaza posledice 3.9. 0

Kot v poglavju o diskretnih sluc¢ajnih spremenljivkah lahko tudi za zvezne
iz zgornje trditve takoj izpeljemo naslednjo posledico.
Posledica 4.4. Naj bo X slucajna spremenljivka. Tedaj velja
var(X) = E(X?) — (B(X))>.

Oglejmo si kako varianco izracunamo za najbolj znane zvezne slucajne
spremenljivke.

ZGLED: Zlahka se prepricamo, da za X ~ Ul(a,b), kjer je a < b, velja

/b W (a+b)2 4@+ ab+ 1) = 3(a+ b _ (a—b)
u_ B p— .
. b—a 2

X) =
var(X) 12 12

A

ZGLED: Naj bo X ~ Exp(M), kjer je A > 0. Tedaj se z dvakratno uporabo
pravila integracije po delih hitro prepricamo, da velja F(X?) = %, torej je

a2
po zgornjem izreku
2 1 1

var(X) = sVl v (B(X))?.
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A

ZGLED: Naj bo X ~ N(u,0?). Tokrat je varianco bolje izracunati kar
direktno po definiciji. Ker sedaj ze vemo, da je E(X) = u, namre¢ dobimo,

00 2

() 42 g,

var(X) = E(X — B(X))?) = /

—co OV2T

torej je var(X) = o? [7 %ﬁth’%tht. Z integriranjem po delih dobimo

/t26—5t2dt — e 3" +/e—§t2dt.
1t2

Ker je \/%6_5 ravno gostota slucajne spremenljivke z normalno porazdeli-

tvijo N(0,1), je [ \/%e_%ﬂdt = 1, torej je zaradi limy o0 te 2" =0
var(X) = o>

Slucajna spremenljivka z normalno porazdelitvijo N(u,0?) ima torej mate-

mati¢no upanje ravno enako p, varianco pa ravno o2, A

ZGLED: Tudi varianco za X ~ Par(a) zlahka izracunamo. Seveda je kaj
takega smiselno le za o > 1, saj ima v nasprotnem primeru X neskonéno
matemati¢no upanje. V primeru, da je torej a > 1, dobimo

E(X?) = OOQO‘d:/OO ey,
()/1uu1+au lau u

Povsem podobno kot pri izracunu matemati¢nega upanja za X tako dobimo

: <2
E(X) =4 & o2
a_3 a > 2.
Tako je za a > 1
: <2
e ={ % 0%
@z 4=

A

Zgornja trditev in posledica sta torej v precejSnjo pomoc¢, ko zelimo
izracunati upanje ali varianco slucajne spremenljivke ¢g(X). Kako pa je s
porazdelitvijo slucajne spremenljivke g(X)? Kako se izraza s porazdelitvijo
slucajne spremenljivke X7 Izkaze se, da se v splosnem verjetnostna gos-
tota spremenljivke ¢g(X) ne izraza preve¢ lepo z gostoto fx. No, ¢e je
g9(X) =aX + b, kjer je a > 0, je stvar bolj preprosta.
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Trditev 4.5. Naj bo X zvezna slucajna spremenljivka z gostoto fx. Tedaj
za poljubna a,b € R, kjer je a > 0, velja

Faxiv(x) = Fx (x ; b) in foxyp(z) = —fX (x — b)

za vse x € R.

DokAz: Ker je

—b —-b
Fuxsp(z) = PlaX +b < 2) = PaX <z —b) = P(X < =) = Fy(1—2)
a a
in je fx(z) = L Fy(z), je dokaz na dlani. O
ZcLED: Naj bo X ~ N(u,0?) in naj bo a = % in b = —£. Tedaj je
b . x+ﬁ
— = —= — pu = ox, torej je po zgornji trditvi
xr — b ]_ 1ioxz\2 ]. 7lx2
Jaxio(z) = fX( ) = e2) = e,

0’ o
2mo \ 2T

kar je ravno gostota standardno normalno porazdeljene sluc¢ajne spremenljivke.
Ce torej z Y oznaéimo zvezno slucajno spremenljivko s standardno normalno
porazdelitvijo, je Y = X—;’i, torej je X = oY + p in tako dobimo, da je
P(X < z) = Fx(z) = Fy(*=£). Tako se vsaka verejtnost za X izraza z
porazdelitveno funkcijo standardne normalne slu¢ajne spremenljivke. Dovolj
je torej imeti tabelirane vrednosti za Y ~ N(0,1). A

Naloga 4.6. Naj bo X ~ Exp()), kjer je A > 0. Prepricajte se, da res velja
E(X?) =3

Naloga 4.7. Naj bo X ~ U(a,b), kjer sta a < b poljubni realni stevili
in naj bosta s,t € R taki konstanti, da je s > 0. Oznac¢imo Y = sX +¢.
Dolocite tedaj gostoto slu¢ajne spremenljivke Y. Ali ima Y tudi enakomerno
porazdelitev? Ce je odgovor da, s kaksnimi parametri?

Naloga 4.8. Naj bo X ~ Exp(A) za A > 0 in naj bosta a, b poljubni realni
Stevili, pri ¢emer je a > 0. Oznacimo Y = aX + b. Dolocite tedaj gostoto
sluéajne spremenljivke Y. Ali ima Y tudi eksponentno porazdelitev? Ce
je odgovor v splosnem negativen, kaksna morata biti a in b, da bo to res?
Dolocite v tem primeru X' > 0, da bo Y ~ Exp(X).
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Naloga 4.9. Testi inteligenénega kvocienta (IQ) so obi¢ajno narejeni tako,
da naj bi rezultate testiranja dobro aproksimirala zvezna slucajna spre-
menljivka s porazdelitvijo X ~ N(100,15%), to je, povprecni IQ naj bi bil
100, standardni odklon pa 15. Izracunajte verjetnost, da je 1Q nakljuéno
izbranega cloveka najve¢ 90. Koliksna pa je verjetnost, da je IQ naklju¢no
izbranega cloveka vecji od 1507 In koliksna je verjetnost, da je IQ nakljucno
izbranega Stevila za najvec¢ standardni odklon oddaljen od srednje vrednosti,
to je, da je IQ med 85 in 1157

4.4 Kvantili in mediana

Denimo, da imamo zvezno sluc¢ajno spremenljivko X in da nas zanima na-
jmanjse realno stevilo ¢, za katerega je Fx(q) = P(X < ¢) = 0.1. Povedano
drugace, zanima nas najmanjse realno stevilo ¢, da bo verjetnost, da je vred-
nost spremenljivke X najvec¢ ¢ enaka 0.1. V tem primeru govorimo o 0.1-tem
kvantilu, oziroma 10-tem percentilu.

Definicija. Naj bo X zvezna slucajna spremenljivka in naj bo 0 < p <
1. Tedaj je p-ti kvantil oziroma 100p-ti percentil porazdelitve X enak na-
jmanjsemu realnemu Stevilu ¢,, za katerega je Fx(g¢,) = p. V posebnem
primeru, ko je p = 0.5, govorimo o mediani porazdelitve X.

ZGLED: Izracunajmo 95-ti percentil eksponentno porazdeljene spremenljivke
X ~ Ezp(2). Kot vemo, je Fx(r) = 0zaz < 0in Fx(z) =1 — ¢ % za
x > 0. Is¢emo najmanjse realno stevilo ¢, za katerega je Fx(q) = 0.95, to
je, resujemo enacbo 1 — e 2¢ = 0.95. Dobimo e 2?7 = 0.05, oziroma q =
—11n0.05 ~ 1.498. A

Lahko se je prepricati, da je za enakomerno, pa tudi za normalno porazdel-
jeno slucajno spremenljivko, mediana kar enaka matemati¢nemu upanju. No,
da temu ni vedno tako, se hitro prepricamo. Pokazimo, da to ne velja za
slucajnos premenljivko s Paretovo porazdelitvijo, bralec pa bo pokazal, da
podobno velja tudi za eksponentno porazdeljeno slucajno spremenljivko.

ZGLED: Naj bo X ~ Par(a), kjer je @ > 0. Spomnimo se, da tedaj velja

0 <1
FX(:B):{l—m% x> 1.

Potemtakem za izracun mediane iS¢emo g > 1, za katerega je 1 — qia = 0.5.
Iskano stevilo ¢ je tako ¢ = 21/¢. Tako je na primer mediana za X ~ Par(1)
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enaka stevilu 2, mediana za X ~ Par(2) pa v/2. Vidimo torej, da vecje, kot
je stevilo a, manjsa je mediana. To je prikazano na slikah 4.3 in 4.4. A

X ~ Par(«)
(a.fx(a)) ; _ 9l/a
Plos¢ina lika pod i Medlana q 2
grafom gostote a = 4

na intervalu [1.4]
"1 je05

Plos¢ina lika pod grafom gostote na
intervalu [¢,50] je prav tako 0.5.

Slika, 4.3: Prikaz mediane za X ~ Par(4).

X ~ Par(a)

Mediana q = 2V
a=20.6

Plos¢ina lika pod grafom gostote

na intervalu [1,] Jje 0.5 Plo¥¢ina lika pod grafom gostote na
(9.fx(q))  intervalu @20 je prav tako 0.5.
1 ? e T T T

Slika 4.4: Prikaz mediane za X ~ Par(0.6).

Naloga 4.10. Izracunajte mediano za eksponentno porazdeljeno slucajno
spremenljivko X ~ Exp(A), kjer je A > 0.

Naloga 4.11. Denimo, da nek kosarkar skusa zadeti koS s redine igris¢a in da
X meri ¢as (v minutah), ki je potreben, da prvi¢ zadane kos. Predpostavimo,
da ima X eksponentno porazdelitev s parametrom A = 5. Dolocite cas, do
katerega bo kos zadel z 90 procentno verjetnostjo.
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Naloga 4.12. Naj ima X Paretovo porazdelitev X ~ Par(1l). Izracunajte
tedaj mediano slucajne spremenljivke YV = %X - 3.

Naloga 4.13. Naj bo X ~ N(5,2?). Izracunajte (oziroma bolje receno
odcitajte) tedaj deseti percentil slucajne spremenljivke X.



Poglavje 5

Slucajni vektorji

V prejsnjih dveh poglavjih smo obravnavali posamezne slucajne spre-
menljivke. Vcasih pa nas za nek poskus zanimajo vrednosti vecih sluc¢ajnih
spremenljivk hkrati. Le-te so lahko med seboj na nek nacin “povezane”,
oziroma so odvisne druga od druge, ali pa ne. V takem primeru nas potem
lahko zanima tudi kako se dejstvo, da ima ena izmed opazovanih slucajnih
spremenljivk neko vrednost, odraza na drugi slucajni spremenljivki. Taksne
situacije opisujemo s tako imenovanimi slucajnimi vektorji. Kot v primeru
ene same slucajne spremenljivke si bomo tudi te pojme ogledali posebej za
diskretne in posebej za zvezne sluc¢ajne spremenljivke.

5.1 Slucajni vektorji diskretnih slu¢ajnih spre-
menljivk

Definirajmo za zacetek kar pojem slucajnega vektorja dveh diskretnih
sluc¢ajnih spremenljivk.

Definicija. Naj bo (S, P) verjetnostni prostor in naj bosta X in Y diskretni
slucéajni spremenljivki na tem prostoru. Tedaj je (X,Y) slucajni vektor
slucajnih spremenljivk X in Y, katerega verjetnostna funkcija pxy: R* —
[0, 1] je podana s predpisom

pxy((a,0) =P(X =aANY =b)=P({seS: X(s)=aNY(s)=0}).

Seveda lahko analogno definiramo tudi slucajni vektor in pripadajoco
slucajno funkcijo vecih diskretnih sluc¢ajnih spremenljivk (seveda na istem
verjetnostnem prostoru).

Bralec je zagotovo opazil, da je dogodek {s € S : X(s) =aAY(s)= b}
presek dogodkov {s € S : X(s) =a} in {s € S : Y(s) = b}. Ce sta torej

71
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pripadajoca dogodka neodvisna, bo veljalo pxy((a,b)) = px(a)py(b). A o
tem nekoliko ve¢ kasneje.

ZGLED: Imejmo met dveh postenih kock in naj bo X slucajna spremenljivka,
ki meri vsoto pik na obeh kockah, Y pa slucajna spremenljivka, ki meri
maksimum Stevila pik na obeh kockah. Pripadajoce vrednosti verjetnostne
funkcije px y so zbrane v spodnji tabeli, kjer je v vrstici a in stolpcu b podana
vrednost px .y ((a,b)).

S
_—
S

— = © 00~ O O W N
)
COoOOC OO0 OO O oOgH

O OO OO OO O ol
O OO OO OENENo o w
O O O OBl © © O
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EI-EEEE N © © © © o] o

Bralca vabimo, da izracuna vsote vrednosti posamezne vrstice (stolpca) in
dobljeno primerja z vrednostmi verjetnostnih funkcij px in py. Kar bo ugo-
tovil, seveda ni slucaj. A

Povsem analogno kot smo v poglavju o diskretnih slu¢ajnih spremenljivkah
pokazali, da za vsak koncen (ali kve¢jemu Steven) nabor nenegativnih vred-
nosti, katerih vsota je enaka 1, obstaja verjetnostna funkcija neke diskretne
slucajne spremenljivke, ki ima ravno te vrednosti, tudi tukaj lahko pokazemo
podobno trditev za slucajne vektorje.

Kot poznamo verjetnostno funkcijo sluc¢ajnih vektorjev, poznamo tudi
porazdelitveno funkcijo slucajnih vektorjev.

Definicija. Naj bosta X in Y poljubni (diskretni) slucajni spremenljivki.
Tedaj je porazdelitvena funkcija Fxy slucajnega vektorja (X,Y’) funkcija
Fxy:R?* = [0,1], podana s predpisom Fxy((z,y)) = P(X <yAY <y).

Porazdelitveni funkciji Fix in Fy za X in Y je seveda moc¢ dobiti iz po-
razdelitvene funkcije slucajnega vektorja (X,Y). Imenujemo ju robni po-
razdelitveni funkciji.
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Trditev 5.1. Naj bo Fx y porazdelitvena funkcija sluc¢ajnega vektorja (X,Y).
Potem za robno porazdelitveno funkcijo Fx velja Fx(x) = P(X < z) =
lim, o Fxy((z,y)), za vsak x € R, za robno porazdelitveno funkcijo Fy pa
velja Fy(y) = P(Y < y) = lim, o Fxy((x,y)), za vsak y € R. Podobno
za robni verjetnostni funkciji px in py velja px(a) =3 ey () Px,v((a,b)) za
vse a € X(S) ter py(b) = 3 cx(s) Px,y((a; D)) za vse b € Y (S).

Naloga 5.1. Slucajni spremenljivki X in Y, ki sta definirani na istem ver-
jetnostnem prostoru, imata sliki X (S) = {0,1,2,3} in Y (5) = {0,2,4}. Za
verjetnostno funkcijo py y je znanih nekaj vrednosti, ki so zapisane v spodnji
tabeli (zapisane so tudi nekatere vrednosti pripadajocih robnih verjetnostnih
funkcij).

X\Y|] o 2 4 |

0 [[1/10 1/8 21,/40

1 1/10 1/5

2 || 1/20 1/10

3 1/10| 1/8
1/4 1/2

Ali je verjetnostna funkcija pxy s temi podatki natanko dolocena? Ali je
mo¢ izracunati vrednosti porazdelitvene funkcije Fxy((2,2))? Ali je moc¢
izracunati verjetnost P(X =Y)? Kaj pa P(X +Y =5)7

Naloga 5.2. Petkrat zapored vrzemo posteno kocko, pri ¢emer so posamezni
meti neodvisni med seboj. Naj X meri stevilo pojavitev enice, Y pa Stevilo
pojavitev katerekoli izmed stevil 2 in 4. Dolocite verjetnostni funkciji px in
py, nato pa v ustrezno tabelo zapiSite tudi vrednosti verjetnostne funkcije
slucajnega vektorja (X,Y). Ali se robne verjetnostne funkcije ujemajo z
vasimi ugotovitvami glede px in py? Izracunajte vrednost Fx y((3,3)).

5.2 Slucajni vektorji zveznih slucajnih spre-
menljivk

Spomnimo se, da je za zvezno slucajno spremenljivko X verjetnost, da
je njena vrednost med a in b, enaka plos¢ini pod grafom njene gostote fx
na intervalu [a, b]. Podobno bo pri slucajnem vektorju (X,Y") verjetnost, da
je par vrednosti vsebovan v nekem pravokotniku enak volumnu pod grafom
pripadajoce gostote na tem pravokotniku. Podajmo definicijio.

Definicija. Naj bosta X in Y zvezni slu¢ajni spremenljivki. Tedaj je (X,Y")
zvezni slucagni vektor, ¢e obstaja nenegativna funkcija fxy: R* — R, za
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katero je [*° % fxy(x,y)dzdy = 1, pri tem pa za poljubne z; < x5 in
y1 < y2 velja

Pl < X <aaAy1 <Y <) / / fxy(z,y)dzdy.

V tem primeru funkcijo fxy imenujemo gostota slucajnega vektorja (X,Y).

Kot pri diskretnih slu¢ajnih spremenljivkah lahko tudi tu povsem analogno
definiramo slucajne vektorje vecih zveznih sluc¢ajnih spremenljivk. Spomn-
imo se tudi kako smo v prejsnjem razdelku definirali porazdelitveno funkcijo
slucajnega vektorja. V primeru zveznega slucajnega vektorja z gostoto fxy
je tako porazdelitvena funkcija Fx y podana s predpisom

Fxy(a,b) = / / fxy (@, y)de dy.

V prejsnjem poglavju smo ugotovili, da je mo¢ za zvezne slucajne spre-
menljivke gostoto fx izracunati iz porazdelitvene funkcije Fx, saj velja fx(z) =

%ﬂf’“ﬂ). No, tudi pri zveznih sluc¢ajnih vektorjih ni ni¢ drugace. Tokrat velja
82-FX Y(‘ra y)
T,Y) = ———————.
fxy(,y) 910y

Seveda lahko tudi tokrat zlahka izracunamo robne porazdelitvene funkcije in
gostote. Velja namre¢ Fx(a) = limp o Fixy(a,b) in Fy (b) = lim, o Fxy(a,b).
Podobno dobimo Se

/fxy:cwdy i fr(y /fxyxy

Namesto, da bi se spuscali v dokazovanje zgornjih trditev si raje oglejmo
konkreten zgled.

ZGLED: Naj bosta X in Y taki zvezni slucajni spremenljivki, da je po-
razdelitvena funkcija slu¢ajnega vektorja (X,Y) podana s predpisom

l—e 2 —eVpe @) - 250,y>0
FX,Y(x7 y) = { 0 . sicer

Prepricamo se lahko, da je funkcija Fyy zares omejena na interval [0, 1].
[zracunajmo robni porazdelitveni funkciji Fx in Fy. Za z < 0 ali y <0 je
seveda Fy(x) =0 in Fy(y) = 0. Sicer pa velja

Fx(z) =lim, o Fxy(z,y) =lim, (1 — e 2 —e™¥ + e” Tty =1 — 72
Fy(z) =lim, o Fxy(z,y) =lim, oo(1 — e —e™¥ + 6_(2“9)) =1—eY.
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Izracunajmo sedaj gostoto slucajnega vektorja (X,Y). Velja fxy = 0 za
r<0aliy<0,zaz,y>0paije

aQF :C, a 3 o o
fX,Y(xay) = %yy) = %(6 Yy_e (2 +y)) = %% (2 +y).

Nazadnje izra¢unajmo Se robni gostoti fy in fy. To lahko storimo na dva
nacina. Lahko izracunamo
dFX (l’)

fx(x) =

yi =2 zax >0
x

ali pa (za x > 0)

oo

Ix(x) :/ fxy(z,y)dy = / 2e” )y = —(2e7 " H))| = 272",
oo 0 0

Podobno na poljubnega izmed teh dveh nacinov dobimo §e fy(y) =e™¥. A

Naloga 5.3. Naj bosta X in Y taki zvezni slucajni spremenljivki na verjet-
nostnem prostoru (S, P), da je (X,Y) slucéajni vektor z gostoto

2%y +ay?) 5 0<2<2,0<y<1
— 9 ’ — — & — =
Ferlean = { § s

Izracunajte porazdelitveno funkcijo slucajnega vektorja (X,Y) in dolocite
robni porazdelitveni funkciji ter robni gostoti. Izracunajte tudi verjetnost
P(1/2<X <1A1/2< X <1)in verjetnost P(X <Y).

Naloga 5.4. Naj bosta X in Y taki zvezni slucajni spremenljivki na verjet-

nostnem prostoru (5, P), da je (X,Y) slucajni vektor z gostoto

zsin®*(y)cos(y) ; 0<z<a, —2<y<Z

Ferlta = { ; .

kjer je a > 0 neka konstanta. Doloc¢ite konstanto a, nato pa izracunajte
porazdelitveno funkcijo slu¢ajnega vektorja (X,Y") ter pripadajoce robne po-
razdelitvene funkcije in gostote.

Y

Naloga 5.5. Denimo, da lokostrelec strelja v okroglo tarco radija 1 meter
in naj bo X oddaljenost tocke, v kateri puscica zadane tarco, v vodoravni
smeri, Y pa v navpicni smeri. Pri tem predpostavljamo, da lokostrelec vedno
zadane tarco. Denimo, da sta X in Y taki zvezni slucajni spremenljivki, da
za gostoto slucajnega vektorja (X,Y) velja

c i ?+y’<l
fxy((x,9)) :{ 0 : sicer

kjer je ¢ > 0 ustrezna konstanta. Dolocite konstanto ¢, nato pa dolocite
porazdelitveno funkcijo sluéajne spremenljivke R = v/ X? + Y2,

Y
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5.3 Neodvisnost slucajnih spremenljivk

Spomnimo se, da smo v razdelku o pogojni verjetnosti definirali pojem
neodvisnosti dogodkov in sicer smo rekli, da sta dogodka A in B neod-
visna, ¢e velja P(AN B) = P(A)P(B). No, tudi za slu¢ajne spremenljivke
bomo zadevo definirali podobno, le da bomo tokrat uporabili pripadajoce
porazdelitvene funkcije. Spomnimo se namre¢, da za sluc¢ajni spremenljivki
X in Y na verjetnostnem prostoru (S, P) in (a,b) € R x R velja P(X <
aNY <b) = Fxy((a,b) in P(X < a) = Fx(a) ter P(Y <b) = Fy(b).
Naslednja definicija je tedaj povsem naravna.

Definicija. Naj bosta X in Y slucajni spremenljivki na verjetnostnem pros-
toru (9, P) in naj bo Fxy porazdelitvena funkcija pripadajocega slucajnega
vektorja. Tedaj sta X in Y neodvisni, ¢e za poljubna a,b € R velja

FX’y<a, b) = Fx<a)Fy(b),

to je,
P(X <aAnY <b)=P(X <a)P(Y <D).

Definicija neodvisnosti se seveda na naraven nacin posplosi tudi na vec
sluc¢ajnih spremenljivk.

ZGLED: Slucajni spremenljivki iz zgleda pri diskretnih slu¢ajnih spremen-

ljivkah nista neodvisni, saj na primer velja Fyy(4,2) = % = é, obenem pa
jeFx() =2 =1inFy(2) =5 =3

Po drugi strani sta sluc¢ajni spremenljivki iz zgornjega zgleda zveznih slucajnih
spremenljivk neodvisni. A

Izkaze se, da za diskretne slucajne spremenljivke velja naslednji izrek. A
ker je dokaz dokaj tehnicen in dolg, ga tu ne bomo navajali.

Izrek 5.2. Naj bosta X in Y diskretni slucajni spremenljivki na verjetnos-
tnem prostoru (S, P) z zalogama vrednosti X (S) = {ay,aq,...} in Y(S) =
{b1,bs,...}. Tedaj sta X in'Y neodvisni natanko tedaj, ko za vsak i in j velja

P(X=a;NY =b;) = P(X = a;)P(Y = b;).

Povedano drugace, zgornji izrek pove, da sta diskretni slucajni spre-
menljivki X in Y neodvisni natanko tedaj, ko se da verjetnostna funkcija
pxy faktorizirati kot pxy = pxpy. V zgornjem zgledu bi se tako lahko
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o odvisnosti spremenljivk X in Y prepricali tudi tako, da bi ugotovili, da

pxy((2:1) = 55 # 55 - 55 = Px(2)pv (1).
Tudi pri zveznih slucajnih spremenljivkah imamo podobno karakterizacijo
neodvisnosti slucajnih spremenljivk.

Izrek 5.3. Naj bosta X in'Y zvezni slucajni spremenljivki na verjetnostnem
prostoru (S, P). Tedaj sta X in Y neodvisni natanko tedaj, ko obstajata
realni funkciji g in k, da za vsak par x,y € R velja

fxy(z,y) = g(@)k(y).

Dokaz: Ce sta X in Y neodvisni, za vsak z,y € R velja Fxy(z,y) =
Fx(z)Fy(y). Cez fxy, fx, [y oznac¢imo pripadajoce gostote, to pomeni

/; /: Fxy (u,v)dudv = /zo fX(u)du./: Fy (v)do.

Dvakrat parcialno odvajamo, najprej po x, nato po y, pa dobimo

P = 5 (fx<x> | fy(v)dv> = fx (@) ).

Pokazimo Se obrat. Naj sedaj velja fxy(x,y) = g(z)k(y). Najprej se spom-
nimo, da je [ [7 fxy(u,v)dudv =1. To pomeni, da velja

1:/_Z/_Zg(u)k(v)dudv:/_Zg(u)du-/_j;k(v)dv.

Pavton) = [ [ fortwodua = [ gtau- [ ko,

—00 —0o0

Ker je

je potemtakem
fe'e) [ee} T )
FX,y(x,y):/ g(u)du‘/ k(v)dv-/ g(u)du~/ k(v)dv.
Opazimo Se

Fx(x):/;/:fx,y(u,v)dudv:/;gw)du-/:k(v)dv

in podobno Fy (y) = [ g(u)du- [*__k(v)dv, pasledi Fxy(z,y) = Fx(z)Fy(y).
Spremenljivki X in Y sta torej res neodvisni. 0
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Med drugim smo torej dokazali, da v primeru, ko sta X in Y neodvisni
zvezni slucajni spremenljivki, velja fxy = fx - fy.

ZGLED: Naj bosta X in Y taki zvezni slucajni spremenljivki, da za njun
slucajni vektor (X,Y) velja, da je njegova gostota podana s funkcijo fxy s
predpisom

12 2 :
F(zy + 2y ; 0<2<1Tin0<y<1
fX,Y(may>_{ 5( 0 ) . sicer

Ali sta X in Y neodvisni slucajni spremenljivki?
Ker lahko to funkcijo faktoriziramo kot fxy(z,y) = 22 - y(1 +y), sta X in
Y po zgornjem izreku neodvisni. A

Naloga 5.6. Za vsako izmed nalog prejsnjega razdelka ugotovite ali sta pri-
padajoci slucajni spremenljivki neodvisni ali ne.
Naloga 5.7. Naj bo X stevilo cifer pri metu treh uravnotezenih kovancev.

Ali obstaja kaka slucajna spremenljivka Y za ta dogodek, ki je neodvisna od
X7

5.4 Matemati¢cno upanje funkcij vecih slucajnih
spremenljivk, kovarianca in korelacija

Imejmo situacijo, ko imamo vec¢ slucajnih spremenljivk, recimo X in
Y, zanima pa nas neka funkcija teh dveh slucajnih spremenljivk, recimo
g(X,Y) = XY?. Kaksna je “pri¢akovana vrednost” funkcije g? Ce je g do-
volj lepa funkcija, je seveda g(X,Y) spet slucajna spremenljivka, torej lahko
govorimo o njenem matemati¢nem upanju. Pa denimo, da govorimo zveznih
slucajnih spremenljivkah. Ce bi torej zeleli izracunati upanje spremenljivke
g(X,Y), bi morali najprej poznati njeno gostoto, recimo f,, saj po definiciji
velja E(g(X,Y)) = [*°_uf,(u)du. Na sreco se tudi tokrat izkaze, da lahko
v veCini primerov upanje izracunamo neposredno, torej brez da bi poznali
gostoto “nove” slucajne spremenljivke.

Izrek 5.4. Naj bosta X in'Y slucajni spremenljivki na verjetnostnem pros-
toru (S, P) in naj bo g: R* — R taka funkcija, da je Z: S — R, podana s
predpisom Z(s) = g(X(s),Y (s)), sluc¢ajna spremenljivka. Tedaj velja:
1. Ce sta X in'Y diskretni slucajni spremenljivki z zalogami vrednosti
X(S) ={a1,aq,...} mY(S)={by,bs,...}, tedaj velja

E(Z) = Z Zg(ai’ bj)pX,Y(aia bj>~
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2. Ce sta X in'Y zvexni slucajni spremenljivki, velja

E(Z) = /_Z /_Zg(x,y)fx,y(x,y) dz dy,

kjer je fxy gostota slucajnega vektorja (X,Y).

ZGLED: Denimo da nek obrtnik na Kitajskem izdeluje vaze. Nek model
je precej preprost. Je valjaste oblike, s polmerom R in visino H. A ker
vaze izdeluje ro¢no, parametra R in H nista konstanti, pa¢ pa sta slucajni
spremenljivki. Zanima nas pricakovani volumen izdelane vaze. Seveda je
V = 7R*H. Denimo, da je H ~ U(20,25), da je R ~ U(5,7) in da sta
spremenljivki H in R neodvisni. V tem primeru je seveda fp(x) = ; za
20 < x < 251in fr(y) = % za b < y < 7. Tako je zaradi neodvisnosti
fxy(z,y) = % 2za20 <2 <25in5 <y < 7. Po zgornjem izreku tako
dobimo

2% 7 25 3
EV)= 7r/ / —7r?hdrdh = 7T/ h —
20 Js 10 20 30

1635
= —T.

2

! )_ 1097 h?2

15 2

r=>5 20

A

Ce je funkcija ¢ v zgornjem izreku linearna, dobimo e posebej lep rezul-
tat.

Izrek 5.5. Naj bodo o, 3,7 € R poljubna stevila, X 'Y pa poljubni slucajni
spremenljivki na verjetnostnem prostoru (S, P). Tedaj velja

E(aX + Y +v) =aE(X)+ SEY) + 1.

DokAz: Glede na trditev 4.3 lahko brez skode za splosnost privzamemo, da
je v = 0. Dokazimo izrek za primer, ko sta X in Y diskretni slucajni spre-
menljivki z zalogama vrednosti X (S) = {a1,as,...} in Y(S5) = {b1,b,...}.
Dokaz za zvezni slucajni spremenljivki prepuscamo bralcu. Po zgornjem
izreku je

E(aX +pY) =35 (aa; + b)) P(X = a; \NY =b;) =

Yo aaP(X =a; NY =b;)+ 32,5 B0 P(X =a; NY =b;) =
QZZCL@Z]P(X:CLI/\Y:[)J)+62]bJZZP(X:CL1/\Y:bJ) ==
a);a;iP(X =a;)+ B85 ;0;P(Y =b;) = aE(X) + BE(Y),

kot smo trdili. O
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ZGLED: Spomnimo se, da za diskretno slucajno spremenljivko X ~ Bin(n, p)
velja F(X) = np. Bralec se bo spomnil, da smo se morali za ta izracun kar
precej potruditi. S pomocjo zgornjega izreka pa je dokaz tega dejstva precej
bolj preprost. Sluc¢ajna spremenljivka X namre¢ v tem primeru predstavlja
Stevilo cifer pri metu n kovancev, pri ¢emer je verjetnost cifre za vsak ko-
vanec enaka p. Torej lahko slucajno spremenljivko X zapisemo kot vsoto
n (neodvisnih) sluc¢ajnih spremenljivk Y7, Y5, ... Y, vsaka izmed katerih
ima Bernoulli-jevo porazdelitev Y; ~ Ber(p). Kot vemo je E(Y;) = p. Po
veckratni uporabi zgornjega izreka pa tedaj velja tudi E(X) =>"" | E(Y;) =
np. A

Zgornji izrek torej pokaze, da je matemati¢no upanje aditivna funkcija, to
je, za poljubni slucajni spremenljivki X in Y na istem verjetnostnem prostoru
je E(X+Y)=EX)+ E(Y). Kako pa je s produktom? Ali vedno velja
E(XY)=EX)E(Y)?

ZGLED: Spomnimo se naSega zgled meta dveh postenih kock, pri katerem je
X merila vsoto pik na obeh kockah, ¥ pa maksimum pik na obeh kockah.
Upanje E(X) zlahka izracunamo, saj je X = X; + Xo, kjer je X Stevilo
pik na prvi kocki, Xy pa stevilo pik na drugi kocki. Ker je seveda E(X;) =
E(X,) =1, je po zgornjem izreku E(X) = 7. Seveda pa lahko upanje E(X)
izracunamo tudi direktno. Velja

1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
—9. —43. 2 442 45 46— 47— 48— 49.— I el S
E(X)=2 36+3 36+4 36+5 36+6 36+7 36+8 36+9 36-i—lO 36+ 1 36+12 36

to je , E(X) = 22 = 7. Podobno dobimo

1 3 5 7 9 11 161

EY)=1 —+42 - —43- 244 - —+5.-—4+6-— = —.
¥) 3677736273636 7 36 36 36

Za produkt XY po izreku 5.4 in zgornji tabeli velja

E(XY) = 2-1-5+3-2-2+4-2-5-4+4-3-2+5-3- &
+ 5-4-246-3-5-+6-4-24+6-5-=+7-4-%
+ 75 2476-54+8-4-5:+8.5-2+8-6-%
+ 9:5-249:6-54+10-5-5:4+10-6- =
+ 11:6-%+12-6- 5
_ 1232 _ 308

36 9
V tem primeru torej E(XY') # E(X)E(Y). A

Kot je zanimivo vprasanje ali je matematicno upanje multiplikativna
funkcija, je zanimivo tudi vprasanje ali je aditivna varianca, to je, ali vedno
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velja var(X +Y) = var(X) + var(Y)? Pa malce racunajmo (pri ¢emer
uporabljamo aditivnost upanja):

var(X +Y) = E(X+Y -E(X+Y))?) =E((X-EX))+ (Y -EY)))?
var(X) +var(Y) +2E(X — E(X))(Y — E(Y)))
= var(X) +var(Y)+2(E(XY) - E(X)E(Y)).

Ta “dodatni clen” ima tolikSen pomen, da zasluzi novo ime.

Definicija. Naj bosta X in Y slucajni spremenljivki na verjetnostnem pros-
toru (S, P). Tedaj je njuna kovarianca cov(X,Y) enaka stevilu

cou(X,Y) = B(X — E(X)(Y — E(Y))) = E(XY) — E(X)E(Y).

Ce je cov(X,Y) > 0, pravimo, da sta X in Y pozitivno korelirani. Podobno
definiramo pojem negativne koreliranosti. Ce je cov(X,Y) = 0, pravimo, da
sta X in Y nekorelirani.

Po zgornjem rac¢unu je torej var(X +Y') = var(X)+var(Y)+2cov(X,Y).
Ocitno velja tudi tale trditev.

Trditev 5.6. Naj bosta X in Y slucajni spremenljivki. Tedaj je var(X +
Y) = var(X) + var(Y) natanko tedaj, ko je E(XY) = E(X)E(Y), kar se
zgodi natanko tedaj, ko sta X in'Y nekorelirani slucajni spremenljivki.

V kaksni zvezi sta pojma neodvisnosti in nekoreliranosti slucajnih spre-
menljivk? Izkaze se, da eden implicira drugega, obratno pa ni vselej res.

Trditev 5.7. Naj bosta X in'Y neodvisni slucajni spremenljivki. Tedaj sta
X 'Y nekorelirani.

DokAz: Napravimo dokaz za diskretni slucajni spremenljivki. Dokaz za
zvezne slucajne spremenljivke gre podobno. Dokaz temelji na izreku 5.2, ki
pove, da za neodvisni diskretni slu ¢ajni spremenljivki X in Y velja P(X =

Da se videti, da obrat ne velja. Obstajajo torej pari nekoreliranih sluc¢ajnih
spremenljivk, ki pa niso neodvisne. Primer na vajah.

Kaj torej meri kovarianca?” Na nek nacin bi lahko rekli, da meri na
kaksen nacin je ena spremenljivka odvisna od druge. Vendar pa je kovarianca
odvisna od “spremembe enot”. Zato vpeljemo standardizirano kovarianco,
ki ji recemo korelacijski koeficient.
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Definicija. Naj bosta X in Y slucajni spremenljivki na verjetnostnem pros-
toru (S, P). Tedaj je njun korelacijski koeficient p(X,Y') definiran kot

cov(X,Y)
X,Y) = .
L ) Vvar(X)var(Y)

ZGLED: Ilustrirajmo vse skupaj na primeru. Naj bosta X in Y taki zvezni
slucajni spremenljivki, da je gostota pripadajocega vektorja podana s pred-
pisom

Z22?y+ay?) ; 0<w<3, 1<y<2
— 75 ) = = Y =~ >
fX,Y(xny) - { 0 : sicer

Bralec se bo hitro preprical, da od tod za robni gostoti sledi

2Z9r4+7) ; 0<z<3
_J 25 » VST
fx(x)—{ 0 : sicer

LBy+12) ; 1<x<2

_J 2 LS T S

fry) { 0 ;  sicer

Sedaj zlahka izracunamo upanji £(X) in E(Y). Dobimo E(X) = £ in
E(Y) = BT Izra¢unamo e E(XY) = 1% pa je

100° ~ 507
171 109 157 13
X, V)= o =22 2
vl Y) =50~ 50 100~ 5000
Zlahka se prepricamo, da velja tudi var(X) = 225 in var(Y) = {555, pa je
_ 13
p(X,Y) = ——B0__ ~ 00147
080 791
2500 ~ 10000

Zlahka bi se prepricali, da bi v primeru, ko bi namesto X vzeli 1000X (recimo,

namesto v kilometrih razdaljo merimo v metrih), dobili cov(X,Y) = -2,

korelacijski faktor pa bi ostal nespremenjen. A

Kar smo opazili zgoraj, ni slu¢aj. Velja namrec tale trditev.

Trditev 5.8. Naj bosta X in'Y slucajni spremenljivki. Tedaj za poljubna
realna stevila o, 3,7, 0 velja

(i) var(aX + B) = a?var(X).

(i) cov(aX + f,7Y +0) = aycov(X,Y).
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(111) p(aX + B,7Y +0) = sgn(ay) - p(X,Y).
(iv) =1 < p(X,Y) <1.

Naloga 5.8. Imejmo poskus, pri katerem petkrat zapored vrzemo posten
kovanec. Naj X meri stevilo cifer v teh petih metih, Y pa stevilo po-
javitev dveh enakih zaporednih metov. Tako je na primer Y/(CCGGG) = 3,
Y(CGCGC) = 0 in Y(CCCCC) = 4. Izracunajte upanje E(X + 2Y) in
varianco var(X 4+ Y'). Dolocite Se korealcijski koeficient p(X,Y).

Naloga 5.9. Naj bosta X in Y diskretni slucajni spremenljivki na nekem ver-
jetnostnem prostoru s slikama X (S) = {0,5} in Y(S) = {0, 1,2}, pri tem pa
naj velja pX,Y((Oa 0)) = pX,Y((E)’ O)) = 1/87 pX,Y((O’ 1)) = pX,Y((57 2)) = 1/4
in pxy((5,1)) = 1/16. Dolocite vrednost pxy((0,2)), nato pa izracunajte
var(X), var(Y), var(X +Y) in cov(X,Y).

Naloga 5.10. Naj bo X ~ U(0,10) in naj bo Y = X?2. Dolocite koeficient
korelacije p(X,Y).

5.5 Neenakost Cebiseva in zakon velikih stevil

Denimo, da opravljamo meritev pri nekem naravnem pojavu. Ce oprav-
imo meritev veckrat, vsaki¢ v enakih pogojih, bi pricakovali, da bo meritev
vsakic ista. In vendar ponavadi temu ni tako. Kako potem ugotoviti katera
je prava vrednost? V praksi tezavo premagamo tako, da meritev pri enakih
pogojih ponovimo veckrat, potem pa vzamemo povprecCje meritev. Izkaze
se, da je ta metoda dobra. V tem razdelku se bomo prepricali, da je tudi
matematicno korektna. Morda velja omeniti, da je s to metodo A. A. Michel-
son leta 1879 izmeril hitrost svetlobe. Danes vemo, da je meter definiran tako,
da svetloba za en meter potrebuje Wlmzss sekunde. Po tej definiciji metra
je torej hitrost svetlobe enaka 299792458 metrov na sekundo. Michelson
je ze leta 1879 s svojimi meritvami hitrost svetlobe ocenil na 299944 4 51
kilometrov na sekundo. Kot vidimo ni naredil prav velike napake.

Pa denimo, da neko meritev ponovimo n krat. Ce meritev zares izvedemo
vsaki¢ pri “istih” pogojih in posamezne meritve ne vplivajo ena na drugo,
si potemtakem lahko mislimo, da rezultat i-te meritve predstavlja slucajna
spremenljivka X;. Seveda imajo vse spremenljivke X; isto porazdelitev.
Ozna¢imo njeno matematiéno upanje z 4 in njeno varianco s o2. Ce povprecje
%(Xl + Xy + -+ X,,) oznacimo z X, potemtakem zaradi linearnosti upanja
velja

B(X) = (bt +p) =
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To pomeni, da ima povprecje enako upanje kot sama porazdelitev. Kako pa
je z varianco? Zaradi neodvisnosti X; je tudi varianca aditivna, torej dobimo

To pomeni, da se varianca, oziroma razprSenost, na ta nacin zmanjsa. Ce
vzamemo n dovolj velik, bo torej varianca povprecja prakti¢no nicelna.

Predno si ogledamo naslednji primer se najprej spomnimo trditve 4.5, ki
govori o tem, kako se pri translaciji in raztegu zvezne slucajne spremenljivke
spremenita njena gostota in porazdelitvena funkcija. Potrebovali bomo se
naslednjo trditev.

Trditev 5.9. Naj bosta X in Y mneodvisni zvezni slucajni spremenljivki z
gostotama fx in fy. Tedaj je gostota slucajne spremenljivke 7 = X +Y
podana s predpisom fz(z) = [~ fx(z —y)fv(y)dy za vse z € R.

ZGLED: Oglejmo si naslednji primer. Naj bo Z, = X1+ Xo+ X3+ -+ X,,,
kjer ima vsaka od spremenljivk X; eksponentno porazdelitev X; ~ Exzp()).
Oznacimo z fx gostoto slucajne spremenljivke z eksponentno porazdelitvijo
Exp(X\). Po zgornji trditvi je torej

.2 = [ G pixwy = [ e ey =

0

— )\26—/\2/ dy — )\2Z€_>\Z,
0

za z > 0 (sicer je seveda fz,(z) = 0). Podobno bi ugotovili, da je fz,(z) =

’\73226—/\2, itd. Za splosen n dobimo
f2.(2) = (=11 2> 0
0 ;. sicer.

Omenimo, da je to poseben primer takoimenovane Gamma porazdelitve.
Slucajna spremenljivka Z ima Gamma porazdelitev s parametroma o > 0
in A > 0 (oznaka Z ~ Gamm/(a, \)), ¢e je nejna gostota podana s predpisom

Az)ele=r2
{ T ;2> 0

0 ;  sicer.

fz(z) =
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Bralec se bo spomnil, da za gamma funkcijo veljaI'(n) = (n—1)!in I'(a+1) =
al' (@), ter da je v splosnem I'(ar) = 7t e dt.
Po zgornjem komentarju je torej za povpreéje X = % gostota podana s
predpisom
An(Anz)nle=nz

(n—1)!

fx(z) =n- fz,(nz) =
To pomeni, da ima vsota Z,, porazdelitev Gamm(n, ). A

Ta primer pokaze, da se z vecanjem Stevila n vsa gostota vedno bolj
“koncentrira” okrog upanja F(X). Da ugotovimo kako zelo blizu upanju
se ta gostota “koncentrira”, bo v veliko pomo¢ naslednji izrek, znan pod
imenom neenakost Cebiseva.

Izrek 5.10 (Neenakost Cebiéeva). Naj bo X poljubna slucajna spremenljivka
m naj bo a > 0. Tedaj velja

1
P(|X —E(X)|>a) < gvar(X).
Malce povrsno bi torej lahko rekli, da ta neenakost pove, da je vecina
gostote skoncentrirana znotraj nekaj standardnih odklonov okrog upanja.

DokAz: Dokazimo neenakost za zvezno slucajno spremenljivko X. Dokaz
za diskretne slucajne spremenljivke gre povsem analogno. Naj bo torej X
zvezna slucajna spremenljivka z gostoto fy in upanjem E(X) = p. Tedaj po
izreku 4.2 velja

var(X) = / o - W fxlo)de > / (2 — w0 fx(0)de >

—o le—ul>a

/ | a®fx(v)dr = a*P(|X — p| > a).

O

Posledica 5.11. Naj bo X slucajna spremenljivka z upanjem E(X) = u in
varianco var(X) = 0. Tedaj za vsak k € N velja

1
P(IX =l < ko) > 1- .
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Dokaz: Ce v neenakost Cebigeva vstavimo a = ko, dobimo P(|X — p| >
ko) < mvar(X) = 5. To pomeni, da je P(|X —p| < ko) = 1—P(|X —p| >
ko) >1— 5. O

To na primer pomeni, da je verjetnost, da je vrednost X znotraj treh
standardnih odklonov okrog upanja, vsaj g, kar je priblizno 89 procentov.

Vrnimo se sedaj kon¢no k vprasanju kaj se zgodi, ¢e nas zanima povprecje
n enako porazdeljenih neodvisnih sluc¢ajnih spremenljivk Z, = w
Naj ima porazdelitev, po kateri se ravnajo vse X;, upanje p in varianco o?.
Tedaj za povprecje Z, velja E(Z,) = p in var(Z,) = %2 Po neenakosti
Cebiseva torej za vsak ¢ > 0 dobimo
1 o?

P(Z,—ul>¢e) <
(170 —H22)< 52
Ne glede na to kako majhen je e, je to konstanta, torej gre desni izraz z
vecanjem vrednosti n v 0. S tem smo dokazali takoimenovani (sibki) zakon
velikih stevil.

Izrek 5.12 ((Sibki) zakon velikih §tevil). Naj bo Z, pouprecje n neodvisnih
in enako porazdeljenih slucajnih spremenljivk z matematicnim upanjem .
Tedaj za vsak € > 0 velja

lim P(|Z, —u| >¢) =0.
n—oo



