Verjetnost in statistika 2010/11

1. KOLOKVI1J
18. april 2011

1. Neki poskus ima 4 mozne izide a, b, ¢, d, za katere velja:

Verjetnost dogodka {c} je enaka eni petini verjetnosti nasprotnega dogodka.

Verjetnost izida b pri pogoju, da smo dobili izid b ali ¢, je enaka 3/5.

Dogodka {a,b} in {a,c} sta neodvisna.

Verjetnost izida a je manjsa od 1/3.
Dolocite verjetnost izida d.

2. 15 enakih knjig naklju¢no razporedimo v rde¢o, modro in zeleno Skatlo. Nekatere od skatel lahko ostanejo
prazne.
(a) Kaksna je verjetnost, da je vsaj ena skatla prazna?

(b) Kaksna je verjetnost, da dve skatli vsebujeta enako stevilo knjig?
Algebrskih izrazov ni potrebno izra¢unati.

3. Osebi A in B meceta kovanec z verjetnostjo grba p = % Ce pade grb, dobi oseba A dve tocki, ¢e pade
cifra, pa oseba B tri tocke. Zmaga tisti, ki prvi zbere 6 tock.

(a) Posamezno igro lahko predstavimo kot besedo iz ¢rk G in C' (npr. GCC). Zapisite mnozico S vseh
moznih iger (izidov) in izra¢unajte verjetnost vsakega izida.

(b) Izracunajte verjetnost zmage osebe A in pogojno verjetnost zmage A, Ce je igra trajala 3 mete.

(¢) Slucajna spremenljivka X naj pomeni Stevilo cifer v posamezni igri. Dolo¢ite verjetnosti P(X = k)

za vse mozne vrednosti k& € X (.5) in matemati¢no upanje F(X).

4. Student zna odgovoriti na natanko 7 od 10 izpitnih vprasanj. Na izpitu dobi 3 razli¢na nakljuéno izbrana
vprasanja.

(a) Denimo, da se Student z verjetnostjo 0.2 zmoti pri vprasanjih, ki jih zna. Za uspeSen izpit mora
pravilno odgovoriti vsaj na dve vprasanji. Kaksna je verjetnost, da opravi izpit?

(b) Naj bo X stevilo ugodnih vprasanj, ki jih je dobil tudent. Zapisite izraz za P(X = k) in dolocite
tip slucajne spremenljivke X.

Vsaka naloga je vredna 10 tock. Cas za reSevanje je 120 minut. Veliko uspeha!



Resitev
1. Elementarne dogodke {a}, {b},{c}, {d} pisimo kar kot izide a,b, ¢, d. Potem velja:
e P(c) = £(1 = P(c)), torej je P(c) =1/6.
o P(b|{b,c}) = gt = £, od koder dobimo P(b) = 1.
o Neodvisnost pomeni P({a, b} N{a,c}) = P({a,b})P({a,c}) oziroma

P(a) = (P(a) + ()) P(a) + P(c)).
Dobljena kvadratna enacba P(a)? + 7= P(a) + 55 = 0 ima dve resitvi P(a) = 2.
e 1z pogoja P(a) < % zdaj sledi P(a) = 4.
Sledi P(d) =1— P({a,b,c})=1— (% 4 % + %) — %

2. (a) Ker so knjige enake, razporeditev v tri razlicne skatle pomeni, da med knjige v vrsti postavimo 2

locilni polici na eno izmed 15 + 2 moznih mest, torej je vseh razporeditev (15; 2). Ce takoj vlozimo

v vsako skatlo po eno knjigo, lahko preostalih 12 razporedimo na (12;' 2) nacinov. Sledi
(14) 45
P(vsaj ena skatla prazna) = 1 — P(ni¢ praznih skatel) =1 — ﬁ =136 = 0.33.
2

Lahko bi uporabili tudi nacelo vkljucitev in izkljucitev. Oznacimo z M ,R,Z mnozice razporeditev, pri katerih
je prazna modra, rdeca oziroma zelena Skatla. Potem je M U RU Z mnozica vseh razporeditev, pri katerih je
prazna vsaj ena skatla. Sledi [M URU Z| = 3|M| —3|M NR|+ |MNRNZ|=3("’) —3+0=45in od tod
isti rezultat kot prej.

(b) Velja1l5=2-0+15=2-1+13=2-2411=2-34+9=2-4+7=2-5+5=2-6+3=2-7+1. Ce
je v dveh skatlah 0 knjig in v eni 15, imamo za Skatlo s 15 knjigami 3 razlitne moznosti. Podobno
velja v ostalih situacijah, razen, ko je v vseh treh skatlah 5 knjig - tedaj je moznost ena sama. Sledi

3+3+3+3+3+14+3+3 22

7 = — =0.16.

() 136

P(dve skatli enako knjig) =

3. (a) Dobimo 10 moznih 1ger Igre z zmago A so GGG (verjetnost p* = 2) in C’GGG GCGG,GGCG
8

(vsaka z verjetnostjo pq = s1)- lgre z zmago B pa so CC (z verjetnostjo ¢ = 1/9) GCC,GCG
(vsaka z verjetnostjo ¢>p = 2/27) in GGCC,GCGC,CGGC (vsaka z verjetnostjo ¢?p? = 4/81).
(b) Iz prejsnje tocke sledi
8 8 16 . C o
P(A) = P({GGG,CGGG,GCGG,GGCGY}) = 37 + 38—1 37 (igra torej ni poStena)
; (feaay) (2/3)
P 2/3 2
P(Aligra traja tri mete) = - _z
(Aligra traja tri mete) = Hrrmm s CoE Gaan — 232/3)1/32 1 2/3)° 3

(¢) X lahko zavzame le vrednosti 0, 1, 2. Izra¢unamo

P(X =0) = P({GGGY}) = p® = 8/27,
P(X =1) = ({CGGG GCGG,GGCGY) = 3p°q = 8/27,
P(X =2) P(A) = 11/27.

4. (a) Naj bo A; dogodek, da student dobi ¢ vprasanj, ki jih zna odgovoriti, in B dogodek, da opravi izpit.
Potem je {Ay, ..., A3} popoln sistem dogodkov. Ker je P(B|Ag) = P(B|As) = 0, po Izreku o popolni
verjetnosti sledi

P(B) = P(B|A2)P(As2) + P(B|A3)P(A3)

=0.8? 60 +(3-0.8%-0.2 +0.8%) ( ) - =

(5) U

7 3
(b) P(X = k) = W) o k201,23 in X ~ HGeo(3, 10, 7).
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2. KOLOKVI1J
6. junij 2011

1. Na daljici [0,1] nakljuéno in z enako verjetnostjo izberemo dve tocki, ki daljico razdelita na tri dele.
Kaksna je verjetnost, da iz njih ne moremo sestaviti trikotnika?

2. Neposten kovanec z verjetnostjo grba 1/3 vrzemo 3000-krat in z X oznacimo Stevilo padlih grbov. Naj bo
a verjetnost dogodka, da je 950 < X < 1050.
(a) Zapisite tocen algebrski izraz za a.

(b) Izracunajte priblizek za a s pomocjo normalne aproksimacije binomske porazdelitve in verjetnostne
tabele za standardizirano normalno porazdelitev (narisi skico!).

(¢) Ocenite spodnjo mejo za a z uporabo neenacbe Cebiseva.
3. Za diskretni sluc¢ajni spremenljivki X,Y velja

C(2£L’+y), T e {07172}7y € {Oa 1,273}

0, sicer.

Tabelirajte vrednosti X,Y in doloc¢ite vrednost konstante c.
Izracunajte verjetnosti P(X =2,V =1)in P(X > 1,Y < 2).

Doloéite robno porazdelitev za X, torej vrednosti P(X = x) za vse z.

(a)
(b)
(c)
(d) Ali sta X in Y neodvisni? Izra¢unajte kovarianco cov(X,Y).

4. Za neodvisni zvezni sluc¢ajni spremenljivki X in YV velja X ~ Exp(2) in fy(y) = {
Izracunajte naslednje verjetnosti:

(a) PO<X<1,0<Y <1).
(b) P(X +Y >1).
(c) Pl< X <2).

Vsaka naloga je vredna 10 tock. Cas za reSevanje je 120 minut. Veliko uspeha!



Resitev

1. Oznaé¢imo izbrani tocki z X in Y, tedaj daljica razpade na kose dolzin X, Y — X in 1 —Y. Celoten prostor
dogodkov je kvadrat [0, 1] x [0, 1] s ploséino 1. Ce je X < Y, potem lahko trikotnik sestavimo le v primeru,
koje X+ Y -X)>1-Y, X4+(1-Y)>2Y-Xin(Y-X)+(1-Y) > X. Ustrezno obmocje v ravnini
je trikotnik z oglisci (0,1/2), (1/2,1/2) in (1/2,1), ki ima plos¢ino 1/8 (narisi skico!). Primer Y < X je
seveda simetricen. Sledi, da je iskana verjetnost enaka 1 —2-1/8 = 3/4.

2. (a) a= ,190:4;’51 (30k00)(1/3)k(2/3)3000—k_

(b) X aproksimiramo z Y ~ Nor(1000, 2%2). Standardiziramo Y’ = \3;2_010%0/03 = Y2_5.1g200. Sledi

P(950 < X < 1050) = P(950.5 < Y < 1049.5) = P(—1.92 < Y’ < 1.92) = 2.P(0 < Y’ < 1.92) = 0.9452.

(c) Po NC velja P(|X — 1000| > 50) < 4/15, torej je P(|X — 1000| < 50) > 11/15 = 0.73.

pxy | O 1 2 3
0 0 c 2c 3c
1 2¢c 3¢ 4c b
2 4c Hc 6¢c  Tc

Ker je vsota vseh elementov v tabeli enaka 42¢, sledi ¢ = 1/42.
(b) P(X=2Y=1)=5/42in P(X >1,Y <2)=4/7.

0 1 2
(c) X~ <3/21 7/21 11/21)'

(d) Nista neodvisni (npr. P(X = 0) = 7/42, P(Y = 0) = 6/42, toda P(X = 0,Y =0) = 0 #
= 1.

o . 0o 1 2 30 .
P(X = 0)P(Y =0) Za kovarianco izrat¢unamo Se Y ~ (6/42 9/42 12/42 15/42> m
xy~( 0 Lo 2 3 46 g cov(X,Y) = B(XY) — B(X)E(Y) = 5L —
12/42 3/42 9/42 5/42 6/42 7/42) DT COVIA )= s
20 39 _ _ 20
21 21 147

2e72% >0 18ye~2*=3Y 2 >0,y > 0,
0, <0 0, sicer.
Od tu naprej je naloga zgolj vaja iz dvojnih integralov. Pri vsakem primeru narisite skico!

4. Velja fx(z) = . Ker sta X, Y neodvisni, sledi f(x y)(z,y) = {

(a) PO<X <1,0<Y <1)= [ [} 18ye 2 drdy =1 — e% — 4¢3 + de™® = 0.69.
(b) P(X+Y >1)=1— [ [} ¥ 18ye 2" ¥dz dy = 1 — 9e~2 + 1de~? = 0.48.
) Pl<X<2)=[?[> 18ye™2*=dr dy = e=2 —e™* = 0.12.

1 Jo
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PisNI 1zrIT
13. junij 2011

.V §tiri ovojnice z naslovi naklju¢no vlozimo §tiri pripravljena pisma. Kaksna je verjetnost, da bodo vsa
pisma v pravih ovojnicah? Kaksna je verjetnost, da bo vsaj eno pismo v pravi ovojnici?

. Verjetnost, da se rodi fant, je 1/2. Neka druzina ima 4 otroke.

(a) Kaksna je verjetnost, da imajo vsaj enega fanta?

(b) Kaksna je verjetnost, da imajo vsaj enega fanta in vsaj eno deklico?

(¢) Kaksna je verjetnost, da imajo 2 fanta, ¢e se je zadnja rodila deklica?
)

(d) Naj bo X stevilo fantov v druzini. Dolocite varianco in standarni odklon za X.

. Vrzemo dve posteni kocki. Vrednost slucajne spremenljivke X naj bo Stevilo padlih Sestic, vrednost
slucajne spremenljivke Y pa absolutna vrednost razlike med padlima Steviloma pik.

(a) Opisite prostor izidov S in dogodek A ~ pade natanko ena Sestica.

(b) Tabelirajte vrednosti P(X = z,Y = y) in dolo¢ite robni porazdelitvi P(X = z), P(Y = y).

(¢) Izracunajte kovarianco cov(X,Y") in korelacijski koeficient o(X,Y"). Ali sta X in Y neodvisni?
. Naklju¢éno zapisemo 10.000 cifer od 0 do 9 z X ozna¢imo Stevilo zapisanih nicel. Naj bo a verjetnost
dogodka, da je 900 < X < 1000.

(a) Zapisite tocen algebrski izraz za a.

(b) Izracunajte priblizek za a s pomoc¢jo normalne aproksimacije binomske porazdelitve in verjetnostne
tabele za standardizirano normalno porazdelitev (narisi skico!).

(¢) Ocenite spodnjo mejo za a z uporabo neenacbe Cebiseva.

. Slucajni spremenljivki X, Y imata skupno gostoto

cry, 0<x<2,0<y<uz,

0, sicer.

f(X7Y)(x7y) = {

(a) Ali sta X,Y neodvisni?

(b) Izracunajte P(1/2 < X < 1).

(¢) Izracunajte P(Y > 1).

(d) Izracunajte P(1/2 < X < 1,Y > 1).

Vsaka naloga je vredna 10 tock. Cas za reSevanje je 120 minut. Veliko uspeha!
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PisNI 1zrIT
1. september 2011

. Neki poskus ima 4 mozne izide a, b, ¢, d, za katere velja:

e Verjetnost dogodka {a, b} je enaka verjetnosti komplementa dogodka {a,d}.

e Verjetnost dogodka {a, b} pri pogoju, da se je zgodil dogodek {b, ¢, d}, je enaka verjetnosti izida ¢ pri
pogoju, da se je zgodil dogodek {b, ¢, d}.

e Dogodka {a,b} in {b,c} sta neodvisna.
Dolocite verjetnost izida d.

. Student je za izpit prestudiral le 30 vprasanj od 40 moznih. Ce dobi vprasanje, ki ga je prestudiral, bo
nanj pravilno odgovoril z verjetnostjo 0.8. Ce dobi vprasanje, ki ga ni prestudiral, bo odgovor uganil z
verjetnostjo 0.2. Na izpitu dobi 3 vprasanja, vsaj na dve pa mora odgovoriti pravilno.

(a) Kaksna je verjetnost, da student opravi izpit?

(b) Ce je student izpit opravil, kaksna je verjetnost, da pri tretjem vprasanju pravilno uganil odgovor,

ki ga ni nastudiral?

. Par kovancev mec¢emo, dokler ne padeta dve cifri. Verjetnost padca cifre za prvi kovanec je 1/2, verjetnost
cifre za drugega pa 1/3.

(a) Naj bo X stevilo metov v posamezni igri. Opisite porazdelitev P(X = z), dolo¢ite upanje E(X) in
varianco var(X).

(b) Naj bo Y stevilo metov, v katerih sta padla dva grba. Opisite pogojno porazdelitev P(Y = y|X < 3).
Ali sta X in Y neodvisni?

. V slovenskih besedilih se ¢rka V v povprecju pojavi 4-krat na vsakih 100 znakov. Naj bo X stevilo pojavitev
¢rke V' v nekem naklju¢éno izbranem slovenskem besedilu, ki ima 3000 znakov. Naj bo a verjetnost dogodka,
da je 100 < X < 140.

(a) Zapisite tocen algebrski izraz za a.

(b) Izracunajte priblizek za a s pomocjo normalne aproksimacije binomske porazdelitve in verjetnostne
tabele za standardizirano normalno porazdelitev (narisi skicol!).

(¢) Ocenite spodnjo mejo za a z uporabo neenacbe Cebiseva.
. Slucajni spremenljivki X, Y imata gostoto

1/y 0<z<y0<y<l

0 sicer.

fX,Y(ma y) = {
(a) Ali sta X in Y neodvisni?

(b) Dolocite P(X >1/2)in P(X <1/2,Y >1/3).
(c¢) Dolotite P(X +Y > 1/2).

Vsaka naloga je vredna 10 tock. Cas za reSevanje je 120 minut. Veliko uspeha!



