Verjetnostni racun in statistika
1. kolokvij, 5. december 2011

Cas za reSevanje je 90 minut. Veliko uspeha!

PRIIMEK IN IME: VPISNA STEVILKA:

1. Naj bo S prostor izidov nekega poskusa. Za dogodke A, B, C C S velja naslednje:

¢ Njihove verjetnosti so enake P(A)= 0.5, P(B)=0.6, P(C)=0.3.

Dogodka A in B sta neodvisna.
¢ Verjetnost dogodka C pri pogoju, da se zgodi A, je enaka 0.4.
¢ Verjetnost dogodka A pri pogoju, da se zgodita B in C, je enaka 1.

Dolocite verjetnost, da se ne zgodi noben od dogodkov A, B, C.

Namig: Racunaj verjetnost komplementa in uporabi nacelo vkljucitve in izkljucitve.
2. Vomari je 5 razli¢nih parov cevljev.

(a) Vse Cevlje naklju¢no postavimo v vrsto. Kaksna je verjetnost, da oba Cevlja vsakega para stojita skupaj?
(b) Naklju¢no izberemo dva cevlja. Kak3na je verjetnost, da smo izbrali enega levega in enega desnega?

(c) Naklju¢no izberemo en levi in en desni Cevelj. Kak$na je verjetnost, da pripadata istemu paru?
3. Student opravlja izpit, dokler ni uspesen, a najvec Stirikrat. Verjetnost uspeha v posameznem roku je 2/3.

(a) Opisite prostor izidov S in njegovo moc |S|.
(b) Kaksna je verjetnost, da je Student opravil izpit?
(¢) Ceje student opravil izpit, kakina je verjetnost, da mu je to uspelo $ele v Eetrtem roku?

(d) Najbo X stevilo vseh porabljenih rokov. Opisite verjetnostjo funkcijo px in dolocite E(X) in var(X).
4. Student se je naucil 30 od 50 izpitnih vprasanj. Na izpitu dobi 5 naklju¢no izbranih vprasani.

(a) Denimo, da Student na izpitu dobi 5 naklju¢no izbranih razlicnih vprasanj. Kak$na je verjetnost, da
bo pravilno odgovoril vsaj na 3 vprasanja, Ce se z verjetnostjo 0.2 zmoti pri naucenem vprasanju, na
nenaucena pa gotovo odgovori narobe?

(b) Naj bo X stevilo ugodnih vprasanj med petimi izpitnimi. Dolocite P(X = x) in tip slu€ajne spre-
menljivke X za primer, ko so vsa izbrana vprasanja razli¢na, in za primer, ko se lahko kak$no vprasanje
veckrat ponovi.



Verjetnostni racun in statistika
2. kolokvij, 19. januar 2012

Cas za reSevanje je 90 minut. Veliko uspeha!

PRIIMEK IN IME: VPISNA STEVILKA:

1. [10 tock] Trikrat vrizemo poSten kovanec z verjetnostjo grba p. Naj bo X zaporedna Stevilka meta, v katerem
prvic pade grb, oziroma 0, Ce grb ne pade, Y pa skupno Stevilo vseh padlih grbov.

(a) Tabelirajte verjetnostne funkcije px,y, px, py-

(b) Izracunajte kovarianco cov(X, Y), Ceje p =1/2. Ali sta X in Y neodvisni?

2. [16 tock] Slucajna spremenljivka X ima gostoto

2cx, 0<x<1,
fx(x)=4c@B-x), 1<x<3
0, sicer.

(a) Dolocite vrednost konstante c in skicirajte fx(x).

(b) IzraCunajte P(X <1)in P(X <2).

(c) Izracunajte porazdelitveno funkcijo Fx(x) in jo skicirajte.
(d) Izracunajte povprecje E(X).

(e) Izracunajte modus mod(X) in mediano med(X).

3. [7 tock] Zaklju¢ni izpit je pisalo vec tisoc dijakov. Povprecni rezultat je 61 tock, standardni odklon 11. Pred-
postavimo, da so rezultati normalno porazdeljeni.

(a) Koliksen delez dijakov je dosegel med (vklju¢no) 40 in 70 tock?

(b) Najmanj koliko tock je moral doseci dijak, da se je uvrstil med 5% najboljsih?
4. [7 tock] Posteno kocko vrzemo 840-krat. Naj bo X Stevilo padlih Sestic.

(a) Ocenite verjetnost P(120 < X < 160) z neenacbo Cebiseva.

(b) Ocenite verjetnost P(120 < X < 160) z uporabo normalne aproksimacije.



Resitve:

1. (a) ¢c=1/3.
(b) P(X<1)=1/3, P(X<2)=5/6.
0 x<0;
x2
= 0<x<1;
_J3 =4 ="
(C) FX(x)_ —xZ—ZGx—?) 1§x§3,
1 x>3.

Fy(x)

(d) E(X)=3.

(e) Lokalni ekstrem ocitno nastopi v tocki x = 1, zato je mod(X) = 1. Mediana je Stevilo ¢, ki resi enacbo
fot fx(x)dx =1/2. Kerje P(X <1)=1/3, je t > 1. Zato sledi %—I—flt 3_Txdx = % Po izracunu dobimo
kvadratno enacbo 2 — 6t + 6 =0, ki ima dve resitvi 3+ /3. Zato je med(X) =3 — v/3 =1.29.
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Sledi E(X)=11/8, E(Y)=3/2 (Y je binomska, zato E(Y)=np) in E(XY)=17/8, torej cov(X, Y)=1/16.

X in Y seveda nista neodvisni.

3. (a) Kerpredpostavimo, daje X zvezna in normalno porazdeljena, izracunamo P(39.5 < X <70.5)=P(—1.95 <

X’ <0.86)=0.7795.

(b) Iz P(X’ > t')=0.05sledi P(0 < X’ <¢’)=0.45, zato t' = 1.65. Sledi t = t'0 +u = 79.15, torej vsaj 80 tock.

4. Velja X ~Bin(n, p), kjer n =8401in p =1/6, zato je y=np =140 in 02 = npq = 116.67.

(@ P(120 <X <160)=1—P(IX —p| >20)> I =0.71.

(b) P(120< X <160)= P(—1.89< Y’ <1.89)=2P(0 < Y’ < 1.89)=0.9412.



Verjetnostni racun in statistika
Pisni izpit, 30. januar 2012

Cas za reSevanje je 90 minut. Veliko uspeha!

PRIIMEK IN IME: VPISNA STEVILKA:

1. Studentje A, B, C opravljajo izpit iz verjetnosti. Student A ga opravi z verjetnostjo 0.6, student B z verjet-
nostjo 0.4, Student C pa z verjetnostjo 0.1. Njihovi uspehi so med seboj neodvisni. Ce izpita ne bo opravil
nobeden od tudentov, bo profesor gotovo slabe volje, ¢e ga opravijo vsi, pa dobre volje. Ce bo izpit opravil
le en Student, bo profesor dobre volje z verjetnostjo 1/3 oziroma 2/3, Ce izpit opravita dva Studenta.

(a) Kaksna je verjetnost, da noben student ni opravil izpita?
(b) Kaksna je verjetnost, da je profesor po izpitu dobre volje?

(c) Kaksna je verjetnost, da sta A in B opravila izpit, ¢e je profesor po izpitu dobre volje?

2. Sluc¢ajna spremenljivka X ima gostoto

cx?, 0<x<1;
fx(x)={c2-x), 1=x<2;
0, sicer.

(a) Dolocite vrednost konstante c in skicirajte fx.
(b) Dolocite porazdelitveno funkcijo Fx in jo skicirajte.
(c) IzraCunajte matemati¢no upanje in varianco za X.
(d) Izracunajte modus in mediano za X.
3. Ain B meceta kovanec z verjetnostjo grba 2/3. Ce pade grb, dobi A eno tocko, ¢e pade cifra, pa B dve tocki.
Igro koncata, ko nekdo zbere vsaj tri tocke. Oznacimo z X Stevilo vseh metov vigriin z Y §tevilo padlih grbov.
(a) Opisite prostor izidov S.
(b) Opisite porazdelitev px,y(x,y) in robni porazdelitvi px(x), py(y). Ali sta X in Y neodvisni?
(c) Izracunajte korelacijski koeficient p(X, Y).
4. Studentje so resevali izpit z 10 kratkimi vpraSanji. Pravilen odgovor je bil vreden 1 tocko, napacen pa 0 tock.

Povprecna ocena je bila 6, 7 tock s standardnim odklonom 1,2 tocki. Najvi$jo oceno dobi 10% najuspesnejsih
Studentov, 10% najslabsih pa pade.

(a) Predpostavite, da so rezultati normalno porazdeljeni in izracunajte delez vseh Studentov, ki so dosegli
6 tock, ter minimalno Stevilo tock za pozitivno in za najvi$jo oceno.

(b) Vsako vprasanje je imelo 5 moznih odgovorov, od katerih je bil pravilen le eden. Ales se ni ucil in je
odgovore naklju¢no obkrozil. Kak3na je verjetnost, da je dosegel 6 tock?



Resitve
1. Oznacimo z I; dogodek, da je na izpitu uspe$nih i Studentov, in z V dogodek, da je profesor dobre volje.

@@ P(Ip)=0.4-0.6-0.9=0.216.

(b) P(V)= Zf-’:o P(V|I;)P(I;), Kjer je P(V|Iy)=0, P(V|I;)=1/3, P(V|I)=2/3, P(V|I3)=1, in
P(I5)=0.4-0.6-0.9=0.2186,
P(I;)=0.6-0.6-0.94+0.4-0.4-0.94+0.4-0.6-0.1 =0.492,
P(I)=0.6-0.4-0.94+0.6-0.6-0.14+0.4-0.4-0.1 =0.268,
P(I3)=0.60.4-0.1=0.024.
Sledi P(V)=3-0.492+%-0.268+1-0.024 = 0.351.

2, . .
(© P(ANB|V)= P(ANBNV) _ P(VIANB)P(ANB) _ (5-0.94+1-0.1)(0.6-0.4) —0.479.

P(V) P(V) 0.351

2. (@ c= g, graf fx(x) je sestavljen iz naras¢ajoce kvadratne in padajoce linearne funkcije.

0, x <0;

2,3 .

X7, 0<x=<1;
(b) Fx(x)=13

5(=3x*+12x-7), 1<x<2;

1, x> 2.

Graf Fx(x) je sestavljen iz konveksne kubi¢ne in konkavne kvadratne funkcije ter konstant 0 in 1.

(© E(X)=15=1.1, E(X?)= & =1.34, var(X)=0.13.

(d) Ocitno je mod(X) = 1. Za mediano je potrebno upostevati, da je P(X < 1) < 1/2, zato mediana leZi na
intervalu (1,2). IS¢emo torej Stevilo ¢, za katerega je ftz c(2—x)dx =1/2. Sledi med(X)=2—v30/6 =
1.087.

3. (@ S={GGG,CGGG,GCGG,GGCG,CGGC,GGCC,GCGC,CGC,GCC,CCh.

x=x\Y=V | 0 1 2 3 px(x)
2 1/9 0 0 0 1/9
(b) 3 0 4/27 0  8/27 | 12/27
4 0 0  4/27 8/27 | 12/27
py(y) | 1/9 4/27 4/27 16/27

X in Y nista neodvisni, saj je denimo P(X=2,Y=0)=1/9#1/81=P(X=2)P(Y =0).

(c) E(X)=10/3, E(Y)=20/9,
0 3 8 9 12

XY~ \1y9 ajo7 aj27 8/27 8/27)’E(XY):212/27,
4 9 16

2 .

X (3/27 12/27 12/27)’E(X) 104/9,
0 1 4 9

Y2 , E(Y2)=164/27.

“\3/27 4727 4727 16/27
varX =4/9, p(X)=0.667, var(Y)=92/81, p(Y)=1.136, cov(X, V) =4/9=0.444.
Sledi p(X, Y)=0.587.

4. (@ P(X=6)=P55<Y <65 =P-1<Y <-0167)=P0<Y <1)—P0< Y <0.167) = 0.3413 —
0.0675=0.2738 =27.38%.
1z P(X > tmax) = 0.1 sledi P(0 < X < fmax) = 0.4, zato iz tabele sledi #/ | =1.29 in od tod tmax = 0 - fmax +
u = 8.25, torej je bilo za najvisjo oceno potrebnih najmanj 9 tock. Podobno iz P(X > fyi,) = 0.1 sledi
t! . =1.29in tmin = 5.41, zato je bilo za pozitivno oceno potrebnih vsaj 6 tock.
(b) Ce Ales pri vsakem vprasanju nakljuéno izbira enega od petih odgovorov, je stevilo vseh pravilnih
odgovorov binomska slu¢ajna spremenljivka Bin(10, % .

P(6 pravilnih) = (\)($)5(%)* =0.0055.



Verjetnostni racun in statistika
Pisni izpit, 21. junij 2012

Cas za reSevanje je 90 minut. Veliko uspeha!

PRIIMEK IN IME: VPISNA STEVILKA:

1. Pri taroku v §tiri se 54 kart razdeli v talon (6 kart) in kupcke po 12 kart za vsakega od igralcev. Ena od kart
se imenuje Pagat. Ko Janez deli karte, najprej naSteje 6 kart za talon in na skrivaj pogleda, ali je med njimi
tudi Pagat. Ce je, ga poskusi med deljenjem skrivaj premestiti med svojih 12 kart, kar mu uspe s pogojno
verjetnostjo 1/2. V nasprotnem primeru karte posteno razdeli do konca.

(a) Kaksna je verjetnost, da je bil Pagat na zacetku v talonu?
(b) Kaksna je verjetnost, da je Pagat pri Janezu, ko so karte razdeljene?

(c) Recimo, da je Pagat pri Janezu. Kaksna je verjetnost, da je karte razdelil poSteno?
2. Vposodi so 3 bele in 2 ¢rni kroglici. Na slepo vlecemo po eno kroglico, dokler ne izvleCemo prve ¢rne. Naj
bo X stevilo vleCenj. Dolocite E(X) in var(X):
(a) Ceizvlecenih kroglic ne vracamo v posodo.

(b) CeizvleCene kroglice vracamo v posodo.

3. Sluc¢ajna spremenljivka X ima gostoto

c(1+x/3) —-3<x<0;
fx(x)=1c(1-x2), 0<x<1;

0, sicer.

(a) Dolocite vrednost konstante c in skicirajte fx.
(b) Dolocite porazdelitveno funkcijo Fy.
(c) IzraCunajte matemati¢no upanje in mediano za X.

4. Podjetje med 413 kandidati za zaposlitev izbira 20 najprimernejsih s preizkusom znanja, ki ga sestavlja 50
vprasanj na obkroZanje z enim pravilnim in $tirimi napa¢nimi odgovori. Za vsak pravilen odgovor dobi kan-
didat 4 tocke, za napacnega —1 tocko, za neodgovorjeno vprasanje pa 0 tock. Povpre¢ni rezultat na preizkusu
je bil 112, 3 tock, standardni odklon 24, 6 tocke. Predpostavite, da so rezultati normalno porazdeljeni.

(a) Dolocite delez kandidatov, ki so dosegli vsaj 100 tock.
(b) Najmanj koliko toc¢k je potrebnih za uspeh?

(c) Andrej je pri vsakem vprasanju obkrozil naklju¢en odgovor. Koliko to¢k lahko pricakuje?



ReSitev
1. (a)
(b)

(c)

2. (a)
(b)
3. @
(b)

(c)

(b)

(c)

_()_
P(T)= @) 1/9.
P(J)=P(J|T)P(T)+P(JIT)P(T)=33 + %g =229/666 = 0, 344.

TP(T) _ 12/378/9 _ 197 1999 = ().84.

T 1= PUI
P(T|])= P(J) 229/666

1 2 3 4
X~(4 3 2 1),E(X):2,var(X):1.
0 10 10 10

V tem primeru je X ~ Geom(2/5). Zato je E(X)=1/p =5/2 invar(X)=(1— p)/p?=15/4.
c=6/13.

0 x<-3;

c(3/2+x+x2/6), —3<x<0;

c(3/2+x—x3%/3), 0<x<1;

1, x>1

E(X)=-15/26, med(X)=—3+ v/26/2.

Fx(x)=

P(X>100)=P(X'>—-1/2)=0,5+P(0 < X’ <1/2)=0,6915, kjer je X’ = (X — u)/o normalizirana X in
a’ =(a —u)/o =—1/2 normalizirana meja a = 100.

20/413 =0,0484, zato iS¢emo tak b’, da bo P(X’ > b’)=0,0484, oziroma P(0 < X’ <b’)=0,5-0,0484 =
0,4516. Iz preglednice razberemo b’ = 1.66 in sledi b = b’c + u = 153 tock.
-1 4
Oznacimo z X; Stevilo Andrejevih tock pri i-tem vprasanju. Potem je X; ~ ( 4 1 ), zato je E(X;) =
5 5
%5 + %(— 1)=0. Andrej lahko torej (v povprecju) pricakuje 0 tock pri vsakem vprasanju in zato 0 tock za
celoten preizkus.



Verjetnostni racun in statistika
Pisni izpit, 12. september 2012

Cas za reSevanje je 90 minut. Veliko uspeha!

PRIIMEK IN IME: VPISNA STEVILKA:

1. Tarok igramo s kompletom 54 kart. Karte z imeni Pagat, Mond in Skis sestavljajo takoimenovano trulo. Pri
deljenju 6 nakljucnih kart shranimo v talon, ostalih 48 pa razdelimo med igralce.
(a) Kaksna je verjetnost, da so v talonu vse karte iz trule, ¢e vemo, da je notri Skis?
(b) Naj bo X Stevilo kart iz trule v talonu. IzraCunajte verjetnosti P(X = x), povprecje E(X) in varianco
var(X).

2. Zvezna slucajna spremenljivka X ima gostoto

ax+b -1<x<0;
x(x)=1b 0<x<I;

0, sicer.

(a) Dolocite vrednost konstant a in b in skicirajte fx, ¢e je fx zvezna v tocki x = —1.
(b) Dolocite porazdelitveno funkcijo Fx.
(c) IzraCunajte matemati¢no upanje in mediano za X.

3. Kovanec z verjetnostjo grba p mecemo, dokler ne padeta vsaj dva grba ali vsaj tri cifre. Oznacimo z X $tevilo

vseh padlih cifer in z Y $tevilo vseh padlih grbov.
(a) Opisite prostor izidov S.
(b) Opisite porazdelitev px,y(x,y) in robni porazdelitvi px(x), py(y). Ali sta X in Y neodvisni?

4. Podjetje bo med 250 kandidati za zaposlitev izbralo 20 najprimernejsih s preizkusom znanja, ki ga sestavlja
100 vprasanj na obkroZanje z enim pravilnim in tremi napa¢nimi odgovori. Povprecni rezultat na preizkusu
je bil 112, 3 tock, standardni odklon 24, 6 tocke. Predpostavite, da so rezultati normalno porazdeljeni.

(a) Dolocite delez kandidatov, ki so dosegli vsaj 150 tock.
(b) Najmanj koliko toc¢k je potrebnih za uspeh?

(c) Janezje pri vsakem vprasanju obkrozil nakljuéno izbran odgovor. Z neenacbo Cebi$eva ocenite verjet-
nost, da je pravilno odgovoril na vsaj 20 in najve¢ 30 vprasanj.



ReSitev

() 1. _()_ : _P(InS) _ P(T) _ 5 -
1. (a) P(S)—%—g—o.lllll,P(T)—%—0.00013. Sledi P(T|S) = P55 = 75 = 25 =0.00726.

51
(b) P(X=0)= %4) =0.6973
6
51
P(X=1)=3 E;% =0.2729
6
P(X=3)=P(T)=0.00013
P(X=2)=1-P(X=0)— P(X=1)— P(X =3)=0.0297
Sledi E(X)=0.2729+2-0.0297 +3-0.0001 = 0.3326 in
var(X) = E(X?) — E(X)? =0.2729+4-0.0297 +9-0.0001 — 0.1106 = 0.28.

2. (a) Izpogoja fx(—1)=0 (zveznost v x = —1) dobimo enacbo a = b, iz pogoja f fx(x)dx=1paa=2/3.

0, x<-1,
P 1 <x <0,

’

b) F =
() X(x) %’ OSXSI,

1, 1<x.

(¢) E(X)=2/9 (izratcunamo integral), med(X)=1/3 (razberemo iz skice).

3. (@ S={GG,GCG,CGG,GCCG,CGCG,CCGaGlU{Ccee,ceae,caea,Gececet.

x=\"= | 0 1 2 px(x)
0 0 0 p? p?
) 1 0 0 2p%q 2p?%q
2 0 0 3p?q? 3p%q?
3 q° 3q°p 0 q%(1+3p)
py(y) | 4* 3q¢°p p*(1+29+3q°)

X in Y nista neodvisni, saj je denimo P(X=0,Y=0)=0# P(X=0)P(Y =0).

4. (a) 6,3% (glej prejs$nji izpit za razlago).
(b) 147 tock (glej prej$nji izpit za razlago).
(c) Naj bo X stevilo pravilnih odgovorov. Potem je X ~ Bin(100,1/4) in velja u = E(X) =25, o0 = var(X) =

1/300/16 = 4.33. Cebisev potem pove: P(|X — u| > 5) < 3/4, kar pa je precej groba ocena. DN: primerjaj
z normalno aproksimacijo.



