Verjetnost in statistika 2012/13

1. KOLOKVIJ, 26. NOVEMBER 2012

Pisite s kemicnim svincénikom. Za reSevanje imate na voljo 70 minut. Veliko uspeha!

PRIIMEK IN IME? &\ttt ettt et et e e e e e e e e Vp. Stevilka: ...l

1. [10 toc¢k] Za dogodka A, B C S velja naslednje:

e Dogodka A in B sta neodvisna.
¢ Pogojna verjetnost, da se zgodi A, Ce se zgodi B, je enaka 0.4.

e Verjetnost, da se ne zgodi niti A niti B, je enaka 0.3.
Dolocite verjetnost dogodkov A in B.

2. [10 to¢k] Student na izpitu zaporedoma odgovarja na vprasanja. Na posamezno vprasanje odgovori
pravilno z verjetnostjo p = 2/3. Izpit se konca, ko tretji¢ odgovori pravilno (tedaj izpit opravi) ali pa
drugi¢ napacno (tedaj pade).

(a) Dolocite prostor izidov S (predstavite izide kot besede iz ¢rk P in N).

(b) Naj bo A dogodek, da student opravi izpit, in B dogodek, da je dobil skupaj 3 vprasanja. Izracu-
najte verjetnosti P(A), P(B) in P(A|B).

(c) Naj bo X Stevilo vseh napacnih odgovorov. Izracunajte E(X).

3. [10 tock] Med 54 kartami za tarok je 22 tarokov in po 8 kart vsake barve (srce, pik, karo, kriz). Pri
deljenju 6 kart odStejemo v talon, ostale pa razdelimo §tirim igralcem.

(a) Kaksna je verjetnost, da je v talonu sr¢ni kralj, ¢e je v talonu sré¢eva dama?

(b) Naj bo X stevilo vseh kraljev v talonu. Dolocite verjetnosti P(X = x) (vrednosti ni treba racunati).
Za kateri standardni tip slu¢ajne spremenljivke gre?

4. [10 toc¢k] V tabeli so zbrani podatki o $tevilu Studentov, ki so opravili izpit iz Verjetnosti ali Programi-
ranja.

Smer | St. Studentov Verjetnost Programiranje Oboje

FiRa 10 6 7 3
MaRa 24 17 6 5
RaTe 8 5 4 2

Izberemo naklju¢nega Studenta.

(a) Kaksna je verjetnost, da je izbrani Student opravil vsaj en izpit?

(b) Student je opravil oba izpita. Kak$na je verjetnost, da je vpisan v program MaRa?



ReSitev

1. Iz podatkov dobimo naslednje enacbe:

(b)

(c)

(b)

4. (a)

(b)

P(AN B)= P(A)P(B),

0.4=P(A|B)= %, od koder skupaj s prejsnjo enacbo dobimo P(A)=0.4,

0.3=P(ANB)=1-P(AU B), torej P(AU B) = 0.7. Iz nacela vkljucitve in izkljucitve sledi 0.7 =
P(A)+ P(B)— P(A)P(B) oziroma P(B)=0.5.

Opomba: Lahko bi uporabili tudi dejstvo, da sta A, B neodvisna natanko tedaj, ko sta neodvisna
komplementa A, B. Potem iz 0.3 = P(A N B) neposredno dobimo P(B).

S={PPPNPPP,PNPP,PPNP(opravi), NN,PNN,NPN,PPNN,PNPN, NPPN (ne opravi)}.
P(A)= p3+3p3q =16/27, P(B)= p3+2pq? =12/27, P(A|B) = 182//% =2/3.

0 1 2 )
X~(8/27 8/27 11/27),E(X)—8/27+2-11/27—30/27—1.11.

52 /(54
POKIOQ)= "G5 = E;gf&% =5/53.

Zax€{0,1,2,3,4} velja P(X =x)= (i)(ggs)_ox).

6
To je hipergeometrijska slucajna spremenljivka, X ~ HGeo(6, 54,4).

Vsaj enega od izpitov je opravilo 10 Studentov smeri FiRa, 18 Studentov smeri MaRa in 7 Studen-

tov smeri RaTe. Torej je verjetnost enaka % = %.
P _ P(MaRainobaizpita) _ 5 _ 1
P(MaRa | oba izpita) = Plobakpia) =10 = 2-

Opomba: Lahko bi uporabili tudi Bayesovo formulo ali Izrek o popolni verjetnosti § FM, MR, RT}
je popoln sistem dogodkov), vendar ob danih podatkih to ni nujno potrebno.
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2. KOLOKVIJ, 19. JANUAR 2013

Pisite s kemicnim svincénikom. Za reSevanje imate na voljo 90 minut. Veliko uspeha!
PRIIMEK IN IME? &\ttt ettt et et e e e e e e e e Vp. Stevilka: ...l

1. [10tock] V vreci so tri kroglice s Stevili 1, 2,3. Dvakrat zapored na slepo izvlecemo kroglico, preberemo
$tevilko in kroglico vinemo v vre€o. Naj bo X najvecja Stevilka med izvlecenimi, Y pa najmanjsa.

(a) Zapisite tabelo verjetnostne funkcije px,y in robnih porazdelitev px, py.

(b) Alista X in Y neodvisni? Izracunajte kovarianco cov(X, Y).

2¢x?, 0<x<1,
2. [10 tock] Zvezna sluc¢ajna spremenljivka X ima gostoto fx(x)=1 c(3—x), 1<x<3,
0, sicer.

(a) Dolocite vrednost konstante ¢ in porazdelitveno funkcijo Fx(x) ter skicirajte grafa funkcij f in
Fx.

(b) Dolocite matemati¢no upanje E(X) in mediano med(X).

3. [10 tock] Inteligenc¢ni test ima 100 vprasanj. Vsako ima 5 moznih odgovorov, od katerih je pravilen le
eden.

(a) Spomocjonormalne aproksimacije ocenite verjetnost, da pravilno odgovorimo na vsaj 25 vprasanj,
¢e odgovore obkroZzamo naklju¢no.

(b) Statistika kaze, da je povprecen rezultat na testu 45 pravilnih odgovorov, standardni odklon je 9.
Predpostavimo, da so rezultati normalno porazdeljeni. Koliko pravilnih odgovorov potrebujemo,
da se uvrstimo med 10% najuspesne;jsih?

4. [10 to¢k] Za neodvisni slu¢ajni spremenljivki naj velja X ~ Exp(2) in Y ~ U(—1, 1). IzraCunajte verjet-
nostiP(X>1,Y<0)in P(X+Y >1).



Resitev

1. (@

(b)

(b)

(b)

4. Vemo, da velja fx(x)= {

Zaradi neodvisnosti velja tudi fx y(x,y)= fx(x)fy(y)= {

Sledi

PX+Y>1)=1-PX+Y<1)=1— H e 2Xdxdy =1-

X:x\Yzy 1 2 3 pX(x)

1 1/9 0 o0 | 1/9
2 2/9 1/9 0 | 3/9
3 2/9 2/9 1/9| 5/9

py(y) |5/9 3/9 1/9

Nista neodvisni, saj npr. majhna vrednost za X o€itno poveca verjetnost, da bo tudi Y majhna.
Druga utemeljitev: npr. P(X =1,Y =1) # P(X =1)P(Y = 1). Za kovarianco izracunamo najprej

1 2 3 4 6 9
E(X)=22/9in E(Y)=14/9,natose XY~ |, 5 5 1 > 1)inslediE(XY)=4,cov(X,Y)=
9 9 9 9 9 9
16/9=1.78.
0, x<0;
1.3 .
-Xx°, 0<x<1;
c=3/8, Fx(x)=1 4

—3x2+18x—11 .
— 16 1<x<3;

1, x>3.

o

os
0z
1,
N E(xX)=1.44
0 o0z 04 08 o= 1 16 18

12 4
Med(x)=138F

E(X)=23/16=1.44, med(X)=3—£v6=1.37.

Spremenljivko X ~ Bin(100,0.2) aproksimiramo z Y ~ N(u,0?), kjer je 4 = 20 in o0 = 4. To
spremenljivko normaliziramo: Y’ = (Y — u)/o, ki ima porazdelitev Y’ ~ N(0,1). Potem velja
P(X >30)=P(Y >24.5)=0.5—P(0< Y <24.5)=0.5— P(0 < Y <1.12) =0.13, torej le okoli 13%.

Spremenljivko X ~ N(45,92) normaliziramo: X’ ~ N(0,1). Iz tabele vrednosti od¢itamo a’, za
katerega je P(X’ < a’)=0.5—0.1 =0.4. Dobimo a’=1.28in od tod a = a’ -9+ 45 =56.52. Da se
uvrstimo v zgornjih 10%, potrebujemo vsaj 57 pravilnih odgovorowv.

2e 2% x>0
0, x<0

i 1/2, -1<y<1; . . .
in fy(y)= Zaradi neodvisnosti je
; 0, ly|>1.

1
P(X>1,Y <0)=P(X>1P(Y <0)=(1-P(XS1)P(Y <0)=e - =0.067.
e x=0,-1<y<J

0, sicer.

2 1-x 4
e *+3
f U e dy) dx=1- n =0.755.
rdegi A x=0 \Jy=-
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P1sNI1 12PIT, 29. JANUAR 2013

Pisite s kemicnim svincénikom. Za reSevanje imate na voljo 90 minut. Veliko uspeha!

PRIIMEK IN IME? &\ttt ettt ettt e e e e e e e e et Vp. Stevilka: ...l

1. Studentje A, B, C in D opravljajo izpit. Njihovi uspehi so med seboj neodvisni, verjetnosti zanje pa so
zapored 0.6, 0.7, 0.8 in 0.9.

(a) Kaksna je verjetnost, da izpit opravita vsaj dva Studenta?

(b) Kaksna je verjetnost, da sta izpit opravila A in C, Ce so izpit opravili trije Studentje?

2. V vredi so §tiri kroglice s Stevili 0,1,2,3. Dvakrat zapored na slepo izvlecemo kroglico in preberemo
Stevilko (brez vracanja). Naj bo X vec¢ja od izvleCenih Stevilk, Y pa zaporedna Stevilka vle€enja, ko smo
jo izvlekli.

(a) Zapisite tabelo verjetnostne funkcije px,y slu¢ajnega vektorja (X, Y).

(b) Alista X in Y neodvisni? Dolocite varianci var(X), var(Y) in kovarianco cov(X, Y).

3. Gostota slucajne spremenljivke X je podana s predpisom

ce”*, x<0;
fx(x)={c(1-x), 0<x<1;
0, x> 1.

(a) Dolocite vrednost konstante c ter porazdelitveno funkcijo Fx(x) ter skicirajte fy in Fx.
(b) IzraCunajte matemati¢no upanje E(X) in mediano med(X).

(c) Najbo Y~ U(—1,1), tako da sta X in Y neodvisni. Dolo¢ite P(X+ Y > 1).
4. Na inteligencnem testu je 100 vprasanj s 5 moZnimi odgovori, od katerih je pravilen en sam.

(a) Denimo, da odgovore obkroZamo naklju¢no. ZapiSite algebrski izraz za verjetnost, da bomo
zadeli natanko 1 ali 2 odgovora (priblizka ni treba izraCunati). Nato na dva nacina ocenite ver-
jetnost, da smo zadeli med vklju¢no 15 in 25 odgovori: z uporabo normalne aproksimacije in z
uporabo neenacbe Cebiseva.

(b) Predpostavimo, da so rezultati normalno porazdeljeni s povpre¢jem 57 in standardnim odklonom
9? Koliko pravilnih odgovorov potrebujemo, da bi se uvrstili med 5% najuspesnejsih?



ReSitev

1.

(@)

(b)

€))

(b)

(@)

(b)
(c)

(a)

(b)

P(vsaj dva) =1 — P(noben)— P(natanko en)=1-0.4:0.3-0.2-0.1-0.6-0.3-0.2-0.1-0.4-0.7-0.2-
0.1-0.4-0.3:0.8-0.1—0.4-0.3-0.2-0.9=0.9572.

P(trije)=0.6-0.7-0.8-0.1+0.6-0.7-0.2-0.940.6-0.3-0.8-0.940.4-0.7-0.8- 0.9 = 0.4404,

:: v P(ABCDUABCD) - 0.1632
P(AC]|trije) = Pluiie) = 0401 = 0-3706.

y=\=* |0 1 2 3 | py(y)

1 0 1/12 2/12 3/12| 1/2

2 0 1/12 2/12 3/12| 1/2

px(x) |0 1/6 2/6 3/6

Spremenljivki sta neodvisni, saj je P(X =x,Y =y)= P(X =x)P(Y = y) za vse pare x,y. Zato je
cov(X, Y)=0. Po drugi strani zlahka izracunamo var(X) =5/9 in var(Y) =1/4.

2e*/3, x<0;
c=2/3, Fx(x)=1 (—x2+2x+2)/3, 0<x<1;
1, 1<x.

E(X)=-5/9=-0.55, med(X) =1n(3/4)=—0.28.

PX+Y>1)= fxl:o (fylzl—x 51— x)dy) dx =1/18 (skicirajte obmocje).

Naj bo X §tevilo pravilnih odgovorov. Potem je X ~ Bin(100,0.2) in P(1< X <2)= (1(1)0)0.2-0.899+
(137)0.220.8% =214-0.8%9 = 6.811-10~® (prakti¢no nic).

Z normalno aproksimacijo dobimo P(15 < X < 25) = 0.831 (glej podobno nalogo na prejsnjem
kolokviju), z neenacbo Cebiseva pa P(|X — 20| > 6) < 16/36 = 0.555, torej P(15 < X < 25) =
1 — P(|X —20| > 6) > 0.444, kar je precej netocno.

Vsaj 72 odgovorov (glej nalogo na prej$Snjem kolokviju).



Verjetnost in statistika 2012/13
Pisnt1 1zpi1T, 4. JULI) 2013

Pisite s kemicnim svincénikom. Za reSevanje imate na voljo 90 minut. Veliko uspeha!

PRIIMEK IN IME? &\ttt ettt ettt e e e e e e e e e et Vp. Stevilka: ...l

1. Studentje A, B in C opravljajo izpit. Njihovi uspehi so med seboj neodvisni, verjetnosti zanje pa so
zapored 0.4, 0.5 in 0.9.

(a) Slucajna spremenljivka X naj pomeni $tevilo Studentov, ki so opravili izpit. Tabelirajte njeno
porazdelitev in dolo¢ite matemati¢no upanje E(X).
(b) Denimo, da je verjetnost, da izpit opravi C, enaka x. Za katero vrednost x sta dogodek, da izpit

opravi A ali B, in dogodek, da izpit opravi B ali C, neodvisna?

2. Zara vsebuje 2 rdeci, 2 beli in 2 modri kroglici. Brez vraanja izvle¢emo tri kroglice. Naj bo R $tevilo
rdecih, B pa Stevilo belih kroglic med izvleCenimi.

(a) Zapisite tabelo verjetnostne funkcije pg, 5 in robnih porazdelitev pg, ps.

(b) Alista R in B neodvisni? Izracunajte kovarianco cov(R, B).
3. Za zvezno slucajno spremenljivko X velja X ~ Exp(A).
(a) Izpeljite enakosti E(X)=A"! ter med(X)=A"1In2.
(b) Najbo A=3innajbo Y~ U(1,5), tako da sta X in Y neodvisni. Izracunajte verjetnost P(X > Y).

4. Privzemimo, da so rezultati nacionalnega preizkusa znanja normalno porazdeljeni s povpre¢jem yu =
61.2 tock in standardnim odklonom o = 7.8 tock.

(a) Merila bodo dolocena tako, da 10% najslabsih kandidatov preizkusa ne opravi. Najmanj koliko
tock (zaokroZeno na celostevilsko vrednost) je potrebnih za uspeh?

(b) Preizkus je pisalo 20000 kandidatov. Koliko jih doseglo ve¢ kot 80 tock?



ReSitev

1.

(@)
(b)

(@)

(b)

(@)

(b)

(@)
(b)

P(X=0)=0.03, P(X=1)=0.32, (X =2)=0.47, P(X =3)=0.18, E(X)=1.8.

V enatbo P(AU BN BUC)= P(AU B)P(BU C) vstavimo P(AU B)= P(A)+ P(B)— P(AN B)=0.7,
P(BUC)=P(B)+P(C)—P(BNC)=0.5+0.5xin PPLAUBNBUC)=P(BUANC)=P(B)+ P(AN
C)—P(BNANC)=0.5—-0.2x, od koder dobimo x =1.

r\B 0 1 2 PR
0 | 0 1/10 1/10] 2/10
1 | 1/10 4/10 1/10 | 6/10
2 |1/10 1710 0 |2/10

ps | 2/10 6/10 2/10

Seveda sta odvisni. Ker je P(RB=0)=4/10, P(RB=1)=4/10, P(RB=2)=2/10, velja E(RB) =
8/10, zato je cov(R, B)= E(RB)— E(R)E(B)=8/10—1=-2/10.
Glej npr. zapiske predavanj.
- Je7%%, x>0,1<y<s5,
Ker sta neodvisni, je fx y(x,y)= fx(x)fr(y)= (‘; )
sicer.

Verjetnost P(X > Y)=0.004 izracunamo z dvojnim integralom po ustreznem obmocju.

52.
160.
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P1sN1 1zP1T, 28. AVGUST 2013

Pisite s kemicnim svincénikom. Za reSevanje imate na voljo 90 minut. Veliko uspeha!

PRIIMEK IN IME? &\ttt ettt ettt e e e e e e e e e et Vp. Stevilka: ...l

1. Zadogodke A, B in C velja naslednje:

¢ Verjetnost, da se zgodijo vsi trije dogodki hkrati, je enaka 0.

Verjetnost dogodka A je 1/2 in tudi verjetnost dogodka B je 1/2.

Verjetnost, da se je zgodil A, Ce se je zgodil B, je enaka verjetnosti, da se je zgodil C.

Dogodka A in C sta neodvisna.

Dogodka B in C sta nezdruzljiva.
Dolocite verjetnost, da se zgodi vsaj eden od dogodkov A, B ali C.

2. Kockar Peter vrZe dve igralni kocki. Ce na obeh pade $estica, zakljuéi igro, sicer pa ponovno vrZe tisto
kocko ali dve, na katerih ni padla Sestica. Po drugem metu igro zaklju¢i. Naj bo X skupno Stevilo
padlih Sestic v obeh metih. Opisite porazdelitev slucajne spremenljivke X in izracunajte E(X).

3. Za zvezno slucajno spremenljivko X velja X ~ Exp(A).

(a) Izpeljite enakosti E(X)=A"! ter med(X)=A"1In2.
(b) Najbo A=2innajbo Y ~ U(1,2), tako da sta X in Y neodvisni. Izracunajte verjetnost P(X > Y).
4. Privzemimo, da so rezultati nacionalnega preizkusa znanja normalno porazdeljeni s povpre¢jem y =
50 tock in standardnim odklonom o =20 tock.

(a) KolikSen delez kandidatov je dosegel med 52 in 56 tock?

(b) Neka fakulteta vpisuje le kandidate, ki so po rezultatu v najboljsi Cetrtini. Najmanj koliko tock
potrebujejo kandidati za vpis na to fakulteto (zaokroZite na celo tocko)?

(c) Denimo, da je preizkus sestavljen iz 100 vprasanj z dvema moznima odgovoroma, pri ¢emer
je pravilen odgovor prinesel 1 tocko, napacen pa 0 tock. S pomocjo normalne aproksimacije bi-
nomske porazdelitve ocenite verjetnost, da doseZete vsaj 60 tock, e odgovore obkrozate naklju¢no?



Resitev
1. Iz podatkov dobimo:
e P(ANBNC)=0.
e P(A)=P(B)=1/2.
e P(A|B)=P(AN B)/P(B)= P(C), torej P(AN B) = P(C)/2.
o P(ANC)=P(A)P(C), torej P(ANC)=P(C)/2.
e P(BNC)=0.

Po nacelu vkljucitve in izkljucitve sledi

P(AUBUC)=1/24+1/2+P(C)—-P(C)/2—-P(C)/2—0+0=1.

P(X =0) = P(nic Sestic v 1. metu)P(brez Sestic v 2. metu)
625
=(5/6)*(5/6)* = —— = 0.482,
(5/6)%(5/6)" = 1o
P(X=1)=P(ena Sestica v 1. metu in ni¢ v2.)+ P(ni¢ v 1. metu in ena v 2.)

=2(1/6)(5/6)-(5/6)+(5/6)*-2(1/6)(5/6) = % =0.424,
P(X=2)=P(obev 1. metu)+ P(enavl.inenav2.)+ P(nicvl., obev2.)

=(1/6)+2(1/6)(5/6)-(1/6)+(5/6)*-(1/6)* = % =0.093.

Sledi E(X)=0.424+2-0.093 =0.61.

3. (a) Glejnpr. zapiske predavanj.
o 2e7%, x>0,1<y<2,
(b) Ker staneodvisni, je fx y(x,y)= fx(x)fy(y)= )
0 sicer.
Verjetnost P(X > Y)=0.06 izracunamo z dvojnim integralom po ustreznem obmocju.

4. (a) 0.078=28%.
(b) Najmanj 64.
(c) 0.03.



