48. tekmovanje iz matematike

/ 4‘ za Vegovo priznanje
i N A Drzavno tekmovanje, 21. april 2012

Resitve za 7. razred
1. Ce je stevilo deljivo z 9, je vsota njegovih stevk deljiva z 9. Vsota Stevk stevila 72zy1
je 10 + = + y, kar pomeni, da mora biti z +y = 8aliz +y = 17. Ker sta z in y
razli¢ni Stevki, dobimo v prvem primeru Stevila: 72081, 72171, 72261, 72351, 72531,
72621, 72711 in 72801, v drugem pa Stevili: 72891 in 72981.

Zapis ali uporaba kriterija za deljivostz 9 ... 1 tocka
UgotoVviteV, da J& &4 4 = 8 ottt e 2 tocki
Zapis vseh osmih moznosti (72081, 72171, 72261, 72351, 72531, 72621, 72711 in
7280 ). ottt e 4 toCke*
Ugotovitev, da j& &+ 4 = 17 it e e e 2 to Cki
Zapisani preostali Stevili  7289110n 72981 ...t 1 tocka

*Opomba: Za vsaki dve Stevili dobi 1 to ¢ko, za napa ¢no moznost se to cka od-
Steje.

2. Najvec kovancev bo Peter potreboval, ¢e bo placal s po enim z vrednostjo 31, 19 in 3
enot, preostanek pa s kovanci z vrednostjo ene denarne enote. Teh bo potem: 1239 —
31 —19 — 3 = 1186. V tem primeru bo Peter potreboval 1189 kovancev.

Najmanj kovancev potrebuje v primeru, ¢e bo vzel najvec tistih z najve¢jo nominalno
vrednostjo. Ker mora porabiti po vsaj en kovanec vsake vrednosti, bo za placilo 31 +
19 + 3 + 1 = 54 enot porabil 4 kovance. Torej mora preostalih 1239 — 54 = 1185 enot
placati s ¢im manj kovanci. Ker je 1185 = 38 - 31 4 7, potrebuje vec¢ kot 38 kovancev.
Pokazimo, da 39 kovancev zados¢a. Ce uporabi 38 kovancev po 31 enot, preostalih 7
enot ne more placati z enim kovancem. Ce pa uporabi 37 kovancev po 31 enot, lahko
preostalih 1185 — 37 - 31 = 38 enot placa z dvema kovancema po 19 enot. Torej mora
uporabiti vsaj 4 + 39 = 43 kovancey,

Ugotovitev, da je potrebno imeti kar najve € kovancev za 1enoto ......... 2 to cki
IzraCun najve Cjega Stevila kovancev 1189 .........c.oiiiiiiiiiiiiiiiennnnn. 2 tocki
Zapis Stevila 1239 z maksimalnim Stevilom kovancev za 31 enot: 1239 = 39 - 31 +
L T e B B e PP 2 toCki
Ugotovitev, da to ni najmanjSe Stevilo in da lahko zapiSemo 1239 = 38 - 31 + 3 -
L B L oot 3 tocke
NajmanjSe Stevilo kovancevije 43 ... ..o 1 tocka

3. Ker O leZi na razpolovis¢u hipotenuze, je trikotnik AOD enakokrak z dvema polme-
roma za kraka. Kot ob osnovnici trikotnika O AD meri polovico kota BAC, torej 18.5°.
Kot ob vrhu O pa potem 180° — 2 - 18.5° = 143°. Iskani kot je njegov sokot in meri 37°.
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Skica z ozna €enim sredi§ ¢em o Crtane kroznice ( O), narisano simetralo in prese-

CiSCem simetrale in KroZnice ( D). .o 2 toCki
Ugotovitev, da je trikotnik  AOD enakokrak .............. ..., 2 to cki
[zraCun kota 0b 0SNOVNICE  18.5% .. i i 2 tocCki
lzracun kota ob vrhu  143° ... 2 tocki
IzraCun iskanega kota < DOB =37° ...t 2 tocki

Opomba: Tekmovalec lahko zapiSe vse vmesne kote z oznakami ( npr. «, 180°—a)
in eksplicitno zapiSe samo velikost iskanega kota in dobi vs e toCke. ResSitey,
dobljena z merjenjem, je neveljavna in dobi tekmovalec najv eC 2 to Cki za skico.

Tekmovalec lahko pride do reSitve tudi z upoStevanjem, da se simetrali kota
BAC in stranice  BC sekata v to ¢ki D. Ce tega ne utemelji, dobi najve ¢ 8 tock.
Ce manjka tudi utemeljitev zakaj sta OD in AC vzporedni, pa prejme najve ¢ 6
tock.

Recimo, da so pred zniZanjem prodali = izdelkov. Izkupicek je bil tako 48z. Po zniza-
nju se je Stevilo prodanih izdelkov povetalo za pol in so prodali 22 izdelkov. Izkupicek
pa se je povecal za  in je znaSal 48z + 1 - 48z = 2 - 48z = 602. Novo ceno dobimo, ¢e

nov izkupicek delimo s stevilom prodanih izdelkov % = 40 EUR.
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Opomba: Ker je se Stevilo prodanih izdelkov povecalo, je % > z, kar pomeni, da je

x> 0. Torej je v gornji enacbi res dovoljeno deliti z 2.

Zapis izkupi Cka pred znizanjem 48 ....... ..o 1 tocka
Stevilo prodanih izdelkov po znizanju 375‘/‘ .................................. 2 to Cki
Nov izkupi ¢ek 48z 4 - 482 =2 482 =60z ...........ccovveiinnnn, 1+1+1tocka
Uporaba deljenja izkupi Cka s Stevilom izdelkov ........................... 2to CKki
Rezultat: 40 EUR ... . e 2 tocki

a) V enakostrani¢cnem trikotniku dotikalis¢a stranic razdelijo v¢rtano kroZnico na tri
enake dele. Nac¢rtamo kroznco s polmerom 2 cm in jo s tremi tockami razdelimo
na enake dele. V vsaki od dobljenih tock konstruiramo tangento na kroznico.
Presecisc¢a tangent so oglis¢a trikotnika.
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Cev pravokotnem trikotniku nariSemo polmere od sredis¢a do vseh dotikalisg¢,
dobimo kvadrat s stranico r in Se dva Stirikotnika, ki ju sestavljata skladna tri-
kotnika. Najprej torej nacrtamo pravi kot pri oglis¢u C' in kvadrat, ki nam da
srediSce vértanega kroga. Odmerimo stranico BC' in dobimo ogli¢e B. Tocko D,
ki predstavlja ogliS¢e kvadrata, sedaj prezrcalimo ¢ez daljico B.S in dobimo tocko
F — dotikalis¢e kroznice in hipotenuze. Daljico BF Se podaljsamo, da seka drugi
krak pravega kota in dobimo oglisce A.
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Narisana kroZnica in razdeljena na tri enake dele ....... ............ 1 tocka
Nacrtana ena tangenta pravokotno napolmer ................ ....... 1 tocka
Konstrukcija ostalih dveh stranic ..................... ... ... 1 tocka
OPIS KONSHIUKCIE ...t e i e 1 tocka
Skica, iz katere je viden vsaj en pravokoten polmer na stra nico ....1to ¢ka

Narisan kvadrat s stranico 2 cm in ozna ¢eno sredi$ Ce vcrtanega kroga .. 1
toCka

Zrcaljenje dotikaliS €a D Cez SBV I .o 1 tocka
PodaljSanje BF,dadobimo A ........ ... i 1 tocka
OPIS KONSHIUKCIE .. e e i 2 toCki



ResSitve za 8. razred

1. Racunajmo:
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_ (542 4 = (34 100v/313) - 4 = 12 + 400v/313.
7-4-2
Kvadriranje N S 1 tocka
Delno korenjenje v/392 = 14v/2 ...ttt 1 tocka
Vsota potenc 22 + 20 — 20 = 5 L 1 tocka
Korenjenje ulomka /145 =2 ... 1 toCka
Upostevan vrstni red operacij in nasprotna vrednost —(% — g 2%): I ... 2tocki
- - 1 o 1 ~

Dvakratno korenjenje T3EG T L ttrreeeeeeeeeeseei 1 tocka
KrajSanje s /2 ali racionalizacijain mnozenje .................cccovve oon.. 1 tocka
Poenostavitev ulomka ( 100v/313) ..oveiii i 1 tocka
Rezultat: 12 4 40017/ 313 .ottt e e e e 1 tocka

2. Ce $tevilo prezrcalimo preko njegove nasprotne vrednosti, se pomnozi z —3. Ko posto-

pek izvr§imo Stirikrat, iz a; dobimo as. Tako velja as = a; - (—3)*. Torej je —97 % =8lay

in a; = —ﬁ.
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UgOLOVIteY, da J& (g = — 301 vttt it e e e 3 tocke
ZaPIS a5 = (—3) @ e 3 tocke
(Tekmovalec lahko zapiSe vsak naslednji ~ Clen s prejsSnjim in za vsakega prejme
tocko.)
Enachba: —% =8lay ...c.vviiii 2 to ki
1ZraCun a; = —2 .. 2 toCki



3. Na tekmo se lahko pelje najvec 6 tekmovalcev, saj je najvecja razlika med dvema zapo-
rednima prasteviloma med 2 in 54 enaka 6. Tekmovalca ne moreta biti dva, ker bi bila
vsota Stevil njunih sedeZev liha. V primeru treh tekmovalcev je vsota treh zaporednih
Steviln+n+1+4+n+2=3n+3 = 54inje potem n = 17. Trije sedeZi bi bili oznaceni s
Stevili 17, 18, 19, kar ni ustrezna reSitev, saj sta 17 in 19 prastevili. V primeru, da bi se
peljali na tekmo $tirje tekmovalci, bi bila vsota zaporednih naravnih $tevil na sedeZih
n+n+1+n+2+n+3 = 4n+ 6. Tako bi bilo 4n = 48 in n = 12. Tekmovalci bi
sedeli na sedezih 12, 13, 14, 15, kar ustreza pogoju, saj je samo 13 prastevilo. V pri-
meru petih tekmovalcev je vsota Stevil na sedeZih enaka 5n + 10 in je deljiva s 5, zato
ne more biti 54. V zadnjem moZnem primeru dobimo vsoto 6n+ 15 = 54 in 6n = 39, ta
enacba nima resitve v naravnih stevilih. Edina mozZna resitev je, da se na tekmo peljejo
4 tekmovalci.

Ugotovitev, da je lahko tekmovalcevnajve C6 ..........cooviiiiiiiinnnn.. 1 tocka
Izklju Citev moZnosti dveh tekmovalcev. ...................... ... 1 tocka
Zapisna vsota Stevil sedeZev v primeru treh tekmovalcev: n+3 ... 1 tocka
IzraCunana Stevila sedezev 17, 18, 19 ...t i 1 tocka
Izklju Citev te moznosti zaradi dveh praStevil ................. ... ... 1 tocka
Zapis vsote za Stiri tekmovalce:  4n+6 ... 1 tocka
IzraCunana Stevila sedezev in potrditev resitve: 12,13,14,15 «oooeintt. 2 tocki
Izklju Citev moznosti petih tekmovalcev  5n+10#54 ..o, 1 tocka
Izklju Citev moznosti Sestih tekmovalcev  6n 4+ 15 #54 ..o, 1 tocCka

4. Kot ¢ DM B = 84° je zunaniji kot trikotnika BC'M. Ozna¢imo ¢ = ¢ CBE. Potem je
¢ + 3p = 84° in ¢ = 21°. V Stirikotniku ADM E sta notranja kota pri A in M enaka
70° in 96° (sokot <t DM B), kota pri D in E pa sta skladna, saj sta sokota skladnima
kotoma ¢ BDC = 4 BEC' = f3. Vsak od njiju meri potem 1(360° — 70° — 96°) = 97°.
Torej f = 180° — 97° = 83°. Kota ¢ EBA in ¢ ACD sta tudi skladna, zato lahko
izratunamo ¢ M BD = 180° — 83° — 84° = 13°. Notranji kot trikotnika ABC' z vrhom
v B meri ¢ + 13° = 34°, notranji kot z vchom v C' pa 3¢ + 13° = 76°. Koti v trikotniku
ABC so 70°, 34° in 76°.

Skica z ozna ¢enimi skladnimikoti ............ ... i 1 tocka
Ugotovitev ali upoStevanje, da je kot < BM D = 84° zunanji kot trikotnika BCM.
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1 tocka

[ZraCUN 0 = 210 o 1 tocka
Ugotovitev, da sta dva kota v Stirikotniku ADME skladna ............... 1to ¢ka
[zraCun teh KOtOV 970 ... i e 1 tocka
LZEaCUN B = 830 ittt 1 tocka
IzraCun kotov S ABE = SACD = 13° ..ottt 1 toCka

Zapisana ali upoStevana zveza notranji kot trikotnika ABC zvrhomv B: ¢+ 13°
1 tocka

Zveza za notranjikotzvthomv  C: 3p+13° .. 1 tocCka
Odgovor: Koti v trikotniku ~ ABC' s0 70°,34° 1IN 76° .....c.oviiineiiiiinnnn 1 tocka

5. Ales plata 1 kupnine. Ale$, Cene in Drago so placali skupaj trikrat toliko kot Bojan,
torej je Bojan placal ; kupnine. Ales, Bojan in Drago so placali skupaj tirikrat toliko
kot Cene, torej je Cene placal + kupnine. Skupni delez Alesa, Bojana in Ceneta je
$ + 1+ 1 = 1. Za Draga ostane 5; kupnine. 2000 EUR je 55 cene gozda, gozd pa zato
stane 40000 EUR.

Ugotovitev, da pla €a Bojan i zneska ... 3 to Cke
Ugotovitev, da pla ¢a Cene % ZNESKA ..t 3 to Cke
Izraun deleZaprvihtreh 14+ +1=20 ... ... 2 to ki
Izracunan deleZ Draga % .................................................. 1 tocka
IzraCunana cena gozda 40000 EUR ... 1 tocka



ReSitve za 9. razred

1. Racunajmo:
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+3>-4: (500 + 3) - 4 = 2012

Delno korenjenje /4375 = 25V/7 ..o 1 tocka
2
X ; 1 1 _ 5426 X
Kvadrat dvo c¢lenika (ﬁ + %) = 1 tocka
Korenjenje \/(169 —144) -3 = 5 1 tocka
Produkt (5+2v6)(5 —2v6) = 1 «ooviii et 1 tocka
Izracun imenovalca —<% — é : 2%): % ...................................... 1 tocka
OkrajSan ulomek 500 .. ...ooei i e 2 to Cki
Izradunana vsota 500 4+ 21 4+ 20 = 503 ...ttt 1 tocka
IzraGunan Cetrtikoren (/- =1 ... 1 tocka
Rezultat: 2012 ...t 1 tocka



ab |[EC|-b

2. Plos¢ina pravokotmka ABCD je enaka ab, plos¢ina trikotnika BCE pa ¢ = =5,

torej je |EC| = ¢ = £ em. Kota ¢ DBA in ¢ BDC sta skladna, saj imata vzporedne
krake (izmeniéna kota), prav tako je s tema kotoma (na sliki oznacena z «) skladen
kot <)EBD in potemtakem je trikotnik DBE enakokrak. Zato je |[BE| = |DE| =

2 = 15 em. Torej je |[BE| = 2|EC| in trikotnik CEB je polovica enakostrani¢nega
tr1kotn1ka Sledi ¢ CBE = 30°. Torejje ¢ DBA = 30° in je tudi trikotnik ABD polovica
enakostrani¢nega trikotnika z vigino ¢ = 8 cm. Ce ozna¢imo d = |BD|, mora zato

veljati 8 = 43, kar nam da d = 192

A/

D
\\Qi/

A
Zapis plog Cine trikotnika BCEje ZS10 1 to&ka
Izenacitev z eno Sestino ploS c¢ine pravokotnika .......................... 1to cka
1ZraCun [EC| =5 CM ... 1 tocka
Utemeljitev, daje EBD enakokrak trikotnik ............................... 2t ocki
IzraCun [BE|=1cm ... ... 1 tocka
Ugotovitev, da je trikotnik ~ EC B polovica enakostrani ¢nega trikotnika ...1to cka
Zapis velikosti kota <FOBE =30% .. ..ot 1 tocka
Zapis diagonale z viSino ( a), npr. a = dT*/g ................................. 1 tocka
IzraCun diagonale d = %ﬁ ................................................ 1 tocka

. Tocka M lahko leZi na Stevilski premici med tockama A in B, ali palevo od A. V prvem
primeru razdaljo med A in B (17 enot) razdelimo na |AM |+ |M B| = 3k + 14k = 17k =
17. Zato je k = 1in |[AM| = 3. Koordinata to¢ke M je 1, M(1). Ce totka M leZi levo
od tocke A4, je |BM| = |AB| + |AM| = 17 + 3k = 14k. Zatoje k = I in |[AM| = 4.
Koordinata totke M (—6%).

2\ I 1 I T N N NN N T NN NN N N \15
LI B B B BN B B B B B B B B B
II? | | \2 I I I I I I I I I 5 15
M T T v T T T T T T T T T v



ZaPIS |AB| = 17 o 1 tocka

Vsota razdalj [AM| 4 [MB| =17 ..o 1 tocka
UpoStevanje razmerjarazdalj: 3k + 14k =17 ... it 1 tocka
[ZraCUNAN & = 1 .o 1 tocka
Mozna koordinata M (1) ... 1 tocka
Upostevanje, da M lahko lezilevood A (lahkoslika) ..................... 1to cka
Zapis vsote razdalj: |AM|+ |AB| = |BM| ..o 1 tocka
Upostevanje razmerja: 3k + 17 =14k ..o i 1 tocka
ZFaBUN b = 4L e 1 tocka
Druga mozna koordinata M(—2) ... ... 1 tocka

. Kocka s stranico 6 dm ima prostornino 216 dm?®. Zagozdo sestavljata kvader (6 dm,
4 dm in 3 dm) s prostornino 72 dm? in tristrana prizma, ki ima za osnovno ploskev
enakokrak trikotnik z osnovnico 3 dm in viSino na osnovnico 2 dm. Vi$ina tristrane
prizme je 4 dm in njena prostornina meri 3-2-3 = 12 dm?®. Prostornina zagozde je torej
84 dm?, kar predstavlja o+ = & kocke, delez odpadka je potem 1t. Zagozda je prizma
z osnovno ploskvijo iz pravokotnika in enakokrakega trikotnika s skupno plosc¢ino
6 -3+ 22 = 21 dm? in visino 4 dm. Obseg osnovne ploskve je 6 + 3 + 3 + 2a + 3 cm, a
dobimo s pomodjo Pitagorovega izreka in meri 2 c¢m. Obseg osnovne ploskve je torej
20 cm. Povr$ina prizme pa 2 - 21 4+ 20 - 4 = 122 dm? = 1.22 m?. Ker za 1 m? porabimo
0.11barve, ga za premaz skupno potrebujemo 0.122 1.
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77777 6 dm
Prostornina kocke 216 dm3 ... ... .. . 1 tocka
Izracun neznane stranice a = g dm . 1 to ¢ka
IzraCunana prostornina zagozde 72dm?3+12dm?3 ... .. ... ... (1 + 2) tocke
IzraCunan delez odpadka % ................................................ 2 to Cki
Izracunana povrSina 122 dm2 ... ... . 2 toCki

(V zadnjih treh alinejah to ¢kovnika pripada po ena to Cka tekmovalcu, ki upora-
blja pravilen postopek ra ¢unanja prostornine, deleza in povrSine, ceprav z na-
pacnimi podatki.)



Rezultat: potrebujemo 0.1221barve ...t 1 to Cka

. Jaka je imel ob 12.00 posajenih 36 dreves, Bine pa z. Pred nekaj ¢asa je imel Jaka x

posajenih dreves, Bine pa 3¢ = 12. Ker sta v vmesnem ¢asu posadila vsak enako

Stevilo dreves, lahko zapiSemo enacbo: 36 — z = = — 12. ReSitev te enacbe = = 24, torej
je imel Bine ob 12.00 posajenih 24 dreves. Ker je za vsakega porabil 10 minut, je skupaj

delal 240 minut ali Stiri ure in je moral zaceti s sajenjem ob 8.00.

6.00 8.00 10.00 12.00
T 36
Jaka , .
36 —x
o —12 .
Bine ) I
12 z
Zapis Stevila posajenih dreves ob  12.00 (36, ) «..vvveviiiiiii i 1 tocka
Ugotovitev, da je v Casu, ko je imel Jaka x dreves, Bine imel 12 dreves .. 2 to Cki
UposStevanje, da sta v vmesnem Casu zasadila enako Stevilo dreves ..... 2to Cki
Zapisenache: 36 — & = & — 12 ..t  a 2 to Cki
RSV = 24 o 1 tocka
[zraCunan Cas sajenja drevVes 4 Ure .........coiueriineeneeenieaninnnnnnn 1to Cka
IzraCunan za Cetek sajenja 8.00 .........uiuiiiiit i 1 tocka
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