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Predgovor

Razumevanje matematike se lahko utrdi in poglobi le tako, da se ma-
tematic¢ne koncepte in racunske metode preizkusi z reSevanjem nalog. Zelo
pomembno je potem to znanje uporabiti v drugih naravoslovnih vedah, pa
tudi na ostalih podro¢jih.

Zbirka vsebuje naloge 7 reSitvami oziroma z nasveti za reSevanje. Ob-
sega pa snov diferencialnega in integralnega racuna, ter njuno uporabo.
Teme, povezane z odvodom so, poleg osnovnih lastnosti, Se Rolleov in La-
grangeov izrek, L’Hopitalovo pravilo, ekstremalni problemi, risanje grafov in
krivulj, ter Taylorjeva vrsta. Integralni racun pa se obravnava skozi nedolo-
Ceni integral, doloceni integral, posploSeni integral, ter uporabo integrala v
geometriji in fiziki. Zelo zazeljeno je, da bralec zato pozna osnovne koncepte
Stevil, Stevilskih vrst, funkcij, limite in zveznosti. Naloge so samostojne in se
praviloma ne sklicujejo na ostale naloge. Prav na koncu so dodane Se reSitve,
vec¢inoma so to rezultati in uporabni nasveti, precej nalog pa je reSenih v
celoti.

Izbor nalog je nastajal od $tudijskega leta 2009/10 do sedaj, v tem ¢asu
namre¢ na Pedagoski fakulteti Univerze v Ljubljani med drugim vodim vaje
iz predmeta Matemati¢na analiza. V veliki meri so to naloge z vaj, izpitov in
kolokvijev pri omenjenem predmetu. Vrstni red nalog, njihova tezavnost in
struktura zato naravno sledijo toku premisljevanja Studenta. Zbirka je tako
Se posebej namenjena Studentom Pedagoske fakultete, Studijskega programa
dvopredmetnega ucitelja matematike, ki matemati¢no analizo poslusajo v
prvem letniku $tudija. Gotovo pa bo prav prisla tudi Studentom, ki poslusajo
sorodna predavanja na drugih fakultetah. Njen osnovni namen je pomo¢ pri
Studiju, pravi pomen pa bo dobila v povezavi s celotnim studijskim procesom.

Pa veliko veselja pri reSevanju!

Ljubljana, april 2015 dr. Tadej Starcic¢



Kazalo

1

2

8

9

Odvod - Osnovne lastnosti

Odvod - Rolleov in Lagrangeov izrek

Odvod - L’Hopitalovo pravilo

Odvod - Ekstremi funkcije

Odvod - Grafi funkcij

Odvod - Krivulje v polarni in parametri¢ni obliki
Integral - Nedoloceni integral

Integral - Doloceni integral

Integral - PosploSeni integral

10 Integral - Uporaba integrala

11 Funkcijska zaporedja in vrste

12 Resitve

12.1 Odvod - Osnovne lastnosti . . . . .. ... ... ... .....
12.2 Odvod - Rolleov in Lagrangeov izrek . . . .. ... ... ...
12.3 Odvod - L’Hopitalovo pravilo . . . . ... .. .. ... ....
12.4 Odvod - Ekstremi funkcije . . . . . . . ... ... ... ..
12.5 Odvod - Grafi funkeij . . . . . .. .. ..o
12.6 Odvod - Krivulje v polarni in parametri¢ni obliki . . . . . ..
12.7 Integral - Nedoloceni integral . . . . . .. .. ... ... ...
12.8 Integral - Doloceni integral . . . . . . . ... ... ... ....
12.9 Integral - PosploSeni integral . . . . . . .. .. ... ... ...
12.10Integral - Uporaba integrala . . . . . . . . .. ... ... ...
12.11Funkcijska zaporedja in vrste . . . . . .. .. ... ... ...

11

13

15

16

17

20

24

25

27



Odvod - Osnovne lastnosti

. Po definiciji izra¢unaj odvode naslednjih funkcij v tocki a:

(a) flz)=2% a=1,
®) f(z)=2*+2x—-1, a=2,
(c) fl@) =135 a=-1,
. e‘i, x>0 .
(d) f(:z:)—{o’ <0’ a=0.
(Nasvet: Posebej izra¢unaj levi in desni odvod.)

. Po definiciji izracunaj odvode naslednjih funkcij:

(a) y=22"+3z—22+272-3, () y=Va?— 2z,

(b) y =3 +2% xﬁ—\%, (m) y = arcsin(1 + €%),

(C) Yy = 617 cos T, (n) Yy = eSina:7

(d) y = 22" tan(z), (0) y = (1+In(x))! cos(4z),
(e) Yy = (Sinx + QI) log($)7 (p) Yy = %7

(f) y = (2% + 2%) arcsin z, 20 yarccos(a?)

(g) y= =, (@) ¥y="—gmm

(h) y = aclanz, (r) y = arctan(e* ™! + 2z + 1),
() y= 2ot ) y= Yo T T,
(j) y = o, (t) y=(1+2)z,

(k) y = sin(3z + 5), (0) y = (1+22)™C),

. Hiperbolicne funkcije, kosinus, sinus in tangens, so definirane z nasle-
dnjimi predpisi:

chz) = 3¢ +e),  shiz) = S(F — ), tm@=i$§

2 2
Na obmoc¢jih, kjer so hiperboli¢ne funkcije injektivne, definiramo inver-
zne funkcije, area funkcije, Arsh, Arch in Arth.
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(a) Utemelji, da je sh injektivna povsod na R, njena zaloga vrednosti
oziroma definicijsko obmocje Arsh pa je Zg, = Dawsn = R. Funk-
cija ch postane injektivna kot zozitev na [0, 00) z zalogo vrednosti
Zn = [1,00) = Daren, th pa je injektivna povsod na R z zalogo
vrednosti Zy, = (—1,1) = Dayen.

(b) Izpelji naslednji zvezi med hiperboli¢nimi funkcijami:

1
ch?(z)’

ch?(z) — sh?(z) = 1, th®(z) =1 —

(c) Pokazi, da lahko area funkcije izrazimo z ostalimi elementarnimi
funkcijami na naslednji nacin:
e Arsh(z) =In(z+Va2+1), z€R,
e Arch(z) =In(z +V22 - 1), z>1,
o Arth(z) = 3In(1), |z] <1,

(d) Dokazi, da so odvodi hiperboli¢nih in njihovih inverznih funkcij

enaki:
e (shz) = chz, o (Archz) = ———,
e (chz) = shz, e (Arshz) = 11127
o (thr) = -4, e (Arthz) = L.

5. Dana naj bo funkcija f(z) = 23 — 11z + 7.

(a) Zapisi enac¢bo tangente in normale na graf funkcije f v tocki (3, 1).
(b) Dolo¢i tangente na graf funkcije f s koeficientom —8. Pois¢i vse
tangente na graf funkcije f, ki sekajo abscisno os pod kotom 7.

6. Dana je funkcija g(z) = %3

(a) Dolodi tangento in normalo na graf funkcije g v toc¢ki (—3,—-9).

(b) Pois¢i vse tangente na graf funkcije g, ki so vzporedne premici
y = 4y — 2, ter tudi vse tangente, ki sekajo z-0os pod kotom 7.

(¢) Dolodi koeficient premice y = kx — 18, da bo ta tangentna na graf
funkcjie g.

(Nasvet: Upostevaj, da je koeficient tangente k7 na graf funkcije v dani
toc¢ki enak odvodu funkcije v tej tocki, koeficient normale pa je potem

by = —2)



10.

11.

12.

. Pois¢i kot med krivuljama z ena¢bama y = 22 4+ 3x — 2 in y = 222 — 6,

t.j. kot med ustreznima tangentama na krivulji v prese¢ni todi.)

. Dolo¢i tangente na dano krivuljo v tockah (1,y1), ter poiséi tocke

(2,y2) na krivuljah, v katerih imajo tangente koeficient enak 2:
(a) Yy = 62967 (R Yy = 2r — 2+ 627 (07 1))

) 242 =1 Ry = VI 2D
(¢) 2y =1+’ (R:y/(2—32?) = 1, (2,3)

(Nasvet: Odvod implicitno podane funkcije v ustrezni toc¢ki lahko izra-
¢una$ tako, da odvaja$ njeno enac¢bo.)

Poka7i, da se krivulji 22 — y? = a in oy = b sekata pravokotno za vsak
a,b eR.

V trenutku ¢ = 0 za¢nemo opazovati prevozeno pot nekega avtomobila
v odvisnosti od ¢asa t. OpiSemo jo s funkcijo s(t) = t(t — 2)2.

(a) Kako se v odvisnosti od ¢asa t spreminjata hitrost v(t) = §'(¢) in
pospesek a(t) = v/(t) avtomobila?

(b) Kdaj avto vozi naprej in kdaj vzvratno? Kdaj pospesuje in kdaj
zavira? (Nasvet: Premisli, kaj nam predznak hitrosti oziroma
pospeska pove o smeri voznje oziroma o pospesevanju.)

Dana je funkcija

2 +1, z <0
flz)=4¢ 2bx+a, 0<z<1
2 —x+2, x>1

Dolo¢i parametra a in b, da bo funkcija f zvezna v tockah z = 0 in
x = 17 Ali ima potem funkcija v teh dveh tockah enoli¢no dolo¢eno
tangento oziroma ali je zvezno odvedljiva? Kako geometrijsko izgleda
graf funkcije v teh dveh tockah? (Nasvet: Izrac¢unj leve in desne odvode
funkcije f v tockah x = 0 oziroma z = 1, kjer je to mogoce, ter jih
ustrezno primerjaj.)

Dana je funkcija

arctan(2z) +a, = <0
f(x) =2 be'** + cx, 0<z<1,
sin(%F) +d, r>1

kjer so a, b, ¢ in d realni parametri. Dolo¢i a, b, ¢ in d tako, da bo
funkcija f zvezno odvedljiva povsod, ter zapiSi predpis odvoda f.



13.

14.

15.

16.

Dolo¢i realne parametre a, b, ¢, d, da bo funkcija

ar+b, <1
fl@)=4 In(z), wzelle
cx’+d, v>e

povsod zvezno odvedljiva, ter zapisi f'.

Dani sta funkciji
[ xsin(d), z#£0 [ 2%sin(2), z#0

(a) Dokazi, da funkcija f ni odvedljiva v tocki x = 0.

(b) Pokazi, da je funkcija g odvedljiva v o = 0, vendar pa ni zvezno
odvedljiva. Odvod funkcije g tudi izra¢unaj in ga zapisi.

(Nasvet: Odvode v to¢ki = 0 izrac¢unaj po definiciji, ter se spomni,
da je limx_ma:sin(%) =0, lim,_,osin(1) pa ne obstaja.)

T

'll“
.;'v

Dana je funkcija
1— e‘x2, z <0
fle) = { ?sin(l), x>0
Ali je funkcija f odvedljiva oziroma zvezno odvedljiva? Ali je morda
obstaja tudi drugi odvod funkcije f? (Nasvet: Desne odvode v tocki
x = 0 izra¢unaj po definiciji.)

Z uporabo odvoda izpelji formulo za

n+l N 1
1+2x+3x2+...+nx"’1:<nx (n+ 1)z" + ), x#1,neN.
(z —1)?




17. Izracunaj visje odvode funkcij

(a) f(z) =27,
(b) f(z) = 55,
() fz) = -

(Nasvet: Izra¢unaj prvih nekaj odvodov in na podlagi tega ugani for-
mulo za n-ti odvod, ki jo nato z indukcijo dokazi.)

18. Z uporabo odvoda (diferenciala) izrac¢unaj priblizne vrednosti za:

(a) 0,992 (c) sin(59°),
(b) /1,01, (d) arcsin(0,04 + In(1, 02)).

(Nasvet: Izberi ustrezno funkcijo f in ustrezno tocko a, ter upostevaj,
daje f(a+h) = f(a) + f'(a)h za majhne h.)



Odvod - Rolleov in Lagrangeov izrek

. Ali lahko uporabis Rolleov izrek za funkcijo f(z) = 27 —22° — 2 +4 na
intervalu [—1,1]. Ce je odgovor pritrdilen, ga zapisi.

. Dana je zvezna funkcija f: [a, b] — R, ki je odvedljiva na intervalu (a, b)
in osemkrat zavzame isto vrednost (npr. 2). Z uporabo Rolleovega
izreka dokazi, da ima potem odvod funkcije f’ na intervalu (a,b) vsaj
sedem nic¢el. Ali lahko rezultat posplo§i§ na funkcijo z n niclami, t.j.
ugotovi in utemelji, najmanj koliko nic¢el ima odvod ¢, ¢e ima g natanko
n nicel?

(a) Zapisi trditev Lagrangeovega izreka za funkcijo f(z) = (1 4+ x)®
na intervalu [0, z], kjer sta a > 1 in z > 0 dve konstanti.

(b) S pomodjo zgoraj zapisanega pokazi posploseno Bernoullijevo ne-
enakost:
(14 2)* > 1+ az, z2>0, a>1.

. Dana je funkcija f(z) = In(x).

(a) Zapisi trditev Lagrangeovega izreka za funkcijo f na intervalu
la,a + 1], kjer a > 0. S pomocjo dobljenega nato dokazi nee-

nakost:
1 1
<Iln(l+-) < —, a> 0.
a a

1+a

(b) S pomocjo zgoraj dokazane neenakosti dokazi, da za delne vsote
harmonic¢ne vrste velja

11 1
ln(n)+121+§+§+...+—>ln(n—i—1), n € N.
n

. Dokazi, da za vsako odvedljivo funkcijo f:(a,b) — R z vsaj dvema
fiksnima tockama obstaja taka tocka & € (a,b), za katero je f'(£) = 1.
. 3 pomocjo odvoda dokazi:

T

(a) arctan(x) = arcsin(ﬁ), z € R,
(b) Arsh(z) =In(z+ Va2 +1),z €R.
2z

. Pokazi, da se funkciji f(z) = arctg(z) in g(z) = § arctg(:2%;) na inter-
valih (—oo, —1), (—1,1) oziroma (1,00) razlikujeta kve¢jemu za kon-
stante, ki jih tudi dolod¢i.




8. Dokazi, da velja:

(a) |arctg(z) —arctg(y)| < |z —yl,  zy€eR,

(b) |sm(2x) - Sln(2y)| <2 |.Z' - ylv T,y € R;

(¢) Za vsako zvezno odvedljivo funkcijo f:[a,b] — R obstaja kon-
stanta C' > 0, da velja

F@) — fWI < Cle—yl,  ay€ b,

(Nasvet: Zapisi Lagrangeov izrek za dano funkcijo in oceni odvod na

danem intervalu.)
Kaj lahko na podlagi neenakosti sklepas o enakomerni zveznosti funk-

cij?
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3 Odvod - L’Hopitalovo pravilo

1. S pomocjo L’Hopitalovega pravila ali kako drugace izracunaj naslednje

lim, o D=2, (q

limite:
(8) Tim, o 22222, (3) limgo =555,
(b) lim o 252, (k) lim, o 525G,
(c) Timy o 2 (1) lim,_,q arcsin(2x) cot(3x),
(d) lim,o0 11%}2)7 (m) lim, o Z‘(Q% - 1),
(e) lim, .o %, (n) lim,_oz(In(z))?,
() Tim, o 2000 (0) Ty (357 = )
) lim, g “57G, (b) lim, (G — <42,
) )
) )

In(14z)—=z (I'

lim,_o “(sma)?

2. Dana je funkcija

x, r <1
f(l’) = { In(2x—1) .

500 1<z

Dokazi, da je funkcija f zvezna v to¢ki 1. Premisli, ali je funkcija f
tudi odvedljiva v to¢ki x = 17 Dolod Se lim,_,.. f(z).
(Nasvet: Desni odvod v tocki z = 0 izra¢unaj po definiciji.)

3. Dolo¢i parametre a, b in ¢ tako, da bo funkcija

ax* + c, r< -1
fx) = arctan(r) +b0, —1<x<0
51n(2xiz—22_h;(1+;t)’ >0

kjer so a b in c realni parametri. zvezna povsod in zvezno odvedljiva v
tocki x = —1.

4. Dolod¢i realne parametre a, b in ¢ da bo funkcija

asin(3) +1, z >
flx) =1 bx?+c, T>x>0,
dr+<=2=1 2 <0

x

zvezno odvedljiva povsod?

11



5. Dolo¢i parametre a, b in ¢ tako, da bo funkcija

In(2 + x), r <0

flz) = ax? +br+c¢, 1>x>0
xIn(z)—x+1
(z—1)In(z) ? r>1

zvezna v tocki x = 1 in zvezno odvedljiva v tocki x = 0, ter izracunaj
limito lim, ,, f(z). Ali je pri dobljenih parametrih funkcija f tudi
odvedljiva v tocki z = 1?7 (Nasvet: Desni odvod v tocki = 0 racunaj
po definiciji.)

6. Ali obstaja realno stevilo a, pri katerem lahko za izracun limite uporabis
L’Hopitalovo pravilo:

. ez+872z+3+
(a) hmx—>1 In(x) a,

: 2e"+e 23 4q
(b) 11m$_>1 W .

Ce je odgovor pritrdilen, potem pri ustreznem a limito tudi izracunaj.

12



4 Odvod - Ekstremi funkcije

1. Dane so funkcije

(a) f(z) =2® — 3z + 3 na intervalu [—3, 3],

(b) f(z) =a* — 62 + 8z + 4 na intervalu [—32,2],
(¢) f(z) = 2%e® na intervalu [—3, 1],

(d) f(x) =x — cos(2x) na intervalu [0, 7|.

e Dolo¢i maksimum in minimum danih funkcij na danih intervalih.

e Dolo¢i intervale strogega narascanja in padanja danih funkcij. S
pomocjo ugotovljenega nato klasificiraj lokalne ekstreme oziroma
dolo¢i prevoje funkcij.

2. Pokazi, da ima funkcija g(z) = %4 — 2%+ 2z — 1 na intervalu [—2, 0] sta-
cionarno tocko, ter z bisekcijo poiscéi njen priblizek. Ali je v stacionarni
tocki na intervalu [—2, 0] lokalni ekstrem ali prevoj?

3. Zapisi stevilo 2012 kot vsoto dveh nenegativnih realnih Stevil, da bo
njun produkt najvecji.

4. Krogli s polmerom R vértaj pokon¢ni stoZec z najvec¢jo prostornino.

5. Krogli s polmerom R vertaj pokon¢ni valj z najvecjo prostornino.

6. Babica Jozica Zeli imeti ograjen zelenjavni vrt pravokotne oblike s po-
vr§ino 10 m?, ki bo tik ob eni izmed sten njene hige. (Ograditi je treba
le tri stranice.) Kaksnih dimenzij naj bo vrt, da bo zanj potrebno
najmanj ograje?

7. Babica Francka zeli imeti zelenjavni vrt pravokotne oblike, ki bo tik ob
eni izmed sten njene hiSe. (Ograditi je treba le tri stranice.) Na voljo
ima 10 metrov ograje. Kaksnih dimenzij naj bo vrt, da bo njegova
povrsina najvecja?

13



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Elipsi z enacbo % + % = 1 vertaj pravokotnik tako, da bodo njegove

stranice vzporedne koordinatnim osem elipse, ter bo imel maksimalno
mozno ploséino.

Parabola y = 3 — 22 in z-0os omejujeta lik L. V L vértaj enakokrak
trikotnik z oglis¢em v (0,0) in osnovnico, vzporedno z x-osjo, da bo
ploscina trikotnika najvecja.

Na paraboli y* = 2z (ali y = /r) poisci tocke, ki so najblizje tocki
(2,0).

(Nasvet: Spomni se, da je oddaljenost med tockama (z1,y1) in (22, y2)
enaka \/(zo — 21)2 + (y2 — y1)%.)

V enem obratu tovarne izdelujejo ploc¢evinaste posode brez pokrova,
ki so oblike valja z volumnom 1dm3, v drugem obratu te tovarne pa
izdelujejo plasti¢ne pokrove za te posode. Cena 1dm? plocevine je 2
centa, cena 1 dm? plastike pa 1 cent. Kaksne naj bodo dimenzije posode
(s pokrovom), da bodo stroski materiala minimalni? (Ce ne gre, doloci
dimenzije posode brez pokrova, da porabimo ¢im manj plocevine.)

Izdelati zelimo lonec brez pokrova v obliki valja za 10 litrov juhe. Ka-
ksne morajo biti dimenzije, da se porabi ¢im manj materiala? (Debelino
lonca lahko zanemarimo.)

Mojster Miha zeli zgraditi silos za zito v obliki valja s sferno kupolo.
Cena materiala za kupolo je dvakrat vecja od cene materiala za valjasti
del silosa. Kaksnih dimenzij naj bo silos za 1000 m? Zita, da bo njegova
izgradnja najcenejsa?

Iz Zice zelimo izdelati model pravilne 3-strane prizme s prostornino
2dm3. Kaksni naj bosta dimenziji roba osnovne ploskve in vigine, da
bomo porabili najmanj zice? Odgovor utemelji.

Iz 4 metrov zice Zelimo izdelati model pravilne 4-strane piramide. Ka-
ksni naj bosta dimenziji roba osnovne ploskve a in viSine v, da bo
prostornina piramide V' najvecja?

Mravljica s tal opazuje 1 meter Siroko sliko, ki visi 2 metra nad tlemi.
Kako dale¢ od stene naj se postavi, da bo videla sliko pod najve¢jim
kotom?

14



5 Odvod - Grafi funkcij

1. Dane so funkcije

(a) f(x) = 3a* + 82 4 62* — 5, (G) flx 1n(2x —1) — 3z,
(b) f(x)=z(2 —x), (k) flz) =1+ 21n(3x)

(¢) f(x)=av1—2? () f(z

(d — \/ﬁ?, (m) g(z) = 23

(
(

—
8

(o

— 2 — 1)6%‘%, (p

r) = == — arctg(x).

||
Mm
I
8

+
—

A/\/\/g/-\/-\/-\

8

(g
(h
(i

e Danim funkcijam dolo¢i definicijsko obmodje, nicle, pole, asimp-
tote in razisci obnaéanje na robu deﬁniciskega obmocja.

(x
(x
(

T

14 Qarctg( )
arctg(2x) — arctg(2),

8

-3 (Cl

1—$2 (r

Sll’l CC

)
)
)
)
e)
)
)
)
)

I N e e L
\_/\_/\—/\_/ﬁ/\_/\_/\_/\_/
I
‘&

—

) fx) =
) fx) =
) fx) =
) 9(z) =
(0) f(z) =2 ( ())27
) g(x) =
) g(x) =
) f(x)
) h(x) =

T = TN« )

8

vrednosti danih funkcij.

e Dolodi intervale konveksnosti in konkavnosti, ter prevoje. (ée ne
gre v sploSnem, potem poiS¢i vsaj kaksSno tocko, v okolici katere
je funkcija f konveksna oziroma konkavna.)

) Cimbolj natancno skiciraj graf funkcije.
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6 Odvod - Krivulje v polarni in parametric¢ni
obliki

1. V implicitni in parametri¢ni obliki so podane naslednje krivulje:

(a) x(t) =4cos(t), y(t)=3sin(t), teR, (elipsa),
(b) z(t) = t4ch(t), y(t) =3sh(t), teR, (hiperbola),
(¢) 25 +y3 =1, (asteroida),
Nasvet: Parametriziraj z x(t) = cos®(t), y(t) = sin®(¢), t € [0, 27].)
(d) z(t) =sin(2t), y(t) =sin(t), teR,
(e) z(t)=t>—1, y(t)=t{t*—-1), teR,
(f) x(t) = a(t—sint), y(t) =a(l—cost), teR, a>0, (cikloda),
)

(g) 23— 3azy +y*> =0, a >0, (Descartesov list)
(Nasvet: Vpelji parameter ¢ = £.)

H

(h) = =cosat, y=sinat, z= bt, t e R, (vija¢nica).

° éimbolj natanc¢no narisi dane krivulje.
(Nasvet: Skiciraj grafa x(t) in y(t), ter poskusi dolo¢iti ekstremne
tocke, t.j. resi enacbhi £ =0 in y = 0.

e Izracunaj naklon krivulje oziroma y’. Izberi si neko toc¢ko na kri-
vulji in dolo¢i tangento na dano krivuljo v tej tocki, ¢e obstaja.

2. V implicitni ali polarni obliki so podane naslednje krivulje:

(a) r(p) =3, @EeRT, (hiperboli¢na spirala),

(b) r(p) = (logaritemska spirala),

(c) 7“(90)2 ( v), eel-5 3V TFIVIE T
(d) (e ) = a(1 + cos(y)), ¢ € [-m,m], (kardioida),
(e) y?) = 2a*(2* — y?), a >0, (lemniskata).

(22
(Nasvet Vpelji polarne koordinate.)

° éimbolj natan¢no narisi dane krivulje. (Nasvet: Skiciraj grafe
r(¢), z(p) in y(p); poskusi dolociti ekstremne tocke, t.j. resi
enatbi £ =0in gy =0. )

e Izracunaj naklon krivulje oziroma 3’. Dolo¢i tangento na dano
krivulje v tocki, ko je kot ¢ = 7, ¢e obstaja.
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7 Integral - Nedoloceni integral

1. Nedoloceni integral katere funkcije f je dana funkcija F":
(a) F(z) = /1+ cos(lnx),
(b) F(z) = e arctg(z),

2. Izracunaj naslednje nedolo¢ene integrale:

(a) [(22* +x+ 2273 + 2! 4+ 2)dx,
(b) [(Yavz+ 5 — & — L,
(c) [(e* — v V)da,
(d) [cos(Tz + §)dx
3. S pomocjo uvedbe nove spremenljivke izra¢unaj naslednje nedolo¢ene
integrale:
(a) [(2x +1)¥dz, k) [ \/%dx
(b) f3$ COS([L’Q)CZ$, sin®(x)+sin(z) cos* ()
0 J - dx,
(C) fxel—aszx, \/COS(.Z’)
2 cos®(z)+5 cos(x)
() [ e, (m) [ =500 dr,
() J g, (n) [ cos®(z)dz,
() [ 2 da (o) [ ch*(x)dx,
2+{L’2 ) 1 d
(§) [ty ) [ e
z3/In(z) (q) f 1 dr
61(6217_2) \/m ’
() J Vet 0 (r) [ V1+2%de,
i f \/fjjdxa (s) [Va?—4dz,
. sin(z) cos?(x x?
() J = de, (1) [ e

4. S pomodjo integracije 'per-partes’ izra¢unaj naslednje integrale:
(a) [wxe®dz, (d) [In(z)dz,
(b) [(4z — 1) sin(6x)dz, (e) [(2z —3)In(z + 1)dz,
(¢) [xcos?(z)dx, (f) [(2* + /x) In(22)dx,
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(g) [(22% — 3z + 1) sin(3z)dz,
(h) [(2* = 3z + 1)e **dz,
(i) [(22* =3z + 1) 3z,

(G) [zt "dz,
(k) [2*(Inz)*de,
(1) [e**sin(x)dz.

5. Izra¢unaj nedolo¢ene integrale naslednjih racionalnih funkcij:

(a f 3+xd33

14+x
(b T —3z+2 dl’

z+1

(C f x3—2x2+2dm
GO ==r

1422

)
)
)
)
e) [ A d,
)
)
)
)
)

(

(f f T +3x+4 dl’

g f w—l—l Z,
h f xﬁfg?‘:% ’
(i

(J fx2+2z+2 Z,

(
(

2+Sz2 ’

6. Naj bo u = tan(3). Pokazi, da potem velja cosx =

2du
1+u?>

indx =

(a) f 2sin? m—?—S cos? dI‘,

(b) f3+520051dx’

(l f1722+w2-;2+2dx’

f 4x+3 dCL’

242242

22
+2x—1
(a:2+2z+3 z+1) dl’

3z +4z—1
(z2+2z+3)(2z+1) dl’

z—11
(z244)(z—-1) dl’

2x24-8x—7
(q fx3+23:2 22+3dm

ter izrac¢unaj naslednje integrale:

(C) 3dx
242sinz+3cosx’

2
(d) f 1+4cos z+sinx £

7. Izracunaj naslednje nedolocene integrale:

(a) f“rl—?’e)fmd:c

(b) [ Hid,

(c) f%d%

(d) [ wap=de,

(e) [(xz—3)In(x+ 1)dz,
(f) [ xarctan(2z)dz,

(g) [xarctan(3z + 2)dz,
(h) [ 2?arctan(2z)dz,

18

(23 — ¥x) In(2x)dx,

1

(0 f
G) [eV¥dx,
(k) [(arcsinz)?dz,
(1) [sin®(z) In( cosx)dx
(m) f:zcsm
(n) [a? efdx
(0) fxln 1+ 2?)
(p) [co

2x24+5x+8
(I‘ x34+4224+5z dl‘
2
(s) [ = g de,
(t f—(1+x2)4dx.
2 .
1 +“2, sinx =

2u
14+u2




8. Dan je nastavek

- T =Qp_ \/a+b;1:+:1:2+A/
/\/a+bx+x2 Qn-1(2) \/a—l—bx+x2

kjer sta P,(r) oziroma @, _i1(x) polinoma stopnje n oziroma n — 1 in
A, a ter b realne konstante.

(a) Poiséi realni konstanti A in B, da bo veljalo

d:c:A\/S—Zx—a:2+B/

/ z— 11 dx
Vb5 —2x — 22 V5 — 21 — 22’

ter izracunaj nedoloeni integral [ —%dm

(b) Izra¢unaj nedoloteni integral [ f/ﬂd

9. Dokazi, da ne obstaja nedoloceni integral funkcije

1, x>0

f(””):{ ~1, <0
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Integral - Doloceni integral

1. Direktno preko definicije Riemannovega oziroma Darbouxjevega inte-
grala (t. j. z Riemannovimi oziroma Darbouxjevimi vsotami) pokazi,
da sta konstantna funkcija f(x) = C in linearna funkcija g(z) = «
integrabilni na poljubnem intervalu [a, b], ter izra¢unaj njuna dolo¢ena

integrala f; Cdz in fab xdz.

2. Dana je funkcija f(z) = z°.

(a)

(b)

3

Najbo D: 0 < 3 <1< 2<% <2 delitev intervala [0,2]. Zapisi
zgornjo in spodnjo Darbouxjevo vsoto funkcije f za dano delitev
D, ter ju izracunaj. Kaj geometrijsko predstavljata vsoti?

ZapoljubenneNnajboDn:0<%<£<...<%<2de—

litev intervala [0,2]. Zapisi zgornjo Darbguxjevo vsoto S(D,,) in
spodnjo Darbouxjevo vsoto s(D,,) funkcije f pri dani delitvi D,,.
Z indukcijo dokazi formulo 377, j* = W7 nato pa jo upo-
rabi pri izra¢unu limit zaporedij lim,,_,o, S(D,) in lim,_, S(D,,).

Koliko pa je f02 x3dx?

3. Dana je funkcija f(x) = J/x.

(a)

(b)

NajbostaD:0 < 1 <1<2<3mD:0<i<3<1<3<i<3
delitvi intervala [0, 3]. Zapisi zgornji in spodnji Darbouxjevi vsoti
funkcije f za delitvi D in D', ter jih primerjaj po velikosti.

Za poljubno stevilo n € N naj bo D,,: 0 < % < % <. . < ”T’l <1
delitev intervala [0, 1]. Zapisi zgornjo Darbouxjevo vsoto S(D,,)
in spodnjo Darbouxjevo vsoto s(D,) funkcije f za dano delitev
D,.. Razmisli, zakaj obstajata limiti zaporedij lim, ., s(D,,) in
limy, 00 S(Dy,), ter ju poiséi.

0.5
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4. Dana je funkcija f(z) =

()

1
1+2x°

Izracunaj zgornjo in spodnjo Darbouxjevo vsoto funkcije f za na-
slednjo delitev intervala [1,3]: 1 <2 <2 <X <8 <2<8 <3
Kaj geometrijsko predstavljata dobljeni vsoti? Vsoti po velikosti
primerjaj se z f13 f(x)dz.

Za poljuben n € N naj bo D,:0 < % < % < ... < ”T_l <1
delitev intervala [0,1]. Zapisi zgornjo in spodnjo Darbouxjevo
vsoto funkcije f pri dani delitvi D,. Razmisli, zakaj obstajata

limiti zaporedij lim,,_,o, S(D,,) in lim,,_,o, S(D,), ter ju izra¢unaj?

Zane€NnajboD/:0<1<2<...<n—1<ndelitev intervala
[0,n]. Zapisi zgornjo in spodnjo Darbouxjevo vsoto funkcije f
pri dani delitvi D]. Dobljeni vsoti nato po velikosti primerjaj
z dolo¢enim integralom fon f(x)dz, ter s pomodcjo ugotovljenega
pokazi neenakost:

5. Dana je funkcija

(a)

(b)

1 1 1 1 1
1+=In(2n+1) > 1+=—+—+... > —In(2n+3 N.
+5 n(2n+1) > tatet —|—2n+1_2n( n+3), n e
|1, z#0
“@{o,xZO'

Naj bo D: —1 < —2 < 5 < 1 < 2 delitev intervala [—1,2].

Izracunaj zgornjo in spodnjo Darbouxjevo vsoto funkcije g za dano
delitev D.

Direktno po definiciji pokazi (t.j. z Darbouxjevimi vsotami), da
je funkcija g integrabilna na intervalu [1—, 2], ter f_21 g(x)dz = 3.

6. Dana je funkcija

(a)
(b)

0, 2€Q
h(m)_{l, reR\Q -

Zapisi zgornjo in spodnjo Darbouxjevo vsoto funkcije f za delitev
intervala [0,2]: 0 <3 <2 <3 <1<3 <2

Direktno po definiciji pokazi (t.j. z Darbouxjevimi vsotami), da
naslednja funkcija ni integrabilna na nobenem zaprtem intervalu.
(Nasvet: Upostevaj, da lahko na vsakem intervalu najdemo tako
racionalno kot iracionalno $tevilo.)
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7. Dana je funkcija
1, >0

o ={ g 120

(a) Zapisi zgornjo in spodnjo Darbouxjevo vsoto funkcije f za delitev
intervala [-1,2]: -1 < -3 <—-2<i1<3<2

(b) Direktno po definiciji (t.j. z Darbouxjevimi vsotami) pokazi, da je
funkcija f integrabilna na intervalu [—1, 2] in velja f_ll f(z)dx = 2.

8. S pomocjo dolocCenega integrala izra¢unaj naslednjo limito:
(a) hmn%oo(r%‘,—l + #2 + n+r3 + . 4 30)

(b) limy, o0 —\/I—H/?/;%“—h/ﬁ;

14 Vet Ve2+...4 Ven—1
- .

(¢) limy, 00

(Nasvet: Izraz pod limito predstavi kot Riemannovo oziroma Darbo-
uxjevo vsoto ustrezne funkcije pri ustrezni delitvi.)

9. Dana je funkcija f:[a,b] — R in delitev D:a =29 < ... < z,, = b.

(a) Za dano delitev intervala D in funkcijo f definiramo izraz

n

T(D, f) = 3" (7w + Flri)a — i)

i=1
Kaj geometrijsko predstavlja zgornja vsota?

(b) Pokazi, da v posebnem primeru, ko so podintervali dane delitve

enako veliki (t.j z;—z;_1 = =% zavsei € {1,...,n}) velja trapezna
formula :

b—a
T(D, f) = (f(zo)+2f(x1) +2f (2)+. .. +2f (2n-1) + f(2n)).

2n

(¢) Izracunaj T'(D, f) za funkcijo f(x) = e=*" in delitev intervala [0, 1]
na Sest enakih podintervalov, D:0 < % < % < % < % < g < 1.
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0.5 A

10. Dokazi, da so naslednje funkcije odvedljive in izrac¢unaj njihove odvode:
T) = f e dt, xel0,1,],

z)= [ e dt, xe(2,4],

T) = fox sin(tQ)dt,

) fo t)dt, kjer je f zvezna funkcija na [0, 1].

(Nasvet: Spomni se, da je funkcija F(x f f(t)dt odvedljiva, ter ve-

lja F'(x) = f(x), e je f zvezna. Vpelp Se ustrezno novo spremenljivko

ali zapisi F' kot ustrezni kompozitum funkcij F(x) = (G o g)(x), ter
odvajaj po veriznem pravilu.)

11. Izracunaj doloceni integral fo x)dx, kjer je
1—22

f($)={ e T xgl.

sin(%), = >1
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9 Integral - PosploSeni integral

1. Utemelji, zakaj so naslednji integrali posploSeni in jih izrac¢unaj, ce

lahko:

(a) fol dz (f) f e** (2% — 2x)dx,
(b) fi)oo Py () fo 553 TG-In7)

(©) I M) Jy st

@ Jy e () J" #2imsda,

(€) [y 12, W) fy wihmde.

2. Raziséi konvergenco oziroma obstoj naslednjih posploSenih integralov:

(@) " 5 (e) Jy Btde,

1 e%dg
) do & ) i e
(c) fo sin(x)dzx,

1 sina 1 e®dx
@ [ 22da, (@) [l e
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10 Integral - Uporaba integrala

1. Hitrost avta v odvisnosti od ¢asa t € [1,20] (v s) opiSemo s funkcijo
v(t) =6/t + 1 (v m/s). Kako se v odvisnosti od ¢asa spreminjata pot
avtomobila? Kolik$no pot prevozi avto med tretjo in osmo sekundo?
Kolik$na je povprec¢na hitrost v tem casu?

2. Izracunaj ploscino lika, ki ga omejujejo naslednje krivulje:

(a) y=e*, x=—-1liny=1,
(b) y=2>—4iny=—2*+2x
() y=ze" L y=0inz =1,
(d

=zln(z),z=1,z=ciny=0.
(x) = Va3, tangenta na graf funkcije f v tocki (4,8), ter x-os,
(

x) = In(x)+ 1, tangenta na graf funkcije f v to¢ki (1,1) in x-os.

(G) flx) = —% + x in tangenti na graf funkcije f v tockah (0,0) in
(2,0).

3. Izracunaj dolzino krivulje oziroma obseg lika, dolocenega z

Yy
y=12
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(d) y=chz, zel[-1,1].
(e) y=+3x,y=—x+6in y =0,

4. Izracunaj volumen vrtenine, ki jo dobimo, ¢e okrog z-osi zavrtimo lik,
ki ga omejujejo krivulje z enacbami:

(a) y = % zax € [1,4],

d) y =4 — 22 in premica y = 0
y =sin(z) za x € [0,7] in y = 0,

f) y=ayriny =2z

g) y=+V3z,y=—x+6iny =0,

5. Izracunaj povrSino vrtenine, ki jo dobimo, ¢e okrog x-osi zavrtimo lik,
ki ga omejujejo krivulje z enacbami:

a) y=v2—22iny=1,
)?J—\/ﬁ r=2iny =0,

() y=V3z,y=—-2+6iny=0,
(d) y =ch(x), z € [-1,1].

6. S pomocjo integralnega rac¢una izpelji formulo za prostornino in povr-
sino piramide, stoZca oziroma krogelnega odseka.

7. Izracunaj plos¢ino ali obseg lika, ki ga omejuje krivulja, podane v pa-
rametri¢ni obliki ali v polarnih koordinatah:

(a) m=¢, ¢el0,2n], (Arhimedova spirala)
(b)

(c)
(d) r

x=cos’t, y =sin’t, t € [0,27], (asteroida)
r? = 2a® cos(2yp), (lemniskata)
a(1+ cos(p)), a >0, (kardioida)
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11 Funkcijska zaporedja in vrste

1. Dana so naslednja funkcijska zaporedja:

() folz) =2(1+7), (F) falw) = 255, @ € [0, 00),
(b) ful?) = 7z, 2 €[0,1], (8) folz) = 2™,

x 1+n12 ’

1+n2x2’ (J fn(‘r) = %nnx)

e Ugotovi, ali dano zaporedje funkcij konvergira po tockah oziroma
enakomerno, ter izracunaj limito f(z) = lim,,_,o f.(x), ¢e obstaja.

() = )
() = )
(x) = arctan(nx), (h)
() = )
() = )

e Ali zaporedje odvodov f/(z), ¢e obstajajo, konvergira po toc¢kah
oziroma enakomerno? Ce je odgovor pritrdilen, poisc¢i tudi limito.
Ali je enaka odvodu limitne funkcije zaporedja f,,?

e Ali konvergira zaporedje integralov fol fa(z)dz, t.j. ali obstaja
limita lim,,_ e fol fn(x)dz; je morda enaka fol(limn_m fn(x))dz?

2. Doloc¢i konvergenc¢ne polmere oziroma obmocja konvergence naslednjih
poten¢nih vrst oziroma funkcijskih vrst (razis¢i tudi konvergenco na
robu obmodij):

(a) 20 % (@) 30 5

(b) > oZo(n+1)z™, () Do i e

(€) Xonso ar(@ —2)", (f) >0 an
Razisc¢i tudi enakomerno konvergenco danih funkeijskih vrst, ter po-

skusi dolo¢iti vsoto katere od vrst.

3. Naslednje funkcije razvij v Taylorjeve vrste okoli tocke x = a, do
obmo¢ja konvergence dobljenih vrst in izra¢unaj f°'%(a) in f(201%)

= 22 cos(2x) okoli tocke a = 0,

= €2 okoli tocke a = 2,
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x) okoli tock a; =1 in ay = 2,
2 + x) okrog totke a = —1,
(e=* — 1) okoli tocke a; =0,

x) = —— okoli tock a; =0 in ag = 1,

r) = 3# okoli to¢k a; = 0 in ay = 2,

b =an i i .
oy
I
8

4+ —— okoli tocke a = 0,

) =
r(z) = v Taylorjevo vrsto okoli tocke a = —1
s(x) = (1 — 22)72 okoli a = 0, (Zapi&i do Elenov etrtega reda.)
(n) f(z) = arctg(x) okrog toctke a = 0.

4. S pomocdjo Taylorjeve formule oceni napako naslednjih priblizkov:

(a) T=~1+z, |z]<0.01,
(b) sin(x) =z, |z| < 0.01,
(¢) coszml—2 |z <l

5. 7 uporabo Taylorjeve vrste do ¢lenov tretjega reda izracunaj priblizne

vrednosti:

(a) 0,99'2, (c) sin(59°),
(b) /1,01, (d) arcsin(0,04 + In(1,02)).

6. S pomocjo Taylorjeve formule oziroma razvoja v Taylorjevo vrsto izra-
¢unaj naslednje limite:

—1

(a) limgo S2557, (e) hmmom

(b) lim,_,o 282 _sin(2) (£) lim, o 2572200
(€) lim, o ), (8) lim, oy ozt
(d) lim, o TT:(B?), (h) lim, oz %e —2,
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12 ResSitve

12.1 Odvod - Osnovne lastnosti

1. Vse odvode v primerih (a), (b) in (¢) izra¢unamo na enak nacin. Iz-
racuajmo zato le odvod v primeru (a), ko je f(z) = 2% in a = 1. Po
definiciji je

FL+h) — F(1) 1+ 3h+ 3%+ k3 — 1

P h = Jim h =3

V primeru (d) pa moramo posebej dolociti levi odvod, ki je jasno

£,(0) = 0, ter desnega f}(0) = limy o+ “4=0 = limy_oo (ke ™) = 0.

2. (a) f/(x) = limy,_o eth_er e® limy, g Lh_l -

h
(b) () =ty g V2P i g S EIAIVED

h(y/2(z+h)+v/2x)

2(z+h)—2z _ _2
h(\/2(z+h)+/2x) 2V2z”

(c) Izra¢unamo na podoben nacin kot (b).

= limy,_,o

i i sin(3L) cos(8zt3z
(d) f/(ZL’) _ hmh—>0 sm(3(x+h})l)fsm(3$) _ 1imh—>0 2sin(=3t) cos(PFEF) _

h
= limy,_,0 3 cos(3z + %) = 3 cos(3x).

3. Vse funkcije lahko enostavno odvajamo z neposredno uporabo pravil za
odvajanje vsote, produkta, kvocienta in kompozituma funkcij.

4. (a) Funkcija sh je vsota naraséajocih funkcij te” in —1e™ in je zato
nara$Cajoca oziroma injektivna. Injektivnost zozitve ch na [0, c0)
in th pa pokazemo po definiciji. Vzemimo torej x,y € [0,00) in
opazujmo 3(e” + ¢ %) = 3(e¥ + ¢7¥). Ko enacbo pomnozimo z
2e**Y in preuredimo, dobimo e*™¥(e® — e¥) = e — e¥, kar pomeni
lahko le x = y. Podobno se lotimo funkcije th.

Pri iskanju zaloge funkcij vrednosti upostevaj, da so funkcije
sh, ch|jp,«) in th injektivne, zvezne in definirane povsod, ter velja

lim, 4 sh(z) = to0, lim,_,, ch(z) = 0o, lim, .1 th(z) = £1.
(b) Upostevaj definicije funkcij ch, sh in th, ter porac¢unaj.
(c) Vse inverzne funkcije pois¢emo na enak nacin, zato pois¢imo le in-

verz funkcije sh. Vzemimo torej z = %(ey —e7Y). Ena¢bo pomno-

7imo z 2¢%, malo preuredimo in dobimo e* — 2zeY — 1 = 0. Smi-
selna resitev te kvadratne enacbe je potem y = In(x + V22 + 1).
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8.

(d)

(c)

Zlahka se izra¢una odvode funkcij ch, sh in th, odvode njihovih
inverznih funkcij pa lahko izracunamo preko izrazave z elemen-
tarnimi funkcija iz (c), ali pa z odvajanjem osnovne zveze med
funkcijo in njenim inverzom.

Oglejmo si naprimer izra¢un (Archz) z odvajanjem zveze
ch(Archz) = x:
1 1 1
(Archzx) = = = :
sh(Archz) \/chQ(Archx) VP 1

Tangenta: y = 16x — 47; normale: y = —%Gx + %.

Tangenti s koeficientom —8: y = —8x + 5, y = —8x + 25;
grafa f se dotikata v to¢kah (1, —3) oziroma (—1,17).

Tangenti, ki sekata x-os pod kotom 7: y =2 —9, y = x + 23;

grafa f se dotikata v to¢kah (2, —7) oziroma (—2,21).

Enacba tangente je y = 9x+ 18, enacba normale pay = —zx — %
. C T 6 , _ 16.

Tangenti, vzporedni y =4z — 2: y =4x — 2, y =4dow + 3%

grafa g se dotikata v tockah (2, %) oziroma (-2, —%).

Tangenti, ki sekata x-os pod kotom 7: y =z — %, Y=+ %;

grafa g se dotikata v tockah (1, 3) oziroma (—1,—3).

Premica y = —9x — 18 je tangentna na graf g v tocki (3,9).

Opazi, da se krivulji sekata v tockah T7(—1,—2) in T5(4, 26). Koefici-
enta tangent na krivulji v teh dveh tockah sta potem k; = 1, ks = 11
oziroma [y = —4, Iy = 14. Za vsako toc¢ko posebej nato poisci kot med
tangentama na dani krivulji, kjer upostevaj, da je kot ¢ med tangen-

tama s koeficientoma k in [ enak ¢ = arctan |

(a)
(b)
(c)

Py
Al

Tangenta v tocki (1, e?) je y = 2z —2+¢?, tangenta s koeficientom
2 se dotika krivulje v tocki (0,1).

Tangenta v tocki (1, \/5) jey = —V/2x 4 2v/2, koeficint 2 pa imata
tangenti v to¢kah (%3, —%g) in (—%g, %g)

Z odvajanjem enacbe krivulje dobimo /(2 — 3zy?) = 1, od koder
brez tezav izracunamo koeficiente oziroma pois¢emo enacbe tan-
gent v tockah (1,1), (1, #5) in (1, %5) Ce upostevamo se
enacbo krivulje, potem se tangenta s koeficientom 2 dotika krivulje

v tocki (£, 2).
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

Odvajamo enacbi krivulj in izrazimo odvoda 3’ = S in y = —%. Pro-

dukt odvodov oziroma koeficientov tangent v presecni tocki je potem
enak —1, kar pomeni pravokotnost.

(a) v(t) = (t — 2)(3t — 2), alt) = 6t — 8.

(b) Avto vozi naprej, ko je v(t) > 0, torej za ¢ € [0,2) U (2,00), ter

vzvratno za v(t) < 0 oziroma t € (3,2); vmes se dvakrat ustavi
prit = % in ¢t = 2. Pospesuje, ko je a(t) > 0, torej za t € (%, 00),
ter zavira pri a(t) < 0 oziroma t € [0, 2).

Funkcija f je zvezna za a = 1 in b = % V tem primeru lahko izracu-
namo ustrezne leve in desne odvode f7(0) =0, f5(0) =1, fi1(1) =1
in f,(1) = 1, kar pomeni, da je f zvezno odvedljiva v tocki = = 1, v
tocki z = 0 pa ne.

Funkcija f je zvezno odvedljiva za a = e, b =1, ¢ = d = 2. Tedaj je
2

rer=l <0
f(x) =< —2bze’ ¢, 0<z<1.
5 cos(%F), x>1
Funkcija f je zvezno odvedljiva za a = 1, b = —1, ¢ = ﬁ ind= %:
1, z<1
flx)y=4 2, zelle.
5, v>1

(a) Po definiciji je f/(0) = lim,_,o Zma=0
pa ne obstaja.
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(b) Odvod v x # 0 ra¢unamo po pravilih za odvajanje, odvod v z = 0
x2 sin(%)fﬂ
z—0

Jx) = { 2zsin(1) —cos(2), z#0

pa po definiciji: ¢’(0) = lim, o = lim, o sin(1) = 0.

Sledi
0, r=0"
ki pa ni zvezna funkcija, saj ne obstaja lim, .o ¢'(z).

15. Desna odvoda funkcije f ra¢unamo podobno kot v nalogi 14. Dobimo

Qxel_x2, <0
o= s

3z%sin(2) — xcos(2), >0

ki je zvezna funkcija, ni pa ponovno odvedljiva v toc¢ki x = 0.

16. Opazi, daje (14224322 +...+na" ') = (z+2?+... +a") = (L)
in odvajaj po pravilih za odvajanje.

17. Na podlagi izracunov prvih nekaj odvodov opazi formule za n-te od-
vode, ki jih z indukcijo tudi zares dokazi. V indukcijskem koraku upo-
stevaj, da je fUV(x) = (f")(x))".

2) f(x) = 200,
n _ (=2)"n!
b) S (x) = rpryer

= (=D)"nl(z™ = (x — 1)),

18. =22 a=1, h=—-0.01, 0,992 ~ (.88,

2) =7, a=1,h=001,  +/I,00~1.005,
Toh= sin(59°) & 0.857,
(x) = arcsin(2z + In(1 4+ z)), a = 0, h = 0.02,
arcsin(0, 04 + In(1, 02)) = 0.06.

12.2 Odvod - Rolleov in Lagrangeov izrek

1. Ker je f(1) = f(—=1) = 2, po Rolleovem izreku obstaja taka tocka
56 <_171)7 daje f/(f) :766_45_ 1=0.

2 Naj za tocke xy,x9,..., 27 velja f(z1) = ... = f(x7). Po Rolleovem
izreku potem za vsak j € {1,...,6} obstaja toc¢ka &; € (z;,x;41), da je

1) =,
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(a) Po Lagrangeovem izreku za funkcijo f(z) = (1+ z)® obstaja taka
tocka £ € (0, 2), da je % =a(l+&)~1

(b) Po preoblikovanju zgoraj zapisane trditve dobimo:

1+2)=14+a(1+8*'2>1+az.

(a) Po Lagrangeovem izreku za funkcijo f(z) = In(x) obstaja taka
tocka & € (a,a+ 1), a >0, da je % = % In(1+41). Ce
> —L_dobimo:

upostevamo Se, da za £ € (a,a + 1) velja % > % pw g

1 a+1 1
—>1In > .
a a a—+1

(b) Neenakost se dokaze z indukcijo. Indukcijski korak pa gre takole.
Ce privzamemo, da za nek n neenakost velja, potem lahko s po-
mocjo zgoraj zapisanega izpeljemo:

n+1 1 1 n+ 2

>14+ =4 .. > 1 1 |
> +2+ +n+1 n(n+)+nn+1,

In(n)+1+1In

1
1> In(n + 2).

1
Inn+1)+1>14+-+...+
2 n+

. Naj bosta «, 8 fiksni tocki, t.j. f(a) = ain f(8) = . Po Lagrangeo-
vem izreku obstaja £ € (o, §), da je

f(5)~ f(@) _p—a
b —« 0 —«

(€)= = 1.

. Kratek rac¢un pokaze, da sta para odvodov funkcij, ki sestavljata dani
enakosti, enaka. To pomeni, da se funkciji razlikujeta le za konstanto.
Ker pa je arctan 0 = arcsin 0 = 0 oziroma Arsh(0) = In1 = 0, sta para
funkcij celo enaka.

. Opazi, da sta odvoda funkcij f in g enaka, od koder sklepaj, da se funk-
ciji na vsakem od intervalov razlikujeta le za konstanto. Pri doloc¢anju
konstant si pomagaj z vrednostima funkcij v toc¢ki x = 0, ter limitama,
ko gre x proti oo oziroma —oo:

—45 +arctanz, = >1
arctan(2%;) = ¢ arctan, 1>z>-1,

5 tarctanz, x<-—1

1
2
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8. Vse neenakosti dokazemos z uporabo Lagrangeovega izreka:

f@)=fly)=fEx—y), <<y

Nato v primerih (a) in (b) upo$tevamo, da je |(arctan¢)’| = |1+1€2| <1
in |(siné)’| = |cosé| < 1, pri primeru (c) pa |f'(§)| < C za neko

konstanto C' > 0.

12.3 Odvod - L’Hopitalovo pravilo

L (2) 0 (8) 3 (m) 1
(b) 1 (h) —3 (n) 0
(c) 0 ) —3 (0) 3
(d) 0 (i) 3 (p) 3
(e) 0 (k) 3 (q) 1
(f) 0 M) 3 (r) 1

2. Vse limite izracunamo s pomocjo L.’Hopitalovega pravila; lahko ga upo-
rabimo tudi veckrat:

In(2x — 1) 1
i fl@) = fim = = o5 =0
In(2z — 1) 1
li = lim ———— 7 = =1
Jm flo) = m = g = i 5= L
In(2z—1) 1 2(2z-2) 2Nn(22 — 1
fp(l) = lim 22— = lim -2 ( )
a1t x—1 o1+ (2x — 2)?
—4(22—2)
_ 2z—1 ——

lim ———

-1+ 4(2x — 2)
Odtod hitro vidimo, da je f zvezna v x = 1, ni odvedljiva v x = 1, saj
je fr(1) =1.

4. Za zvezno odvedljivost v tocki m mora enostavno veljati a +1 = br? +c

in 2bmr = 0, odkoder sledi b =0 in a = —%.
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Pri zvezni odvedljivosti v tocki x = 0 pa si pomagamo L’Hopitalovim

pravilom:
) e —x—1 et —1 et 1
) = e = T Ty
de +¢=2=1 _1 et —1 1
/ o . T 2 1 . L
fol0) = lim p = lnld+ — —)=d+5

Sedaj hitro dobimo ¢ = %.d = —

D=

5

5. lim, oo f(z) =1, lim, 1+ f(2) = %,
a=—1In2 b= %, c=1In2,
fil) =22+ 3,
fp(1) = 15, (izratunamo po definiciji, kot v nalogah 2 in 4)
Funkcija pri dobljenih parametrih ni odvedljiva v tocki x = 1.

_ : ette 2+3 _2¢
6. (a) a= —2e, lim,_,; B ey el
_ : 2e%+e" 2234 3¢
(b) a = —36, llmxi)l W = 3e.

12.4 Odvod - Ekstremi funkcije

1. Vseh primerov se lotimo na enak nacin. Najprej poiS¢emo stacionarne
tocke. Maksimalno in minimalno vrednost funkcije na danem intervalu
nato is¢emo med vrednostmi, ki jih funkcija zavzame v robnih tockah
intervala ali v stacionarnih tockah. Potem premislimo Se, kaksen je
predznak odvoda med stacionarnimi oziroma robnimi tockami, ter tako
dolo¢imo intervale narasc¢anja in padanja oziroma lokalne ekstreme in
prevoje.

(a) Globalna min. m = f(1) =1 in maks. M = f(3) = 21.
Lokalna min. my = f(1) =1 in maks My = f(—1) = 5.
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(b) Globalna min. m = f(—2) = —20 in maks. M = f(2) = 12.
Lokalni min. my, = f(1) = 1 in prevoj v zp = 1.

(¢) Globalna min. m = f(0) =0 in maks. M = f(1) =
Lokalna min. m; = f(0) = 0 in maks. M, = f(—2) = 46*2.
) =

f0
(d) Globalna min. m = f(0) = —1 in maks. M = f(

Lok. min. my, = f(1F) = 11“126\[, maks. M =

%)=

(7 ) 77r+6f .
. Opazimo, da je ¢’(0) = 2 in ¢'(—2) = —26. Odtod sklepaj, da ima
¢' ni¢lo, t.j. g ima stacionarno tocko, na interalu [—2,0]. Z metodo
bisekcije dobimo priblizek stacionarne tocke xg ~ —0.677.

. Naj bosta a in b nenegativni Stevili z vsoto a + b = 2015. Produkt
Stevil v odvisnosti od a je potem P = a(2015 —a), a € (0,2015); ta pa

doseze maksimum pri a = %. Odtod enostavno dobimo Se b = 20215.

. Oznacimo z r radij osnovne ploskve vértanega stozca, z v njegovo visino,
ter opazimo zvezo R? = (v — R)* + r?. Volumen vértanega stozca je
potem enak

1 1
V= §7rr21) = gﬂ'(ZRUQ —v?), v e (0,2R).

Naprej, z refevanjem enacbe V' = 3(4vR — 3v?) = 0 dobimo stacio-
narno totko v = 3 R. Ko preverimo $e obnaSanje funkcije V(v) na robu
intervala (0,2R), lahko zaklju¢imo, da bo volumen stoZzca najvedji za
v = %R oziroma r = %R.

. Opazi, da velja R% = r? + %, kjer je r radij osnovne ploskve valja, v pa
njegova visina. Nato izpelji, da je volumen vértanega valja enak

V =mr*v =n(R* - —)v, v e (0,2R).

S pomocjo odvoda nato pokazi, kot v nalogi 4, da bo volumen stozca

najvecji za v = %R oziroma r = %R.

. Naj bo vrt dimenzij a in b. Koli¢ino ograje, ki jo potrebujemo za vrt
s povrsino ab = 10 opisemo s funkcijo | = 2a + b = 2a + %, kjer je

€ (0,00). Opazimo, da ima odvod I’ = 2 — & eno samo niclo (t.].
stacionarna tocka za [) v a = V5, ter da gre [ priti neskonéno, ko gre
a proti robu intervala a € (0,00). Odtod sklepamo, da potrebujemo

najmanj ograje pri @ = v/5 oziroma b = 2/5.

36



10.

11.

12.

Naj bo vrt dimenzij a in b. PovrSino vrta, ki je ograjen z 2a + b = 10
metri ograje, opiSemo s funkcijo P = a(10 — 2a), a € (0,10). Odtod pa
hitro sledi, da bo povrsina vrta maksimalna pri a = g oziroma b = 5.

Plosc¢ina vértanega pravokotnika v odvisnosti od koordinate x je enaka

P = 6x4/1— %, z € (0,2). Po odvajanju dobimo P’ = 6%, od
koder hitro sledi, da ima funkcija P stacionarno totko z = v/2. Ce gre
x proti robu intervala (0,2), gre plos¢ina pravokotnika proti ni¢, zato

bo plos¢ina najvedja pri x = /2.

Opazi, da je plos¢ina vértanega trikotnika v odvisnosti od koordinate x
enaka P = x(3 — 2%), = € (0,v/3). S pomo&jo odvoda potem, tako kot
v nalogi 8, ugotovimo, da nastopi maksimum funkcije P na intervalu

(0,v/3) va=1.

Enakovredno je poiskati minimum kvadrata oddaljenosti tock na para-
boli (z,y) = (x,v2x) do tocke (2,0), torej

D= (z—20%+(y—0)?2=(x —2)+ 2u, x € [0, 00).
Hitro vidimo, da ima D minimum v x = 1.

Naj bo a stranica osnovne ploskve posode, v pa njena visina. Stroske
materiala za posodo z volumnom a?v = 1 v tem primeru opiSemo s

funkcijo
4
C = 2(a® + 4av) + a* = 2(a® + =) + d?, a € (0,00).
a

Z reSevanjem enacbe C’ = 0 dobimo stacionarno toc¢ko ay = f/% za

funkcijo C. Ker gre C' proti neskonc¢no, ¢e gre a proti robu intervala
(0,00), je v ag dosezen minimum funkcije C' na intervalu (0, c0). Odtod
pa zlahka dobimo minimalne stroske izdelave.

Naj bo r radij osnovne ploskve lonca, v pa njegova vi§ina. Stroske
materiala za posodo z volumnom 7r2v = 10 opi$emo s funkcijo

20
P =qar? 4+ 2mrv = m(— +1?), r € (0,00).
r

S pomocjo odvoda P = 2r — % hitro ugotovimo, da je na intervalu
(0,00) edina stacionarna to¢ka ag = v/10, kjer je doseZen lokalni mini-
mum funkcije C, saj je P"(ap) > 0. Ker je to tudi edina stacionarna
tocka, je tu tudi globalni minimum funkcije. Od tod zlahka dobimo

minimalno porabo materiala.
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13.

14.

15.

16.

Stroske izgradnje silosa 7z radijem kupole r, viS§ino v in volumnom
1000 = 712y + 27 2” r® opiSemo s funkcijo

8 2000
C':2-27rr2+27rrv:§7’2+ , r € (0,00).
T

S pomocjo odvoda potem podobno kot v nalogi 11 dobimo, da je mi-

nimum funkcije dosezen v tocki rg = 5¢ % Zlahka izra¢unamo Se

minimalne stroske izdelave silosa.

Naj bo a stranica osnovne ploskve prizme, v pa njena visina. Porabo
Zice za prizmo z volumnom #3 = 2 opiSemo s funkcijo [ = 6a +
3v = 6a + f =, a € (0,00). S pomocjo odvoda, t.j z reSevanjem
I'=6-— % = 0, dobimo stacionarno tocko ag = % za [. Ni tezko
premisliti, da je v ag dosezen minimum funkcije [, od tod pa zlahka
dobimo minimalno porabo zice. (Glej tudi naloge 11, 12 in 13.)

Naj bo a stranica osnovne ploskve piramide, s pa njen stranski rob.
Kratek rac¢un pokaze, da lahko volumen piramide, narejene iz 4a+4s =
4 metrov zice, opiSemo s funkcijo

a®> |a? 2
Vi=—74/5 —2a+1, ac (0, —=).
3V 2 ( 1+\/§)

2
5a —b5a+2

3
Odvod funkcije V' je potem enak V/ = 2——=_ od koder z rese-
) ep 3/ 2 —2a+1

vanjem ena¢be V/ = 0 dobimo rob osnovne ploskve ay = 2= ‘ﬁ, pri

katerem je volumen piramide najvecji. (Glej tudi nalogi 7 in 14.)

Zorni kot v odvisnosti od oddaljenosti mravljice od stene, oznac¢imo z
z, opisemo s funkcijo p(z) = arcsin(z/+/ (22 + 4)(22 +9)), x € (0, 00).
S pomocjo odvoda

—z* 4 36
(22 +4)(22 + 9)y/(22 + 4) (22 + 9) — 22

¢'(x) =

nato dobimo stacionarno totko zo = v/6. Ker se zorni kot manjsa, ko
se mravljica moc¢no priblizuje steni ali zelo oddaljuje od stene, mora
biti na oddaljenosti xy zorni kot res najvecji.
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12.5 Odvod - Grafi funkcij

1. (a) Dy =R, ekstrem: x; = 1, prevoja: xo = —1, 25 = —%

(b) Dy =[0,00), ekstrem: z; =

wWro

(¢) Dy = [—1,1], ekstrema: 15 = i‘/Ti, prevoji: x3 = 0, 245 = +1/23
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(d) Dy =[-2,00), ekstrem: x; = 0, prevoj:zy = %, lim, oo f(z) =0

(e) Dy =RT,

(f) Dy = R, ekstrema: x; = 0,75 = 2, prevoja: x34 = 2 £ /2,
lim, o f(z) =1

(g) Dy = R, ekstremaz, o = —1 & /6, prevoja: x34 = —3 £ /10,
lim, , o f(z) =0

N
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(h) Dy =R\ {£v/3}, ekstrema: 1 = —1,25 = 3, lim,_,_, f(2) =0

(i) Dy = R, ekstrema: x5 = j:*/Ti, prevoji: 34 = j:%, x5 = 0,

(j) Dy = (%, o0), ekstrem: %
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(k) Dy = R*, ekstrem: z; = %, prevoj: xo =1

(m) Dy =R", ekstrem: z; = €10, prevoj: 30, lim, o0 f(z) = 0
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(n) Dy = R, ekstrema: z; =1, 29 = e !, lim, o f(z) =0

(0) Dy =R\ {3}, ekstrema: =1 =1, xo = =7, lim, .1 f(2) =F

R

(p) Dy = R\ {0}, ekstrema: x; = 1, 9 = —1, prevoja: x5 =

+v/2 4+ V2, lim,_ 400 f(z) = %7
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(@) Dy =R\ {0}, lim,0= f(z) = F5, limes100 f(2) = £5

12.6 Odvod - Krivulje v polarni in parametri¢ni obliki

1. Risanja vseh krivulj se lotimo na enak nac¢in. Skiciramo grafa koordinat
x(t) in y(t) glede na parameter ¢, t.j. s pomo¢jo & in ¥ pois¢emo eks-
tremne tocke in intervale naraSCanja in padanja; razis¢emo obnaSanje

ob robu definicijskega obmocja. Koeficient tangente dobimo z y' = £.

(a) Opazi, da je dana krivulja elipsa z ena¢bo ””742 + % = 1. Tangenta
v tocki (2(0),y(0)) = (4,0) je x = 4.
z2 y

(b) Opazi, da je dana krivulja hiperbola z enacbo &- — 32 = 1. Tan-
genta v tocki (z(0),y(0)) = (£4,0) je x = £4.

(c) asteroida

0.5}
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(d) ekstremne totke: (1, +¥2), (—1,+¥2), (0, £1), dvojna totka: (0,0)

2
tangente v tockah (0,0): y = 0, ter y = 5 za t = 2.

=]
o
=

oo Ly 2 4 2 Cao_ 41
(e) ekstremne tocke: (—1,0) pri t = 0, (=5 £35) prit = £,
dvojna tocka: (0,0)
tangente v to¢kah (—1,0): = —1zat = 0; (0,0): y = £+x za
t=+£1.

S

'v
i

(f) ekstremne tocke: (a(2n + 1)7,2a), n € Z,
tangenta v tocki (am,2a): y=2a.
cikloida za a = 1:

-10 -5 =1 10



~ : _z : _ _3at 3at?
(g) Ce vpeljemo parameter t = 2, dobimo z = ;75 gt

Ekstremni tocki: (v/4a,v/2a) pri t = %, (%, 4?&) prit =2,
dvojna tocka: (0,0),
tangenti v (0,0): 2 = 0in y = 0. Descartov list za a = 1:

iny =

1
2

. Risanja vseh krivulj v polarnih koordinatah se lotimo enako. Skici-
ramo grafa koordinat z(p) in y(y), ter graf oddaljenosti r(¢) glede na
polarni kot ¢, t.j. s pomodcjo odvodov Z, ¢ in 7 poiS¢emo ekstremne
tocke in intervale narascanja in padanja; razis¢emo obnaSanje ob robu
definicijskega obmocdja parametra . Koeficient tangente na krivuljo
pa dobimo s pomodjo v = ¥

e
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(a) limgy o0 7(0) = 0, limg 0 y(p) = a, limy_0 z(p) = occ.

(b) logaritmifna spirala

(¢) od izhodis¢a najbolj oddaljene toc¢ke: (1,0) pri ¢ = 0, (—3,

pri p =2, (=1, —¥%) pri p = 4.
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(d) ekstremne tocke: (2a,0) pri ¢ = 0, (%,i%) pri ¢ = *3,
(§.£%3%) prip = £7,
tangenta v (2a,0): z = 2a za ¢ = 0.

|
FJ
(k]

(e) Ce vpeljemo polarne koordinate in preuredimo, dobimo ena¢bo
lemniskate v obliki r? = 24 cos(2p), ¢ € [-Z, F] U [2F, 4],
ekstremne tocke: (£v2a,0) pri ¢ = T 4+ £I, (@, i%) za
p==+%in (—@,i@) za o = £27,
tangenta v tocki (\/ﬁa, 0): x = V2a pri ¢ = 0.
lemniskata za a = 1:

[ ]

[ ] il
]
in
Jes
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12.7 Integral - Nedoloceni integral

1. Vemo, da je F nedoloceni integral za f natanko tedaj, ko je I’ = f.
(a) f(z) = 1(1+ cos(In))~5 sin(ln)2,
22

(b) f(z) = 2ze”” arctan(z) +

£ _
1+22°
In(z) x2+% $7+% 42231

2 +c

(b) —% %—l—% \/i—?) 111( %) -3 L

(c) —e™ 412" +c

(d) Lsin(Ta+im)+c

30(20 +1)

(€) §(32° +2)f + ¢

() 5(2+2%)7 —22+2%)F) +c

(& 2 1n(a§<)/2%1n(w) te

() ZvVT+em(3e2 — dev - 22) + ¢

(i) arcsin(e®) + ¢

(i) —3 cos?(z) +2 cos(z) — 4 In(cos (z) +2) + ¢
(k) %sin§ -3 Sin® +c

(1) —2coss(z) + 2 cos( &) — 2 cos™ +c
(m) §(cos(22) +51n(3 + 2sin(w)) + 6sin(z)) + ¢
(n) 3 cos(z) sin(z)+4x+c

(0) 3( + ch(x)sh(z)) + ¢

(p) arcsin(\%) +c

(q) arcsin(%5%) + ¢
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VaZ4+la+3n(Va2+1+2)+c
xVa?—4—2In(zx+ Va2 —4)+c
Vel+la—1In(Va?+1+4z)+c

~—~
03]
S—
NI N N

) efx—e"+c

) —2 cos(6x) v+ ¢ cos(6x)+ 5 sin(6x)+c

) 3 cos(z) sin(z) x— 1 sin®(z) + 22+ 1 +c

) zln(z) —z + ¢,

)In(z+1) 2> =3 In(z+1) z—4n(z+1)—322+4z+c
) %\/ﬁln(Qx)—%\/ﬁqL% In(2z) 2% —§ a®+¢
)
)
)
)

(—32*+x—2) cos(Bx)+ (52 —3) sin(3z) +¢

)

26230 + &

2.,2,5 4
— £ 242 - =
3 9 27

eS:c +C

Oznadi I,(z) = [2"e "dz, n € N in s pomo&jo integracije 'per
partes’ pokazi zvezo I, 1(x) = (n+ 1)z"e ™ + (n+ 1)1, (z).

(k) 1 In () et — 3t In(z) o'+ 5 ' +c

(1) =% €7 cos(z)+ 2 €7 sin(z) +c

5

2In(z+1)+z+c

6In(z+1)+352°—4dz+c

In(z—1)+32°—32>—az+c
arctan (z) + 1 z + ¢

3
3In(z—2)—2In(x+1)+c¢
4
1
2

rctan (z 4+ 1) + ¢
In(z?2+1)+c¢
(1) In(z2+2x+2)+c

N DN =
&
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=

+2In(2?+2x+2)+c
??+2x+3)—In(z+1)+c
??+22+3)—sImR2z+1)+c

3 arctan (3 ) +In(2? +4) =2 In(z — 1) + ¢

1

~

—_

n
n

—3 V/3 arctan <2\”}§1> +3m@?—z+1)—In(z+3)+c
—Larctan (z+2)+: In(z? +42+4+5)+ 2 In(z) + ¢
2 3arctan<2‘”—\/§1>—%ln(q;z_x+1)+§ln(ac+1)+c

Oznadi I,(z) = [ m

partes’ pokazi zvezo I (2) = 5-((2n — 1)1, (z) + ez )-

dx, n € N, ter s pomocjo integracije 'per

%arctan (ti‘}?) +c

—% ln(tan(% x) —2) —|—% ln(tan(% :v) —|—2)—|—c
—ln(tan(% x) —5)—|—ln(tan(% x) +1)—|—c

2 1n(tan(% J:) +1)+c

5In(e"+2)—4In(e"+1)+c
e +In(e"+1)—-2z+c
—arctan (In (z)) + In (z) + ¢

$ In(sin (z) —2) — 1 In(sin(z) +2) + ¢

Pn(e+1) @ -3 e+ o— ] e+ ) -ttt Toe
% arctan (2 ) SEQ—l—% arctan (2 x) — 411 x+c

(Z 1) arctan 3z +2)+ 1 m(9a2+ 122 +5) —La+c

% arctan (2 x) m3+4—18 1“(45102‘1‘1)—%172—1—0

-3 Vat In(22z)+ % \S/F—I—L—l1 In(2z) a*— 5 a* 4 ¢
2T eV —2eV" ¢

arcsin (z)° 2+ 2 /1 — 22 arcsin (z) — 2z + ¢

Uvedi novo spremenljivko ¢ = cos x.

—2v23 cos (v/Z)+12¢/7 cos (v/2)+6 sin(y/x) z—12 sin (\/z)+c
eV (2 Vx® + 40 Va3 + 240 \/z — 10 22 — 120 x — 240) + ¢
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8.

9.

(0)
(p)

In(z>+1) 2>+ 35 In(a?+1) — 522 +¢
cos(In(z)) =+ 3 sin(In(z)) z+c

= N

(a) A= -5, B=-16, =5v/5 — 2z — 22 — 16 arcsin(*7),
(b) 3v4+2*(—8+ 6z + x%) — 8Arsh(%).

Pa denimo nasprotno, da obstaja nedoloceni integral F' za f, t.j. F' =
f. To pomeni, da je F'(x) negativen za negativne = (F pada) in po-
zitiven za pozitivne x (F narasca). Sledi, da ima F' minimum v 0, ter
F’(0) = 0, kar pa ne drzi.

12.8 Integral - Doloceni integral

1.

2.

Opazi, da so vse Riemannove oziroma Darbouxjeve vsote konstantne
funkcije f(z) = C na intervalu [a, b] enake C'(b — a), kar pomeni inte-
grabilnost in [ Cde = C(b — a).

Vzemimo sedaj poljubno delitev a = 7o < ... <z, = b in opazujmo
razliko zgornje in spodnje Darbouxjeve vsote funkcije g(x) = x. Ce je

dolzina podintervalov delitve najve¢ =, potem dobimo

n n n
€
Yowiley —a) = ) wale - ) < Y g\~ Tm) = e
j=1 j=1 j=1

Konstanto ¢ lahko vzamemo poljubno majhno, kar pomeni, da je g
integrabilna. Ker lahko med Darbouxjevi vsoti vrinemo izraz

1 1 1
> (@1 + 25)(2) — 25-1) = > 5(90? —3,) = 5(52 —a?),
=1 j=1
je integral funkcije g(z) = z na [a, b] enak fab zdx = (b* — a?).

(a) Zgornja in spodnja Darbouxjeva vsota za delitev D:
5D, 1) = (%)13 '%j—gl .1%4_(%)13 i?g,(%)i 3 3_323.2%’
s(D.f)=0-5+(3)0° 5+1-1+(3)° 5+()° 5
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(b)

Zgornja in spodnja darbouxjeva vsota za delitev D,,:
2

S(Dn,f) = (2P 2+ () 2+ . + (=232 4 ()32
_ 2ty 23 4(nd1)?
- n4 ]:1] - n2 9

S(Dp f) = 0+ (2 24 (4. 24 4 (=23, 20

24 —~n—1 3 4(n—1)>2
= nwEluj=1J T Tz -
Darbouxjeve vsote delitve D,, gredo proti 4, ko gre n — oo, torej

. 9
imamo fo 3dr = 4.

Darbouxjevi vsoti za delitvi D in D’ izra¢unaj na enak nacin kot
v nalogi 2. Velja pa S(D, f) > S(D', f) > s(D', f) > S(D, f), saj
je D’ finejsa od D.

Zgornja in spodnja Darbouxjeva vsota za delitev D,, je enaka:
SO =5 e V= AT G

n -1 5/
SO, ) = {12+ 3/2 L2 L= ey G
Ko gre n — oo, gredo dolzine podintervalov delitve D,, proti nic,
Darbouxjeve vsote pa zato proti integralu fol Vadr = %.

Darbouxjevi vsoti za delitev D izracunaj na enak nacin kot v
nalogi 2.

Darbouxjevi vsoti za delitev D,, dobimo podobno kot v nalogi 3:
SOnf)=is+ma+ -+ 30

SOn, f) =5+ 75+ + 55

Ko gre n — oo, gredo dolzine podintervalov delitve D,, proti nic,
Darbouxjeve vsote pa zato proti integralu fol Tiszdr = 33

Darbouxjevi vsoti za delitev D,, izracunamo na podoben nacin kot
v nalogi 3:

SO, [l=1+5+:+... 457

s(Dp, f)=1+3+5+...+ 505
Jasno velja S(D., f) > 01 % = tIn(2n+1) > s(D,, f), odtod
pa zlahka izpeljemo Zeljeno neenakost.

Zgornja in spodnja Darbouxjeva vsota za delitev D:
S(D,f):1-%+1.%+1,%+1.1:37

Opazi, da so vse zgornje Darbouxjeve vsote funkcije g na intervalu
[—1,2] enake 3. Nato pa pokazi, da za tako delitev D, katere
dolzina podintervala s toc¢ko 0 je najvec %, velja s(D,,g) > 3 — %
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6. Ker lahko na vsakem intervalu najdemo tako racionalno kot iracionalno
Stevilo, so vse zgornje Darbouxjeve na intervalu [a, b] enake b — a, vse
spodnje Darbouxove vsote pa so enake 0.

7. (a) Zgornja in spodnja Darbouxjeva vsota:
0.2 1 5 _ 8
SD,f)=0-24+0-3+1-2+1-1+1-5=3,
s(D,f)=0-24+0-3+0-2 St 1=3

(b) Najbozy < 21 < ... < z, poljubna delitev intervala [—1, 2]. Upo-
Stevaj, da je infycpy, ,2,] f(2) = 0 natanko takrat, ko je 0 > x;_4,
sicer pa je ta infimum enak 1. Podobno je sup,c, , .. f(7) =1
natanko tedaj, ko je 0 < z;, sicer pa je ta supremum enak 0.
Odtod izpelji, da so vse zgornje Darbouxjeve vsote vecje od 2,
nekatere pa celo enake 2, vse spodnje Darbouxjeve vsote pa so
manjSe od 2, vendar se lahko vsaka dovolj fina delitev poljubno
pribliza 2.

ol

8. Vseh limit se lotimo na podoben nacin; glej tudi naloge 2, 3 in 4.
Opazimo, da je izraz pod limito zgornja oziroma spodnja Darbouxjeva
vsota ustrezne funkcije f glede na delitev 0 < % < % <. . < an <1

(a)
(b)
(c)
9. (a) Posamezen ¢len v vsoti predstavlja plos¢ino trapeza z osnovnicama

dolzin f(x;) oziroma f(x;_1) ter visino dolzine (z; — x;_1). Jasno

ie S(D,f =T(D, f) = s(D, f).
(b) Kratek rac¢un pokaZe trapezno formulo.
(c) T(D, f) = 0.7451.

3

10. (a) F'(z) = —e™, (c) F'(z) = 2z sin(x?),
(b) F'(z) = —2¢%°, (d) F'(z) = 2xf(z).

11. fo dx_foxelxdx—kflSln%)dx:_%_F%_'_%.
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12.9 Integral - PosploSeni integral

1. Pri vseh primerih najprej razmislimo, da je integral res posplosen, nato
izracunamo nedoloceni integral in konc¢no izracunamo posploSeni inte-
gral, ¢e je to mogoce.

(a) Pol lim, o \/%z = 00 ! d"’;
(b) Neomejen interval, ffoo A = In |z — 1]‘ = 00,
(¢) Neomejen interval, - fff(x) = _(1n1x)2 o= 1.
1
(d) Pol lim,_, m = o9, fol #ﬁ = 2arctanv/1 —x . 5
(e) Neomejen interval, I 41‘22 = 1 arctan(%) .= T
0 r
(f) Neomejen interval, fi)oo e (22 —2x)dr = %€ZI(21‘2—6$+3))700 =3
1
(g) Pol limx—>0+ a:(3—%n(m))' = 00, fO ( 3 lnm = — 11’1(3 — 111?[7) . = Q.
1
; 1 1 2 1
(h) Pol hmI_}OJr z(3—In(x)?) = 00, fO z(3— lnr ~ 3-Inz 0 ~ 3+In?2
(i) Neomejen interval, floo xﬁi‘;% dr = 2arctan(z — 2)‘ = 37”
1
(j) Neomejen interval in pol lim, g 525"= = 00,
[ i de = 4arctan(z — 2) + In —— .=
2. (a) Ne konvergira; [~ 2xf§,/; > [ d‘i = 00.
(b) Ne konvergira; fol (;i%"Q > fo xejlf),z = 0.
(c¢) Ne konvergira; OHQM sin(x)dx = 2, f2m sin(z)de =0, neN.
d) Konvergira; y = 922 je omejena na (0, 1), saj lim,_,o %22 = 0
VE Ve
(e) Ne konverg1ra lim,_,o 822 = 1 oziroma % > % za € blizu 0;

Jeinzdy > 1< iy = oo,

x2

(f) Konvergira; ]foo e x)d | <3 [ (a:+2 —=mdr = E.
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12.10 Integral - Uporaba integrala

1. Pot je s( f1 v(t)dt' =44/ (t +1)>+C. Med tretJo in osmo sekundo

avto prevozi pot szg = f3 v(tdt = 4y/(t+ 1) ‘ = 76, povprecna
3

hitrost v tem Casu pa je U3 g = 76

2. (a) P= [l (e —1)dz=e—2
(b) P= [ ((—2+22) — (2® — 4))dz =9
(c) P= [y ae*tdr = et
(d) P= fy (Vo —a?)de =&
(@) P= [ (e —5)dr =5 -}
(f) P= [’\3Bxdr + ['(—x +6)dz = 91.
g) P=[{(vlnz)dr = £,
)

h) Tangenta na graf f(z) = Va3 v tocki (4,8) je y = 3z — 4.
P= f04 Vaddr — ff(i’m — 4)dx = 22.
3

(i) Tangenta na graf f(z) =In(z) +1 v totki (1,1) je y = .
P= fl)l xdr — fel_l(ln(:z:) + 1)dx = % _1

(j) Tangenti na graf f(x) = —%2 + x v tockah (0,0) in (2,0) sta
zaporedoma y =z in y = —x + 2.
2
P= [ ade+ [[(—x+2)de — [[(—Z +z)de = L,

3. Dolzino grafa funkcije g nad intervalom [a,b] izratunamo po formuli

L= fab V14 (¢'(z))%dx.

(a) L=4V5+ ['\/1+%2de = 45 + £(10v/10 — 1).
(b) L= [* 3 —ade =1
(c) L= f1 T+ )dx:HTe'
(d) L= f ch(z)dr = e — et
) L

(€) L=06+3vV2+ [T \/1+ 2de=6+3v2+ 3(2v/5 + Arsh(2)).
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4. Volumen vrtenine grafa funkcije g nad intervalom [a, b] izra¢unamo po
formuli L =7 f ))%dx.

(a

4 2in
= 7rf1 “rde =

)V
(b) V = 7rf0 r?e?r Qdm = 1_272%
(c) V= Wfle (Inz)%dx = (e - 2)7T.
d) V=mr f Hdx =
(e) V=m [( smx)%l:v = %2
(f) V=7 [/(22)2de — 7 [ (ay/z)dz = %
(g) V= 7rf03 3zdx + ngﬁ(—x +6)%dx = 2T,
(h) V=7 [ (zInz)’de = 7r”<5§37_2).

5. PovrSino vrtenine grafa funkcije g nad intervalom |[a, b] izra¢unamo po

formuhL—27rf g(x)\/1+ (¢'(x))%dx.

P=4r+ 27rf_1 V2dz = 4 + 4/2r.

P =4+ 21 [ /20 + 1dz = 4n + Z (55 — 1).
= 2n( [ 1120 + 9da+ [, V2(—2+6)2dz) = m(125 -3 49V/2).
= 27Tf (chz)?dx = 7(2 + sh2)

6. Izpeljavi formul za volumen oziroma povrsino stozca in krogelnega od-
seka sta podobni. Izpeljimo zato le formulo za povrsino stozca z radijem

osnovne ploskve 7, vis§ino v in stranskim robom s = /72 + v2. Tak sto-
zec dobimo kot vrtenino (okrog x-osi) premice y = ~x nad intervalom

[0, v]:
Yy r2
P:27r/ - 1+—2d;v:7r7’s.
0 v v

Izpeljimo Se formulo za volumen V' piramide z vi§ino v in plo§¢ino
osnovne ploskve O; vi§ina piramide naj bo na z-osi z vthom v 0. Vemo,
da je razmerje plosc¢in osnovne ploskve in rezine na ’visini’ x enako i—z
Za poljubno delitev intervala [0,v]: 0 = 2o < z7... < z, = v zato
dobimo

(a
(b
(c

)
)
) P
(d) P

2

ZOU2 — 2 <V<ZO —xjo1).

Izraza zgoraj pa sta ravno Darbouxjevi vsoti funkcije g(z) = Ov—”f. Sedaj
ni ve¢ tezko videti, da je potem V = [’ Ga? = 10v.

’U
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7. Ploscino izseka, ki ga doloc¢a krivulja, podana v polarnih koordinatah
oziroma parametri¢no, izra¢unamo po formuli

1 P1 1 t1
P = —/ rdep, P = —/ (xy — yz)dt.
2/, 2

0 to

Za dolzino krivulje, podane v polarnih koordinatah oziroma parame-
tricno, pa imamo

t1 ®1
1= [ VEET @R 1= [ @R
to ¥Yo
a) o= fo% V2 + 1dp = /1 + 4n2 4 3Arsh(2m), p = 57°.

0=6[% sin(2p)dp = 6, p = 3 [ sin?(2t)dt = 3.
p= f_% 2a? cos(2¢)dyp = 2a®.

us
4

12.11 Funkcijska zaporedja in vrste

1. Spomni se, da funkcijsko zaporedje f, konvergira enakomerno k f na-
tanko tedaj, ko stevilsko zaporedje M, = sup|f, — f| konvergira k 0.
Upostevaj tudi, da zaporedje zveznih funkcij lahko konvergira enako-
merno le v primeru, ko je limitna funkcija zvezna.

(a) konvergira po toc¢kah (ne enakomerno) k f(z) = x,
odvodi konvergirajo enakomerno,
integrali konvergirajo

(b) konvergira po tockah (ne enakomerno) k f(x) = { 1’ i < [10’ 1 ,
29
odvodi konvergirajo po tockah (ne enakomerno),
integrali konvergirajo.
(c) konvergira po to¢kah (ne enakomerno) k f(x) = { 2’ i ;8 ,
PR

odvodi ne konvergirajo po tockah,
integrali konvergirajo

(d) konvergira enakomerno k f(z) =0,
odvodi konvergirajo po tockah (ne enakomerno),
integrali konvergirajo.
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(e) konvergira po tockah (ne enakomerno) k funkciji f(z) =0,
odvodi ne konvergirajo po tockah,
integrali konvergirajo.
(f) konvergira enakomerno k f(z) =0,
odvodi konvergirajo po tockah (ne enakomerno),
integrali konvergirajo.
(g) konvergira po tockah (ne enakomerno) k funkciji f(z) = { i’ i i L
odvodi konvergirajo po tockah (ne enakomerno),
integrali konvergirajo.

(h) konvergira po to¢kah (ne enakomerno) k f(z) =0,
odvodi ne konvergirajo po toc¢kah,
integrali konvergirajo

(i) konvergira po tockah (ne enakomerno) k f(z) =0,
odvodi konvergirajo enakomerno,
integrali konvergirajo.

(j) konvergira enakomerno k f(z) = 0,
odvodi ne konvergirajo po tockah,
integrali konvergirajo.

(b) (_171)7 (e)

(©) (5:3); (f)

R,
(0, 00),
(1, 00).

N
N Ot

Y

3. Prirazvoju danih funkcij v Taylorjevo vrsto si pomagaj si z znanimi ra-
zvoji osnovnih elementarnih funkcij v Taylorjevo vrsto. Ko enkrat imas
Taylorjevo visto f(z) = >~ a,(xr — a)", lahko enostavno zapiSemo
n-ti odvod kot f™(a) = nla,.

=54+11 (z—1)4+9 (t—1*+2 (z—1)>* z R

00 n x2n
(b) flx)=>",(-1) HW’ zr eR.
) fla) =2 (=)L, z e R

o0 4(—1)7%%@; —2)", x € R.

71)77.-4—1

®

3

—n2+ S EU oy -2 < 2.

n=1 n2"

=1 n

/(@)
J@) =%

fla) =%

fa) = (1) e R
fl@) =%

J@) =%

/(@)
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( 1n+1

(x4 1) v+ 1] < L.

n+1z™
-1 nl?

[y

r € R.

(V]
/-\/-\

03n+1x” lz| < 3,
-2 =2 < 1.

838ﬁ8ﬁ8ﬁ8ﬁ8
()

3
|

== = = o=
EEEEREE
Il I
1 MM MM MM

(k) flx) =00y Glra?, 2] < 2.
(1) Zapisi xix = ﬁ 5, ter vsak ¢len posebej razvij v vrsto okrog
tocke —1

(m) flz)=1—3%a%—3a* |x|<1
(n) Najprej razvijemo f'(z) = 1”2 v Taylorjevo vrsto, ki jo ¢lenoma

integriramo. Dobimo f(z) = > (—1)" 227:::, lz| < 1.

. Ostanek geometrijske vrste lahko natan¢no izra¢unamo, sicer pa si po-
magamo z dejstvom, da je ostanek Taylorjeve vrste funkcije f(z) okrog

a od vkljuéno n-tega ¢lena naprej enak R(z) = %(w — a)" za nek
¢ € [a,z].
(a) R=]7]<1.02-107%, || < 0.01,

(b) R=g|sin”(§)]2® <1.6-1077, [¢] < |z| < 0.01,
() R= L|sin®(¢)[z* < 0.0026, |¢] < |z| < 0.5.

. Izbrati moramo ustrezno funkcijo f in ustrezno tocko a, ter upostevati,
da za majhne h velja

lf’”(a)h‘g.

Flat h) ~ F(a) + 7/ (@hog f"@)h* +

(a) f(z)=2" a=1, h=-0.01, 0,99'% ~ 0.8864,

(b) f(z) =@ a=1h=001,  /TI,0I~ 100499,

(c) f(w) =sinz,a=3, h= g5, sin(59°) ~ 0.8746,

(d) f(x) = arcsin(2x + In(1 4+ x)), a =0, h = 0.02
arcsin(0, 04 + In(1,02)) ~ 0.0598

(a) 2 (e) 3

(b) 20 (f) 0

(c) 3 (8) — 3

(d) -3 (h) 0

60



Literatura

[1] Demidovi¢ B. P.,...in drugi, Zadaci i rijeSeni primjeri iz vise matematike:
s primjenom na tehnicke nauke, Tehnicka knjiga, Zagreb 1989.

[2] Dobovigek, M. Hladnik, M. Omladi¢, M., ReSene naloge iz analize I,
DMFA, Lijubljana 1996,

[3] Mizori-Oblak, P., Matematika za §tudente tehnike in naravoslovja 1. del,
FS UL, Ljubljana 1994.

[4] Star¢i¢, T., Naloge iz osnov matemati¢ne analize z resitvami: u¢no gra-
divo, PeF UL, Ljublana, 2015.

[5] Vidav, L., Vi§ja matematika 1, DZS, Ljubljana 1976.

61



