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POGLAVJE 1

Evklidski prostor R"

1.1. Topologija R"

Prostor R™ sestavljajo urejene n-terice realnih Stevil z = (x1,x9,...,2p).
Dve taki n-terici z = (21,22, ...,2,) in y = (y1,Y2, ..., Yn) lahko med seboj
seStejemo

T4y = (r1+ Y1, 2+ Y2,. .. Tn + Yn),

definirano pa imamo tudi mnozenje z realnim skalarjem
ar = (axy,azy, . ..,axy,).

S tako definiranima operacijama postane R™ vektorski prostor, z nic¢elnim
elementom 0 = (0,0,...,0). Za bazo prostora R™ obi¢ajno vzamemo kar

standardno bazo
e1 = (1,0,0,...,0),e2 = (0,1,0,...,0),...e, = (0,0,0,...,1).
Prostor R™ lahko opremimo tudi s standardnim skalarnim produktom

(x,y) = x1y1 + T2Y2 - - TnYn,

in inducirano standardno normo

lz| = \/{z,x) = /23 + 23+ - + 22.

Ta norma nam nadalje na R™ inducira standardno metriko

d(z,y) = o —y| = V(21 —y1)? + (22— y2)> + - + (20 — ),
v kateri merimo razdaljo med to¢kami.
DEFINICIIA 1.1. Naj bo a = (ay,ag,...,a,) in r > 0. Mnozico
K(a,r) ={z € R", d(z,a) <1}
imenujemo odprta krogla s sredis¢em v a in radijem 7, mnozico
K(a,r) ={x € R", d(x,a) <7}
pa zaprta krogla s srediS¢em v a in radijem r.

DEeFINICIJA 1.2. Naj bo A C R™. Tocka a € A je notranja tocka mnozice
A, ¢e obstaja r > 0, da je K(a,r) C A. Mnozico notranjih tock mnozice A

1



1.1. TOPOLOGIJA R™ 2

ozna¢imo z Int A. Tocka ¢ € R™\ A je zunanja tocka mnozice A, ¢e obstaja
r >0, da je K(c,r) C R"\A. Oznac¢imo jih z Ext A. Totka b € R" je robna
tocka mnozice A, ¢e za vsak r > 0 velja tako K(b,r) N A # 0, kot tudi
K(b,r) NR™\ A # ). Robne tocke mnozice A ozna¢imo z JA.

Hitro vidimo, da so zunanje tocke mnozice A ravno notranje tocke R™\ A,
in da je 0A sestavljen ravno iz tock, ki niso niti zunanje, niti notranje tocke

mnozice A. Za vsako mnozico A C R™ Velja
R"=Int AUOQAUExt A,
kjer gre za disjunktno unijo.

DEFINICIJA 1.3. Mnozica D C R" je odprta mnoZica, Ce so vse tocke iz D
notranje tocke, torej D = Int D. Mnozica Z C R" je zaprta, ¢e vsebuje vse
svoje robne tocke, torej 0Z C Z.

Mnozica D je torej odprta natanko tedaj, ko ne vsebuje nobene svoje robne
tocke, oziroma natanko tedaj, ko je R™\ D zaprta mnozica. Podobno je Z je
zaprta natanko tedaj, ko je R™\ Z odprta.

IZREK 1.4. Za druzino vseh odprtih mnoZic v R"™ velja

(1) O in R™ sta odprti mnoZici.
(2) Presek koncéno mnogo odprtih mnoZic je odprta mnoZica.

(8) Poljubna unija odprtih mnoZic je odprta mnoZica.

DoKkAz. Prva tocka sledi direktno iz definicije. Naj bosta A in B odprti
mnozici in a € AN B. Ker je a notranja tocka za A (A je odprta), obstaja
r1 > 0, da je K(a,m) C A, in ker je a notranja tocka za B, obstaja ro > 0,
da je K(a,r2) C B. Naj bo r = min{r,r2}, potem je K(a,r) C A in
K(a,r) C B in zato K(a,r) C AN B. Torej je vsaka tocka iz AN B
notranja tocka za AN B in je zato AN B odprta. Naj bo sedaj Ax, A € A
poljubna druzina odprtih mnozic in a € Uycp Ay. Potem obstaja N € A, da
je a € Ay. Ker je Ay odprta, obstaja r > 0, da je K(a,r) C Ay in zato
K(a,r) C UyxepAx. Vsaka tocka iz Uyep Ay je torej notranja tocka. O

Ker so zaprte mnozice komplementi odprtih mnozic, sta torej () in R™ zaprti
mnozici, konéna unija zaprtih mnozic zaprta, ter poljuben presek zaprtih
mnozic zaprta mnozica. Primer odprtih mnozic so odprte krogle, medtem
ko so zaprte krogle zaprte mnozice. Seveda so mnozice lahko niti odprte,

niti zaprte.

DEFINICIJA 1.5. Naj bo D C R™. Mnozica U C D je relativno odprta v
D, ce obstaja taka odprta mnozica V' C R", da je U = V N D. Mnozica
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Z C D je relativno zaprta v D, ¢e obstaja taka zaprta mnozica W C R”, da
je Z=WnDo.
Poglejmo si Se definicijo omejenosti mnozice in definicijo povezanosti.

DEFINICIJA 1.6. Mnozica A € R” je omejena, ¢e obstaja tako Stevilo M, da
je la| < M za vsak a € A.

DEFINICIJA 1.7. Mnozica A C R" je povezana, Ce ne obstajata disjunktni
relativno odprti neprazni mnozici U,V C A, da velja A=UUV.

Neprazno povezano odprto mnozico v R” bomo imenovali obmodcje.

1.2. Zaporedja in kompaktnost v R"

DErINICIJA 1.8. Naj bo a® . a@ o) zaporedje v R"™, pri Cemer je a®) =
(k) (k) (k)

(a7 a5 ... an ).

e Totka a = (a1,as,...,a,) je limita zaporedja {a®}, ¢e za vsak € > 0

obstaja N, da je d(a®,a) < ¢, &m je k > N. Pisemo

lim a®)
k—o0

=a

in recemo, da zaporedje konvergira proti a.
e Tocka a = (a1, az,...,an) je stekalisée zaporedja {a®}, ce za vsak € > 0

velja d(a®, a) < € za neskonéno mnogo indeksov k.

TRDITEV 1.9. Naj bo {a®)} zaporedje v R™ in a = (ay,az,...,a,). Potem
velja

lim a® = q

k—o0

natanko tedaj, ko za vsak 1 < j < n velja

lim o™ = a;.
k—oo 7 J
DOKAz. Predpostavimo, da je limj_,o a*) = @ in naj bo € > 0. Potem

obstaja N, da je d(a*),a) < e, &@m je k > N. Naj bo 1 < j < n. Ker je

|a§k) —a5] < \/(agk) — )2+ + (an) — ap)2 = d(a), a),

je tudi o — a;| < ¢, &im je k > N. Torej je limy_o0al”) = a;.

Poglejmo si Se obrat. Naj bo limy_ a§-k) = a; za vsak j < n in naj bo

€ > 0. Za vsaj j obstaja N;, da je |a§-k) —a;| < €/y/n, ¢e jele k > N;. Naj
bo N = max{Ni, No,...N,}. Potem je za k > N

d@®,a) = \/(@® - a1)? + - (@ — a,)?
<vVeée/n+en+ -+ n=c
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S tem je dokaz koncan. O

Zaporedje v R™ torej konvergira natanko tedaj, ko konvergira vsaka kompo-
nenta tega zaporedja. Iz analognega izreka v eni spremenljivki torej takoj
dobimo, da vsota dveh konvergentnih zaporedij konvergira proti vsoti limit
teh dveh zaporedij. Podobno produkt konvergentnega zaporedja s skalarjem

konvergira proti produktu tega skalarja z limito zaporedja.

TRDITEV 1.10 (Bolzano-Weierstrassov izrek). Naj bo zaporedje {a®)} C R™

omejeno. Potem obstaja konvergentno podzaporedje zaporedja {a(k)}.

DokAz. Ker je zaporedje {a®)} omejeno, je v R omejeno zaporedje {agk)}.
Zato obstaja konvergentno podzaporedje {agkil)}. Zaporedje {a¥i1)} ima
zato ze konvergentno prvo komponento. Ker je tudi zaporedje {aékil)} ome-
jeno v R, ima konvergentno podzaporedje {a;k‘m2 )}. Podzaporedje {a(ki“2)}
ima sedaj konvergentni ze prvi dve komponenti. S postopkom nadaljujemo,

da dobimo podzaporedje, ki ima konvergentne vse komponente. O

Povsem analogno kot pri zaporedjih v R tudi v R" velja, da lahko za vsako
stekaliS¢e zaporedja najdemo podzaporedje, ki k temu stekalis¢u konver-
gira, in da, v primeru, ko ima zaporedje limito, vsako njegovo podzaporedje
konvergira proti tej isti limiti. Bolzano-Weierstrassov izrek lahko torej ek-

vivalentno zapiSemo kot: Vsako omejeno zaporedje v R™ ima stekalisce.

Naj bo sedaj {a®)} zaporedje v R™, ki je vsebovano v mnozici A, torej
{a(k)} C A. Naj bo a limita tega zaporedja. Toc¢ka a ne more biti zunanja
tocka mmnozice A, saj bi v tem primeru obstajal » > 0, da bi bilo celo
zaporedje vsebovano v komplementu krogle K(a,r), kar je v protislovju z
definicijo limite. Torej je a lahko le robna ali notranja tocka mnozice A. Ce

je dodatno mnozica A zaprta, je a C A, saj je 0A C A.

DEFINICIJA 1.11. Mnozica K C R" je kompaktna, ¢e ima vsako zaporedje v
K podzaporedje, ki je v K konvergentno (to pomeni, da ima podzaporedje

limito, ki je vsebovana v K).

1zrEK 1.12. MnoZica K C R"™ je kompaktna natanko tedaj, ko je zaprta in

omejena.

DokAz. Predpostavimo najprej, da je K zaprta in omejena mnozica. Naj
bo {a(k)} zaporedje, ki je vsebovano v K. Ker je K omejena, je zaporedje
omejeno, in ima zato konvergentno podzaporedje. Ker je K zaprta mnozica,

je limita tega podzaporedja vsebovana v K
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Pokazimo Se obrat. Predpostavimo najprej, da K ni omejena. Potem za
vsak k obstaja tocka a*) € K, da je [a®| > k. Zaporedje {a®)} nima no-
benega omejenega podzaporedja, zato tudi nima nobenega konvergentnega
podzaporedja. Vsaka kompaktna mnozica je torej omejena. Predposta-
vimo sedaj, da K ni zaprta. Torej obstaja a € 0K, a ¢ K. Za vsak k
je presek K(a,1/k) N K neprazen. Za vsak k si zato lahko izberemo tocko
a®) € KN K(a,1/k). Zaporedje {a®} je konvergentno z limito a ¢ K, to-
rej nima podzaporedja, ki bi konvergiralo v K. Vsaka kompaktna mnozica

mora torej biti tudi zaprta. O

1.3. Zvezne preslikave

DEFINICIJA 1.13. Naj bo D C R™. Preslikava f : D — R™ je zvezna v tocki
a € D, ¢e za vsak € > 0 obstaja § > 0, da za vsak x € D, za katerega velja
d(z,a) < 4, sledi d(f(z), f(a)) < e. Preslikava je zvezna na D, e je zvezna
v vsaki tocki iz D.

Poglejmo si Se dve ekvivalentni karakterizaciji zveznosti.

IzrEK 1.14. Preslikava f : D — R™, D C R", je zvezna natanko tedaj, ko
je za vsako odprto mnozico V.C R™, praslika f~1 (V') relativno odprta v D.

DokAz. Naj bo f zvezna in V C R™ odprta. Definirajmo U = f~1(V)
in naj bo a € U poljubna tocka. Naj bo ¢, tak, da je K(f(a),eq) C V
(tak €, obstaja, saj je V odprta). Ker je f zvezna v a, obstaja tak dg,
da je d(f(z), f(a)) < €q, Ce je le x € D in d(z,a) < 64. Definirajmo
U' = UgevK(a,d,). Mnozica U’ je odprta v R™ in U = DN U’. Torej je U

relativno odprta v D.

Pokazimo $e obrat. Naj bo a € D poljubna in € > 0. Ker je K(f(a),¢)
odprta v R™, je f~1(K(f(a),€)) relativno odprta v D, torej obstaja U’ C R"
odprta, da je f~1(K(f(a),€)) = U'ND. Ker je U’ odprta, obstaja d > 0, da
je K(a,6) C U'. Zato je K(a,0) N D C f~Y(K(f(a),e¢)), kar pomeni, da za
vsak € D, d(a,z) < § velja, da je d(f(a), f(z)) < e. Preslikava f je zato
zvezna v a. Ker je a poljuben, je zvezna na D. U

IzREK 1.15. Preslikava f : D — R™, D C R"™ je zvezna v tocki a € D
natanko tedaj, ko za vsako zaporedje {a(k)} C D, ki konvergira proti a,

zaporedje {f(a(k))} konvergira proti f(a).

DoxkAZ. Naj bo f zvezna v a in {a®¥)} C D, ki konvergira proti a. Naj bo
€ > 0. Potem obstaja é > 0,daiz |[xr—a| <6, x € D, sledi |f(x)— f(a)| <e.
Naj bo N tak, da za vsak k > N velja [a®®) —a| < §. Potem za k > N velja



1.3. ZVEZNE PRESLIKAVE 6

|f(a®) — f(a)|] < e. Pokazimo 8e obrat. Predpostavimo, da f ni zvezna v
a. Potem obstaja ¢ > 0, tako da za vsak k obstaja taka tocka (¥ € D,
da je [a®®) — a| < 1/k in hkrati |f(a®)) — f(a)| > e. Zaporedje {a®)} torej
konvergira proti a, medtem ko {f(a®))} ne konvergira proti f(a). O

DEFINICIJA 1.16. Naj bo D C R™ in K C D. Preslikava f : D — R™ je
enakomerno zvezna na K, ¢e za vsak € > 0 obstaja § > 0, da za vsak par
tock x,y € K, za katerega velja d(x,y) < ¢, sledi d(f(z), f(y)) < e.

Z uporabo izreka 1.15, podobno, kot pri funkcijah ene spremenljivke, tudi
v ve¢ spremenljivkah dokazemo, da je vsota dveh zveznih preslikav zvezna
preslikava, da je produkt zvezne preslikave s skalarjem zvezna preslikav, in

da je kompozitum primerno definiranih zveznih preslikav zvezna preslikava.

IZREK 1.17. Najbo f : K — R™ zvezna, kjer je K C R" kompaktna mnoZica.
Potem je f(K) kompaktna mnoZica v R™.

Doxkaz. Naj bo {6} poljubno zaporedje v f(K). Za vsak k izberimo
a®) € K, daje f(a®) = b*) . Ker je K kompaktna mnozica, obstaja pod-
zaporedje {a(kj)}, ki v K konvergira proti neki tocki a. Potem podzaporedje
{b(k3)} konvergira proti f(a), ker je f zvezna. O

IZrREK 1.18. Najbo f : K — R™ zvezna, kjer je K C R"™ kompaktna mnoZica.

Potem je f na K enakomerno zvezna.

DokAz. Recimo, da f ni enakomerno zvezna na K. Potem obstaja € > 0,
da za vsak k € N obstajata tocki z(®) in y*), da velja [2*) — ()| < 1/k in
hkrati | f(z®) — f(z®)| > e. Ker je K kompaktna, obstaja konvergentno
podzaporedje {x(ki)}, z limito x € K. Nadalje obstaja konvergentno pod-
zaporedje {y(kii)} zaporedja {y*)}, ki konvergira proti y € K. Ker velja
|y(kij) — x(kij)| — 0, je x = y. Hkrati pa zaradi zveznosti preslikave f velja
|f(x) — f(y)| > €, kar je protislovje. O

IZREK 1.19. Naj bo f : D — R™ zvezna, kjer je D C R™ povezana mnoZica.

Potem je f(D) povezana mnoZica v R™.

DoxkAz. Recimo, da f(D) C R™ ni povezana. Torej obstajata odprti mnozice
U'in V' vR™ daje f(D) = (U N(f(D)))UV'Nn(f(D))), pri cemer gre
za disjunktno unijo nepraznih mnozic. Ker je f zvezna, sta U = f~1(U’)
in V = f~YV’) relativno odprti, disjunktni neprazni podmnozici v D, da
velja D = U U V. Tako je D nepovezana. U
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Vektorske funkcije. V primeru, ko je D C R imenujemo preslikavo
f D — R™ vektorska funkcija. Za vsak t € D je f(t) n-terica, ki jo
zapiSemo v obliki

f(t) = (fl(t)’fQ(t)" T vfn(t))

Zato vsako vektorsko funkcijo lahko zapiSsemo kot

fZ(fl,fQ,...,fn)ZD—)Rn,

kjer so fi1, fo,..., fn obicajne funkcije ene spremenljivke, definirane na D.
Iz trditev 1.15 in 1.9 takoj vidimo, da je f zvezna natanko tedaj, ko so vse

funkcije f1, fa,..., fn zvezne.
PRIMER 1.20. Preslikava f : [0,00) — R3, definirana kot
f(t) = (cost,sint,t)

je zvezna, ker so komponente funkcije f1(t) = cost, fa(t) =sint in f3(t) =t

vse zvezne. |

DEerINICIJA 1.21. Mnozica D C R” je povezana s potmi, Ce za vsaki dve
tocki a,b € D obstaja zvezna vektorska funkcija f : [0,1] — R, tako da je
f£([0,1]) € D ter f(0) =ain f(1) =b.

Izkaze se, da je vsaka mnozica, ki je povezana s potmi, tudi povezana. Prav
tako bi lahko pokazali, da sta za odprte mnozice povezanost in povezanost

s potmi ekvivalentni lastnosti. Za sploSne mnozice pa to ne velja.

DEFINICIJA 1.22. Mnozica D C R"™ je enostavno povezana, ¢e je povezana
s potmi, in Ce za vsaki dve tocki a,b € D in poljubni dve zvezni vektorski
funkciji f,g:[0,1] — D, f(0) =ain f(1) = b ter g(0) = a in g(1) = b velja,
da obstaja zvezna preslikava F': [0,1] x [0,1] — D, da za vsak t € [0, 1] velja
F(t,0) = f(t) in F(t,1) = g(t) ter za vsak s € [0,1] velja F(0,s) = a in
F(1,s) =b.

Funkcije veé spremenljivk. Funkcije n-spremenljiv so preslikave oblike
f:D — R, kjer je D C R".

V primeru dveh funkcij n-spremenljivk z istim definicijskim obmocjem, lahko
poleg vsote dveh funkcij definiramo tudi njun produkt in kvocient. Kvocient
seveda ni definiran v tockah, kjer delimo z 0. Ce sta prvotni funkciji zvezni,
sta tudi produkt in kvocient (kjer je seveda definiran) zvezni funkciji. Vse
te trditve lahko enostavno dokazemo s pomocjo karakterizacije zveznosti z

zaporedji.

Pogosto bomo obravnavali funkcije dveh ali treh spremenljivk. V prvem
primeru je D C R?, v drugem pa D C R3. V tem primeru bomo tocke iz D
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pisali v obliki (x,y) oziroma (z,y, z). Primer funkcije dveh spremenljivk je

2

na primer funkcija f(z,y) = x°cos(xy), primer funkcije treh spremenljivk

pa na primer g(z,y, z) = ze¥*.

PRIMER 1.23. Poglejmo, da je funkcija f : R? — R, definirana kot

fz.) :{ T @ #0.0)
| 0 7($7y):(0,0)

)

zvezna povsod.
Preveriti moramo le, da je zvezna v tocki (0,0). Poglejmo si funkcijo v
polarnih koordinatah x = r cot ¢, y = rsin ¢. Potem je
2y B 212 cos ¢ sin ¢
2+ y? B r

Funkcija je zvezna v (0,0), ker velja

= 1 cos 2¢.
lim rcos2¢ =0
r—0

PRIMER 1.24. Poglejmo si funkcijo f : R? — R, definirano kot

o) — { ALy i(wy) #(0,0)

0 s(zy) =1(0,0)
Za vse tocke oblike (z,0) je vrednost funkcije f enaka 0. Prav tako za
tocke oblike (0,y), medtem ko je f(z,z) = 1/2 za vsak = # 0. Funkcija
je torej nezvezna v (0,0), éeprav je njena zozitev tako na horizontalno kot
tudi vertikalno os skozi (0,0) zvezna funkcija. Seveda pa je funkcija zvezna
v vseh ostalih tockah. O

Kot posledico izreka 1.17 imamo

IzrREK 1.25. Naj bo f : K — R zvezna funkcija, kjer je K C R™ kompak-
tna mnozica. Potem f na K doseze tako maksimalno kot tudi minimalno

vrednost.

DokAz. Pokazali smo ze, da je f(K) C R kompaktna. Torej je navzgor
omejena in zato obstaja supremum mnozice f(K). Ker je f(K) tudi zaprta,

je supremum vsebovan v K. Podobno pokazemo, da ima f minimum. [

Splosni primer preslikav. V splosnem lahko vsako preslikavo f : D —
R™, D C R", zapiSemo v obliki

f:(fl,fg,...,fm)ZD—)Rm,
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kjer so f1, f2, ..., fm funkcije n-spremenljivk, definirane na D. Preslikava je

zvezna natanko tedaj, ko so vse funkcije fi, fo,..., fm zvezne.
PRIMER 1.26. Primer preslikave f : R3 — R3 je na primer
fl@,y,2) =y +zz+2y+a).

Ker so vse tri funkcije fi(x,y, 2) = y+2z, fa(z,y,2) = x+2, f3(x,y,2) = z+y

zvezne, je preslikava zvezna. U

Cesta f: D — RFin ¢g: D — R™ preslikaci, kjer je D € R" in D' C R¥
in velja f(D) C D', potem lahko definiramo kompozitum go f : D —
R™. Ce sta obe preslikavi zvezni, bo tudi kompozitum zvezen. Trditev
najlazje dokazemo s pomocjo karakterizacije zveznosti z zaporedji: Naj bo
{an} zaporedje v D z limito a. Potem ima zaradi zveznosti f zaporedje
{f(an)} limito f(a) in potem zaradi zveznosti g zaporedje {g(f(a,))} limito
g(f(a)). Ker to velja za vsako konvergentno zaporedje v D, je g o f zvezna.
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Odvod

2.1. Odvod vektorske funkcije

Naj bo f = (f1, fo,..., fn) : I — R™ vektorska funkcija, kjer je I C R
interval. Ce so funkcije fi, fo,..., fn : I — R odvedljive v tocki a € I,
potem je

f'(a) = (fi(a), f3(a),.. ., fula))

odvod funkcije f v tocki a.

Fizikalni pomen. Ce sipredstavljamo, da f(t) = (f1(t), f2(t), ..., fu(t))
predstavlja gibanje delca v n-razseznem prostoru, potem vektor f’(ty) pred-
stavlja vektor hitrosti delca v tocki ¢y, dolzina tega vektorja, |f’(to)| pa

predstavlja skalarno hitrost (brzino) delca.

PrIMER 2.1. Ce se delec v 3-razseznem hitrosti giblje po poti f(t) = (cost,sint,t),
potem je hitrost delca pri tg = 7/2 enaka (—sinn/2,cosw/2,1) = (—1,0,1).
Smer gibanja delca v tem trenutku je torej v smeri (—1/+/2,0,1/y/2), brzina
pa je V2. O

Geometrijski pomen. Ce je f : I — R” odvedljiva na intervalu I,
potem je premica
f(to) + sf'(to)

tangenta v tocki f(to) na krivuljo, podano z f.

2.2. Parcialni odvodi funkcije ve¢ spremenljivk
Naj bo f : D — R funkcija n-spremenljivk in a = (a1,a2,...,a,) € D
notranja tocka. Naj bo 1 < k < n. Potem je za majhne t definirana funkcija
L= f(alaala ceesQp—1, Ak 1, A1, - 'aan)‘

Ce obstaja odvod te funkcije v tocki t = 0:

- flar,a1,...,ap—1,ar +t,a141,-..,0n) — f(a1,a2,...,ay)
8xk t—0 t

10
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recemo, de je f parcialno odvedljiva v a po spremenljivki z; in limito imenu-
jemo parcialni odvod f po x v tocki a. Véasih parcialni odvod (%?; oznacimo
tudi z fz, (a) ali Dy f(a).

PRIMER 2.2. Naj bo f : R? — R podana z f(z,y) = 2%y + 2. Parcialni
odvod % v tocki (2,3) je

0
%(2,3) =2zy + yzy—ly(w’y):(m) —92.2.34+3.22 =24
parcialni odvod %5 v tocki (2, 3) pa
of

a—y(z 3) = 2% + 2¥1og @| (4 y)=(23) = 2° + 2° log 2 = 4 + 8log 2.

Ce je f : D — R parcialno odvedljiva po x; v vsaki tocki odprte mnozice
D C R", potem je z — %(w) zopet funkcija n-spremenljivk, ki jo oznac¢imo
af of

kar z s in ji re¢emo parcialni odvod f po x. Ce je s nadalje odvedljiva

v tocki a po neki spremenljivki z;, 1 < j < n, potem oznacimo
(= O
0z 0z, oy -
V primeru, ko je k = j, piSemo kar
o°f
awz

(a).

Podobno lahko definiramo iz zapiSsemo tudi parcialne odvode visjih redov.

PrRIMER 2.3. Poglejmo si vse parcialne odvode drugega reda za funkcijo
f:R3 =R, f(z,y, 2) = 23y cos z + y?ze”.

Najprej si poglejmo parcialne odvode prvega reda

0

of = 322y cos z 4 3 ze”,
Ox

0

of = 23 cos z + 2yze”,
Ay

of

= —23ysin z + y2e”.
0z
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Parcialni odvodi drugega reda so

82

axﬁfx = 6xy cos z + y2ze®,
82

ayafx = 3z? cos z 4 2yze®,
82

Bzéfx = —32%ysinz + y2e”,
62

aazgy = 322 cos z + 2yze”
82

/ = 2z¢e",

dydy

82

8z<éfy = —z3sin z + 2yze®,
82

8x6]:z = —32%ysinz + y2e”,
82

8y(§z = —23sin 2z + 2yze”,
OF 3y cos

=—x z.
020z Y

V zgornjem zgledu opazimo, da parcialni odvodi komutirajo, saj velja
0% f B 0 f 0% f B 0% f 0% f B 0% f

0xdy  Oydxr’ 0Oxdz 020x’ Oydz 020y

Pokazimo, da to velja v sploSnem, ¢e predpostavimo dolo¢eno zveznost par-

cialnih odvodov.

IZREK 2.4 (Schwarzov izrek). Najbo f : D — R, D C R" in a € D notranja
toc¢ka. Naj v okolici a obstajata parcialna odvoda % in 2L in naj bosta tam

zvezna. Nadalje naj v okolici a obstajata parcialna odvoda 0°f m 0’7
: J ] ) p 8xk8xj ijaxk

in naj bosta zvezna v a. Potem velja

2f &2 f

0,0, @)= O0x;0xy, @

DokAz. Predpostavimo lahko, da imamo opravka s funkcijo dveh spremen-
ljivk in da je a = (0,0). Definirajmo

Potem je
F(h, k) = g(h) — g(0)
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in po Lagrangeovem izreku

2
Pt =g (O = (GHE0 - 560 ) = 3 T €k

kjer sta & € (0,h), v € (0,k). Ce vzamemo
g(y) = f(h>y) - f(oay)v

podobno dobimo
F(h, k) = g(k) — §(0)

in po Lagrangeovem izreku

0% f
F(h,k) = " V) hk
(h k) = 5 (€)
kjer sta & € (0,h), v € (0, k). Torej velja
o*f Pf
ayax(gay) - 8$ay(£ »V )
Ker sta parcialna odvoda (%25; in affgy zvezna v (0,0) dobimo v limiti
0% f 0% f

Na kratko si poglejmo primer funkcije, ko parcialna odvode ne komutirata.

Taksna funkcija seveda ne zados¢a predpostavkam zgornjega izreka

PRIMER 2.5. Vzemimo f : R? — R, definirano z

S (2,y) £ (0,0)
0wy =(0,0)

V primeru, ko (z,y) # (0, 0) lahko povsem algebrai¢no izra¢unamo parcialna

f(:r,y)Z{

odvoda po x in y in dobimo

af _ ylat + 42y —yY)

dr (22 +y2)?
g B $($4 _ 4$2y2 _ y4)
oy (2% +y?)?

V tocki (0,0) moramo parcialna odvoda izracunati po definiciji

of f(2,0) — £(0,0) 0-0 _

==(0,0) = lim = lim 0
ox x—0 T z—0 @
O (0,0) = 1 LOW = SO0y 020

ay y—0 Y y—=0 Yy
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Parcialna odvoda
2 A2 — gyt
Of = | e i@y # 0.0
Oz 0 ; (2, ) = (0,0)
" z(zt—4a?y’—y*)
8f( y) = { T @z ; (2,y) # (0,0)
dy 0 ; (2,y) = (0,0)
sta oba zvezna v (0, 0), kar lahko hitro vidimo z vpeljavo polarnih koordinat.

Seveda sta zvezna tudi v okolici tocke (0,0). Brez tezav lahko algebrai¢no

poiscemo tudi druga parcialna odvoda amgy in a%gx’ ¢e (z,y) # (0,0), tocki
(0,0) pa moramo zopet odvoda izracunati po definiciji

2 9f (2,0) — 22(0,0 _
885(0,0)211%83/( )~ 3 ):lir%x 0:1
TOY T— T T— T

2 AL 0.4) — 2L(0. 0 -
8f(o,o):hm 0:(09) ~ 5,00 _ =0 _
oyox y—0 Yy y—=0 gy

Torej imamo aﬂcay(O 0) # 3yam( 0). Odvoda amay in 8228/; seveda nista
zvezna v tocki (0,0). O

DEFINICIIA 2.6. Funkcija f: D — R, D C R" odprta mnozica, je razreda
C* na D, e na D obstajajo vsi parcialni odvodi do vkljuéno reda k in so
zvezni. Prostor taksnih funkcij oznacimo z C(D).

Ce je funkcija f razreda C*, potem nam pri parcialnih odvodih ni potrebno
skrbeti glede vrstnega reda odvajanj, ¢e seveda racunamo le odvode do
vkljuéno reda k. Pomembno je le, koliko krat odvajamo po vsaki od spre-
menljivk. Parcialne odvode tako piSemo v obliki

o f
8azl118x122-~8a:£{”
kjer je Iy + g+ -+ + 1, = linso llg,--- 1, > 0. Ce je katera od I; = 0,

obi¢ajno v imenovalcu pripadajoc¢ega ¢lena ne pisemo.

2.3. Diferencial funkcije ve¢ spremenljivk

Naj bo f : D — R, D C R" in naj obstajajo vsi parcialni odvodi a‘%(a),
(%J;(a), e aaTJ;(a) v neki notranji tocki a € D. Potem lahko vse te parcialne

odvode zlozimo v 1 x n matriko (vrstico)

(DN = 5@, 5 @) )

Predpostavimo, da vsi parcialni odvodi prvega reda obstajajo na okolici a in

so v a zvezni, in zaradi enostavnosti predpostavimo, da je n = 2. Za majhne
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h, k dobimo
f(a+h7b+k) _f(aab) :f(a+h7b+k) _f(a7b+k)+f(a7b+k) _f(a’7b)

8f (5 b+ k)h + gij(a v)k
_of of of
—ax(a,b)h—i—( (&, b+ k) 5 (a b))h
of of of
+ S+ (Fon - Gan)n
_of of
_830( ,b)h + 3y (a,b)k + e1h + eak,
kjer smo oznacili €; = 8x L b+k)— (a b) in ea = gg(a v)— —(a b). Izraz
0 = €1h + €2k ni le majhen, ¢e je norma |(h, k)| majhna ampak velja celo
o _ e1h + ek — h te k

O] B T

Bolj v splosnem torej dobimo izrek

|(h, K]

IzrEK 2.7. Naj bo f : D — R, D C R" in naj na D obstajajo parcialni
odvodi gﬂi’% ..,% in naj bodo v a zvezni. Naj bo h = (hy,ha, ..., hy)

dovolj maghen vektor. Potem velja

fla+h) = f(a) = f(a1 + h1,a2 + ha, ..., an + hy) — fla1,az,...,an)

of af af
= ga; @h1t 5 (@) + -+ oo (a)hn + o(h)
= (Df)(a)h +o(h),
kjer velja
0 TR =

Izrek nam pove, da v primeru, ko veljajo predpostavke izreka, imamo v

okolici tocke a aproksimacijo do prvega reda

fla+h) = f(a) + (Df)(a)h.

DEeFINICIIA 2.8. Naj bo funkcija f definirana v okolici tocke a € R™ in naj
obstaja linearna preslikava L : R” — R, da za dovolj majhne h € R™ velja

aproksimacija

fla+h) = f(a) + Lh+ o(h), o(h )/|h[TO

recemo, da je f diferenciabilna v a in L njen diferencial v a.
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Hitro lahko vidimo, da funkcija ne more imeti dveh razli¢nih diferencialov

L1 in Lo v tocki a, saj velja
fla+h) = f(a) = Lih + 01(h) = Lah + 02(h)

in zato
. 02(h) —o1(h)
|hl Id

Ker gre izraz na desni proti 0, ko gre |h| proti 0, je L1 = L.

(L1 — Lo

TRDITEV 2.9. Ce je f diferenciabilna v tocki a z diferencialom L, potem

obstagjajo vsi parcialni odvodi v toéki a in velja L = (D f)(a).

Doxkaz. Naj bo L = [Ly, La,. .., Ly,] diferencial v toc¢ki a in naj bo 1 < k <

n. Potem je

ﬁ(a — lim flai a1, ... a5—1,a5 +t,ak41,...,an) — f(a1,a2,...,ay)
8$k t—0 t
Lt t
= lim =% +o(?) = L.
t—0 t
U

Izrek 2.7 nam pove, da je zveznost prvih odvodov v tocki a zadosten pogoj
za diferenciabilnost, njen diferencial v a pa je (Df)(a). Zvezno odvedljive
funkcije na D, to so funkcije razreda C!, so torej diferenciabilne v vsaki
tocki iz D. Ni pa nujno, da je vsaka diferenciabilna funkcija tudi zvezno

odvedljiva.

PRIMER 2.10. Naj bo f : R? — R definirana kot

x? 2) sin ——L sz, 0,0
f(x,y)z{ (z° +y°) Ve (z,y) # (0,0)
0 i (z,y) = (0,0)

Pokazimo, da je f zvezna povsod, parcialno odvedljiva po obeh spremen-

ljivkah, diferenciabilna, vendar pa njeni parcialni odvodi v tocki (0,0) niso

zvezni.

Kar se tice zveznosti, moramo preveriti le zveznost v tocki (0,0) € R?, saj
je v vseh ostalih tockah oéitno zvezna. Naj bo € > 0 poljuben in § = /e.
Naj bo § = \/e. Ce je |(z,7) — (0,0)| < § je 22 + y? < € in zato

|f($»y)—f(070)|:\($2+y2)sin ‘<€.

1
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Funkcija je torej zvezna tudi v (0,0) in je tako zvezna povsod. Parcialna
odvoda %(0,0) in %(0 0) izracunamo po definiciji

2. 1
of . f(h,O) — f(0,0) . h*sin V¥ 1
— =1 =lim —* =1limh —
x(0,0) hm% W th?(L) W hlm sin |h] =0

in analogno % (0,0) = 0. V vseh drugih to¢kah parcialna odvoda izra¢unamo
z obi¢ajnim odvajanjem. Funkcija f je torej parcialno odvedljiva po obeh
spremenljivkah povsod na R?, njena parcialna odvoda sta

Z COS L

87f(337 y) = 2asin :c21+y2 B $\2/:E? ,(z.y) =# (0,0)

81‘ 0 , (37, y) — 0
COS*

of 2y sin 1 B Y 22442 ,(a:y) =4 (0’0)

9y BY) = Ve e

! 0 ’ ({L’, y) =0

Oba parcialna odvoda sta nezvezna v tocki (0,0). Ce na primer vzamemo
(z,y) = (1/v2nm,0), velJa (1/\/2n7r 0) = —1 Ker gre zaporedje (1/v/2n,0)
proti (0,0) in je 8f(0 0) = 0, parcialni odvod ni zvezen v (0,0). Povsem
analogno za g?j . Funkcija je v (0,0) d1ferenc1ab11na, saj je

1 |h|? sin ﬁ

2
f(0+ h) ( ) ’h“ SIHW |h’ Ih|—0

OprOMBA 2.11. Obstoj parcialnih odvodov v neki tocki ne zagotavlja, da je
funkcija v tej tocki tudi zvezna. Zelo preprost protiprimer je funkcija dveh
spremenljivk, ki je enaka 1 vzdolz obeh koordinatnih osi, povsod drugje
pa je enaka 0. Taka funkcija ima oba parcialna odvoda v izhodiscu, je pa
v izhodis¢u o¢itno nezvezna. Ce pa je funkcija v tocki a diferenciabilna,

potem pa je v a zagotovo tudi zvezna, saj velja
[f(a+h) = fla)| = [Lh + o(h)| < |Lh[ +[o(h)| =0,

in kot vidimo iz zgornje trditve, v a obstajajo tudi vsi parcialni odvodi.

2.4. Smerni odvodi in gradient

Naj bo 77 enotski vektor v R™ in funkcija f definirana v okolici tocke a € R™.
Ce obstaja limita

) — oy J0 )=S0

h—0 h

ji retemo smerni odvod funkcije f f smeri 7. Parcialni odvod a%];(a) torej ni

ni¢ drugega, kot smerni odvod v smeri 77 = ¢, = (0,..,0,1,0,...,0).
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Poglejmo, da smerni odvodi v tocki a obstajajo v vsaki smeri, ¢e je funkcija v
tej tocki diferenciabilna. Se veé, lahko jih preprosto izra¢unamo kot linearno

kombinacijo parcialnih odvodov.

Po izreku 2.7 imamo namrec¢

of - fla+hi)— fla) . WDf)(a)i+ o(hi)

g\ = i, h ~ L S
Ker je
gg@ < |(Df) (@)l = [(DF)(a)];

in enacaj velja (in je odvod pozitiven) natanko tedaj, ko 7 kaze v smeri

vektorja

V@ = (L@ gL @) g a),

ki mi re¢emo gradient funkcije f v tocki a. Gradient torej kaze v smeri

najvecjega narasc¢anja funkcije.

OpoMBA 2.12. Ceprav je to nekoliko neintuitivno, pa sam obstoj smernih
odvodov 8e ne zagotavlja, da je funkcija v tisti tocki sploh zvezna. Primer

take funkcije je na primer

X = ;cfj—gﬂ ;(1',:1/) 7é (0,0)
few { 0 ;(z,y)=(0,0)

Ta funkcija v tocki (0,0) ni zvezna, vseeno pa ima v tocki (0,0) smerne

odvode v vseh smereh.

2.5. Jakobijeva matrika odvodov preslikav

Naj bo sedaj f: D — R™, kjer je D C R™ in a € D notranja tocka. Naj bo
f=(f1,f2,..., fm), kjer so f; : D — R komponente funkcije f. Ce za vsak
1 <75 <min vsak 1 <k < n obstaja parcialni odvod ngi, m X n matriko

§§1<a> §§;<a> ggya)
(Df)(a): 81:1:<a) 8;1;2:(@) @(a)
Un(a) Om(a) ... Y=(q)

imenujemo Jakobijeva matrika ali matrika odvodov, ali pa samo odvod pre-

slikave f v a.

Iz izreka 2.7 dobimo naslednjo posplositev

IZREK 2.13. Naj bo sedaj f : D — R™, kjer je D C R™ in a € D notranja

toc¢ka. Naj bodo vsi parcialni odvodi ngi zvezni v a. Potem za dovolj majhne
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h € R™ velja
lo(h)]

|| |nl—=0

fla+h) = f(a) + (Df)(a)h +o(h)

DEFINICIIA 2.14. Naj bo funkcija f: D — R™, D C R" in a € D notranja
tocka. Naj obstaja linearna preslikava L : R™ — R™, da za dovolj majhne

h € R™ velja aproksimacija

fla+h) = f(a) + Lh+o(h), |o(h)|/|h| el

recemo, da je f diferenciabilna v a in L njen diferencial v a.

Tako kot pri funkcijah, tudi v tem primeru vidimo, da ima preslikava lahko
samo en diferencial v vsaki tocki in da je le ta enak odvodu funkcije v tocki
a, in da je v primeru C' preslikav odvod D f(a) dejansko diferencial v tocki

a.

2.6. Verizno pravilo

IzZREK 2.15. Naj bosta f : D — R™ in g : D' — RF; kjer je D C R”,
D' Cc R™ in f(D) C D'. Naj bo a € D notranja tocka D in f(a) notranja
tocka D'. Naj bo f diferenciabilna v a in g diferenciabilna v f(a). Potem

je gof diferenciabilna v a z diferencialom
(D(gof))(a) = (Dg)(f(a))o(Df)(a).
DokaAz. Velja

fla+h) = f(a) +(Df(a))h+o(h), lo(h)|/|h| el

in

o(7(0) + 1) = g(F(@) + (Do) (F(@)k + (k). 1o/ (R) /1Kl —= 0.

=
=
S
_|_
>
~—
I
2
~
S
~
+
~
—
S|
+
>
~
|
~
—
=

(@))(f(a+h) = f(a) + o (fla+h) = f(a))
(@)(Df)(@)h + o(h)) + o'(f(a + h) = f(a))
(@)(Df)(@)h + (Dg)(f(a))o(h) + o' (f(a + h) = f(a)).

(Dg)(f(a))o(h) + o' (f(a+h) = f(a))

0,
|h| |h|—0

(Dge f)(a) = (Dg)(f(a))o(Df)(a)-
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O

PRIMER 2.16. Naj bo f = (f1, fo,..-,fn) : D = R"in g : D' — R, kjer je
D Cc Rin f(D) C D'. Potem je gof : D — R funkcija ene spremenljivke.
Odvod vektorske funkcije f v tocki ¢, (Df)(t), je enak

fa()
odvod (Dg) funkcije g pa

99  9g dg
0x1’ Oxa? """ Oxn | °

Zato je
(gor)(t) = 22 (1) - (1) +

" ony

99
8952

) - o)+ + ﬁ(f(t)) ya0)

2.7. Tangentni prostor na nivojnico

Naj bo f: R® — R C! funkcija in ¢ € R. Oznaéimo z
M, = {z € R"; f(x) = c}.
Mnozico M, imenujemo nivojnica (nivojska hiperploskev). Naj bo a € M,

neka tocka iz nivojnice in predpostavimo, da je (Vf)(a) # 0. Tangentni

prostor na nivojnico M. v tocki a definiramo kot
ToM. = {6 € Rn? <(Vf)(a),17> = O}

Neniceln vektor 7 je torej v T, M. natanko tedaj, ko je smerni odvod funkcije
f v smeri tega vektorja enak 0.
Poglejmo si Se malo drugace, kako lahko dobimo tangentni prostor. Naj bo
v : (—€,€) — R™ taka C! preslikava, da velja v((—e,€)) C M, in v(0) = a.
Potem je F(t) = f(y(t)) = c za vsak t € (—¢, €) in zato

0= F'(0) = (Df)(a)f'(0) = {(Vf)(a), f'(0)).
Zato lahko tangentni prostor T, M. zapiSemo tudi kot

ToM. = {~(0), v : (—¢,€) = M.,~(0) = a}.

PRIMER 2.17. Napisimo enacbo tangentne ravnine na kroglo 22412412 = 1
v tocki a = (1/4/2,1/4/3,1/v/6). Gradient funkcije f = 22 + y? + 92 je
Vf = (2z,2y,22). Ce vstavimo tocko a, dobimo

(VF) = (1/V2,1/V/3,1/V6) = (2/v/2,2//3,2/V6).
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Tangentni prostor torej sestavljajo vektorji o = (v1, v2.v3), za katere velja
v1/V2 + v2/V3 +v3/V6 = 0.

Ce si tangentni prostor Zelimo predstavljati kot afino tangentno ravnino, ki
gre skozi tocko a = (1/v/2,1/+/3,1/1/6), potem je enacba te ravnine

z/V2+y/V3+2/V6 =1,

2.8. Taylorjeva vrsta v vec spremenljivkah

Najbo f: D — R, D C R", a notranja tocka, in r > 0 tak da je K(a,r) C D.
Naj bo h € R" tak, da je |h| < r. Potem je F(t) = f(a + th) definirana
zavset € (—1 —¢€,1+¢€), ce je ¢e € dovolj majhen. Predpostavimo, da je
f € C*1(D). Potem je F tudi razreda C**! in lahko uporabimo Taylorjev
izrek o ostankih

_ "0) + < ) L o)
F(1) = F(0)+ F'(0) + 2!F 0)+- -+ k'F (0) + it 1)!F (&),
kjer je ¢ neka tocka v (0,1). Ce uporabimo verizno pravilo, to pomeni
of of of
h) = —(a)h1 + =—(a)ha + - ——(a)hn,
flath)=fla)+ 5= (0)h + 57 (a)ha + -+ 57 (a)
1 [0%f 0’ f 0’ f
— [ =5 (a)h? + ——=—(a)hohy + - -- haoh
<axf O+ Sty WM+ ey (Whehn +
0% f 0% f Pf o
hihn, hahy, —=(a)h
8z18xn(a) ! +a By Dhfint 4 g (@) >
Z 8%8% h ihihg + -
11,12713 1
1 a orf
- hihiy -+ hy
TR 2 G dmy o, Ohihi i,
11,82, =1
1 - OFtf
+ (a+§h)hi hi hZ
(k+1)! il,iz,.%;ﬂzl Oxi, Oy - - Oy, 17z k+1
Ce je funkcija C*, lahko napisemo Taylorjevo vrsto v tocki a
+Z axl Z 83:“83:” a) (i, —ai, ) (Tiy— i)+ -

11,12 1
Podobno kot v eni spremenljivki, v primeru, ko gre ostanek vrste prosti 0,
Taylorjeva vrsta konvergira proti funkciji f(x). V primeru, da je to res,
recemo, da je funkcija analiticna.
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PRIMER 2.18. Razvijmo funkcijo

f(x,y)z !

T—z—y+uy
v Taylorjevo vrsto okrog tocke a = (0, 0).
1 1
L—z—ytay (1-z)1-y)
=(l+z+”+2°+ ) 1+y+y"+y° +-)

=l+r+y+2?+ay+y? +2 +2%y+ay® +y3 4+
oo o

DHNUE
k=0 j=0

Vrsta konvergira za vse tocke (x,y), —1 < z,y < 1. O

Poglejmo si bolj natan¢no Taylorjevo aproksimacijo do kvadratnega ¢lena.

Predpostavimo, da je f vsaj razreda C? in ozna¢imo s Hess f Hessejevo

matriko
roof >’f .. Pf T
ax% 0x10x2 0x10xn
>f *f . f
O0x201T1 ax% 0x20Ty
2%f 2*f L 2%f
L 0,0z,  OxnOx2 Ox2

n

Potem lahko zapisemo Taylorjevo aproksimacijo v obliki

Flat h) = (@) + (T )@, h) + 5 ((Fess f) a + ER)h, B

= fla) + ((Vf)(a),h) + %((HGSS F)a)h; h)
+ %(((Hess f)(a+&h) — (Hess f)(a))h, h)
Ce oznacimo o(h) = 3(((Hess f)(a + £h) — (Hess f)(a))h, h), dobimo

fla+h) = f(a)+{(Vf)(a), h) + % ((Hess f)(a)h, h) + o(h)
in zaradi zveznosti drugih odvodov velja

h)/|h|? — 0.
o(h)/|h| o0

2.9. Lokalni ekstremi

IZREK 2.19. Ce je f : D — R v notranji tocki a € D C R™ parcialno
odvedljiva po vseh spremenljivkah in ima v a lokalni ekstrem, potem velja

of .. _of  0Of
a—xla —8—@@)—---—67%(&).
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Doxkaz. Zavsak k =1,2,...,nima funkcija Fy(t) = f(a1,a2,...,a5_1,a5+
t,ak+1,- -, an) lokalni ekstrem v ¢ = 0, kar pomeni 0 = F}(0) = [)%(a). O

OpoMBA 2.20. Tocko, v kateri so vsi parcialni odvodi enaki 0, imenujemo

stacionarna tocka.

IZREK 2.21. Naj bo f : D — R v okolici notranje tocke a razreda C* in naj
bo a stacionarna tocka. Potem velja

(i) f ima v a lokalni maksimum, ce je Hess f(a) negativno definitna.
(i) f ima v a lokalni minimum, ce je Hess f(a) pozitivno definitna.

(iii) f v a nima lokalnega ekstrema, ée je Hess f(a) nedefinitna.

DokAz. V tocki a imamo Taylorjevo aproksimacijo

fla+h) = f(a) +{(V)(a),h) + % ((Hess f)(a)h, h) + o(h),

kjer velja

h)/|h|? 0.
o(h)/|h| Ihlj)

Ker je a stacionarna tocka, je (Vf)(a) = 0 in torej
fla+h)=f(a) + % (Hess f)(a)h, h) +o(h),  o(h)/|h[ oo

Naj bo S enotska sfera v R™. Preslikava z — 3 ((Hess f)(a)z, z) ima ma-

ksimum in minimum na S, saj je S kompaktna mnozica. Ce je Hess f(a)
negativno definitna, je maksimum negativen; oznac¢imo ga z —M. Za vsak
h € R™ h #0, velja

1 |? 2

5 ((Hess f)(a)h, h) = =~ ((Hess f)(a)h/|h|, h/|h]) < —M|h|".

Ker velja

h)/|h|?> —— 0,
o(h)/|h| o0

obstaja & > 0, da je |o(h)/|h|?| < M/2, ¢e je le || < &, h # 0. Potem za
vsak h # 0, |h| < § velja

5 (Hess f)(a)h, ) + o(h) < ~MIA> + MIhf?/2 < —M|hP/2

in zato .

fla+h) = fla) + 5 ((Hess f)(a)h, h) + o(h) < f(a).
Torej ima f v a lokalni maksimum. Analogno dokazemo tocko ii).
Predpostavimo sedaj, da je Hess f(a) nedefinitna. Torej ima Hess f(a) tako

pozitivno lastno vrednost A1, kot tudi negativno lastno vrednost Ao. Naj bo
hy1 enotski lastni vektor za lastno vrednost A\; in ho enotski lastni vektor za
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lastno vrednost Ao. Potem je
((Hess f)(a)hi,h1) = A1, ((Hess f)(a)h2, h2) = Aa.
Ker velja

R)/|h]? —— 0
o(h)/|h| oo

obstaja 0 > 0, da je |o(h)/|h[?| < min{A, —A2}/4, e je le |h| < 4, h # 0.
Ce je torej 0 £t € R, |t| < 6, velja
fla+thy) = fla) + % ((Hess f)(a)thy, thi) + o(thi)
> fla) +[tPA/2 = M |t?]/4 > f(a)
in
Fla+ tha) = f(a) + 5 ((Hess f)(a)ths, ths) + oftho)
< fla) + [t*X2/2 + Xo|t?| /4 < f(a).

Torej imamo poljubno blizu a tako tocke, v katerih je vrednost funkcije vecja
od f(a) kot tudi tocke, v katerih je vrednost manjsa od f(a). O

Ker za 2 x 2 matrike lahko enostavno preverimo njihovo definitnost, imamo

naslednjo direktno posledico izreka v primeru funkcij dveh spremenljivk.

POSLEDICA 2.22. Naj bo f : D — R, D C R?, v okolici notranje tocke a

razreda C? in naj bo a stacionarna tocka. Potem velja

(i) f ima v a lokalni maksimum, ée je %(a)giy?:(a) - (ﬂ(a)>2 >0
in %f(a) < 0.

(ii) f ima v a lokalni minimum, ce je %(a)%(a) — (883525; (a))2 >0
in ‘g%{f(a) > 0.

2
(iii) f v a nima lokalnega ekstrema, ée je %(a)%(a) - (aa;gy(a)) <
0.

PRIMER 2.23. Poglejmo si lokalne ekstreme funkcije f : R? — R, definirane
kot
flxz,y) = (1+€Y)cosx — yev.
Pois¢imo najprej stacionarne tocke
of
i

g:J;:ey(cosx—l—y):O = y=-14+(-1)

(14+eY)sine =0 = z=kn

k
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SLIKA 2.1. f(z,y) = (14 €Y)cosz — ye?

Stacionarne tocke so torej tocke oblike (2/7,0) in ((21 + 1)7, —2), | € Z.
Hessejeva matrika funkcije Hess f(x,y) je enaka

Hess f(z,y) =

—(1+eY)cosx —e¥Ysinw ]

—eYsinx eYcosx — 2eY — ye¥

Ker je

Hess f(2Im,0) = [_02 _01]

negativno definitna, ima funkcija f v vseh tockah (2Ir, 0) lokalni maksimum.
V tockah ((2] + 1)7, —2) je matrika

Hess f((20 4+ 1)7,—2) =

1+e2 0
0 —e 2

nedefinitna, saj ima eno pozitivno in eno negativno lastno vrednost. Zato v

teh tockah ni lokalnega ekstrema.

Opazimo, da ima v dveh spremenljivkah funkcija lahko neskonéno lokalnih
maksimumov in nobenega lokalnega minimuma. To se v eni spremenljivki

seveda ne more zgoditi.

O

2.10. Vezani ekstremi

Pri teoriji funkcij ene spremenljivke pois¢emo globalne ekstreme funkcije,
definirane na kompaktnem intervalu [a,b], tako, da preverimo vrednosti
funkcije v stacionarnih tockah iz notranjosti intervala ter vrednosti funk-
cije v robnih tockah intervala, to je v toc¢kah a in b. Ce zelimo podoben
problem resevati v ve¢ dimenzijah, na¢eloma postopamo podobno. Recimo,
da imamo C! funkcijo, definirano na zaprti enotski krogli K C R3. Zo-
pet preverimo vrednosti funkcije v stacionarnih tockah v notranjosti krogle,

in vrednosti na robu krogle, v tem primeru je to na enotski sferi. Ker za
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razliko od roba intervala ne moremo kar preprosti preveriti vseh vredno-
sti na enotski sfere, potrebujemo nacin, kako pois¢emo primerne kandidate
za ekstremne vrednosti na enotski sferi. Zelimo torej postopek, ki nam bo
poiskal kandidate za maksimum in minimum funkcije f(z,y,2) pri dodatni

predpostavki (vezi) g(x,y,2) =22 + 9> +22 -1 =0.

DEFINICIIA 2.24. Naj bosta funkciji f in g definirani v okolici tocke a € R™.
Naj bo g(a) = 0. Funkcija f ima lokalni vezani maksimum pri pogoju
g(z) = 0 v tocki a, ¢e obstaja tak § > 0, da je f(a) > f(x) za vsak
x € {z € K(a,9),g9(z) = 0}. Funkcija f ima lokalni vezani minimum pri
pogoju g(x) = 0 v tocki a, ¢e obstaja tak § > 0, da je f(a) < f(z) za vsak
x € {x € K(a,d),g(x) =0}.

IZREK 2.25. Naj bosta f in g funkciji razreda C* v okolici tocke a, in naj
velja g(a) = 0 ter (Vg)(a) # 0. Ce ima f v a lokalni vezani ekstrem pri
pogoju g(x) = 0, potem velja

(Vf)(a) = A(Vg)(a)
za nek X € R.

Doxkaz. Najbo r > 0 dovolj majhen in ozna¢imo M = {z € K(a,r), g(z) =
0}. Najbowv € T,,M tangentni vektor na M vain~y: (—ee) = M, v(0) = a,
7'(0) = v. Potem ima f(y(t)) lokalni ekstrem v ¢t = 0, zato je po veriznem
pravilu

0= Df(a)y'(0) = ((V£)(a),v).
Ker tangentni prostor T, M sestavljajo tocno tisti vektorji, ki so pravokotni
na (Vg)(a), morata biti (Vg)(a) in (Vf)(a) vzporedna. O

POSLEDICA 2.26. Naj bo g : R™ — R funkcija razreda C, naj bo M = {x €
R™, g(x) = 0} kompaktna mnoZica in naj za vsak x € M velja (Vg)(z) # 0.
Potem globalni ekstreme funkcije f, zoZene na M, dobimo tako, da poiséemo

ekstremne vrednoti funkcije f v reSitvah enacb

of 99

a—xl(a:l,a:g, ceyTp) = /\a—ajl(ml,xg, cey Xp)

of _\ 99

s (X1,@2, ..., Tpn) = /\(91:2 (x1,29,...,2p)

of _, 9

a—xn(ml,xg,...,xn) —Aaxn(xl,:xg, , T
g(x1,22,. .., 2) = 0.

PRIMER 2.27. Dolo¢imo najve¢jo in najmanjSo vrednot funkcije

f(z,y) = 3z — 2xy + 3y2
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na zaprtem krogu K (0,2). Pois¢imo najprej stacionarne tocke funkcije f v

notranjosti kroga.

%(lﬁy) =6z —2y=0
g‘;(z‘,y) =6y — 2z = 0.

Edina stacionarna tocka je (0,0). Sedaj si poglejmo kandidate za ekstreme
funkcije f na robu, torej na S(0,2) = {(x,%), g(z,y) = 2* +y*> — 4 = 0}.

Resiti moramo enacbe

of B B 9y
—ax(a:,y) =6x — 2y = N2z = /\830
of dg
ay(ﬂrf,y) 6y — 2z = A2y Aay

g(z,y) =2" +y* —4=0.

Da ima linearni sistem

B-Nx—y=0
—z+B-XNy=0

nenicelno resitev ((0,0) ne lezi na S(0, 2)), mora biti determinanta (3—\)%2—1
enaka 0, torej A = 2 ali A = 4. V prvem primeru so resitve linearnega sistema
tocke iz premice y = z, v drugem primeru pa tocke iz premice y = —ux.
Ker moramo zadostiti se enacbi 2 4 y? = 4, dobimo tocke (£v/2,++/2) in
(£V2,7V2). Ker je f(0,0) = 0, f(£v2,+v?2) = 8, f(+V2,FV2) = 16,
je maksimum funkcije f na K(0,2) enak 16 in je dosezen v robnih tockah
f(£V2,F/2), minimum funkcije pa 0, dosezen v notranji tocki (0, 0).




POGLAVJE 3

Riemannov integral

3.1. Definicija Riemannovega integrala

Pri definiciji Riemannovega integrala se v eni spremenljivki obi¢ajno ome-
jimo na omejene funkcije, definirane na kon¢nem zaprtem intervalu [a, b].
Definicijska obmocja funkcij so v ve¢ spremenljivkah precej bolj pestra. Rie-
mannov integral bomo poskusili definirati za omejene funkcije na poljubnih
omejenih mnozicah v R™. Poglejmo si najprej, kako definiramo Riemannov

integral za omejene funkcije, definirane na kvadrih.
Naj bodo a; < by,a9 < bg,...,a, < b, in L C R™ mnozica oblike
L= {(.Tl,xQ,...7$n) € Rn;al <z < bl,CLQ <2 < b27--'7an <zp < bn}

Mnozici take oblike bomo rekli zaprt kvader (¢e vse < zamenjamo z <, bomo
rekli, da je kvader odprt). Definirajmo volumen kvadra L kot

’U(L) = (bl — al)(bg — CLQ) cee (bn — CLn).

Naj bo f : L — R omejena funkcija na zaprtem kvadru L. Na vsakem
intervalu [a;, b;] izberimo delilne tocke a; = x[()l) < :cgl) < e < x%)i = b;.

Tako dobimo mims - - - m, manjsih zaprtih kvadrov oblike

Li1i2"'in = {(a?l,l'g, R ,xn) c Rn;
1 1 2 2 n n
%(1)—1 <z < xgl),x§2)_1 <xp < %(2), o -7xz(n)_1 S xp < xﬁn)}
Definirajmo
D= {Lhiz---in; 1 S ’L'l S mi,y..., 1 S ’in S mn}

mnozice vseh teh kvadrov. Taki mnozice recemo delitev kvadra L. Seveda
(@)

dobimo razlicne delitve pri razlicnih naborih delilnih tock x;”. Spodnjo

Darbouxovo vsoto za funkcijo L pri delitvi D definiramo kot
s(f. D)= Y m(f, Pyu(P),
PeD
zgornjo Darbouzovo vsoto pa kot
S(f,D) =Y M(f,P)u(P),
PeD
28



3.1. DEFINICIJA RIEMANNOVEGA INTEGRALA 29

kjer je m(f, P) infimum funkcije f na kvadru P in M(f, P) supremum funk-
cije f na kvadru P.

DEFINICIJA 3.1. Delitev D’ kvadra L je finejsa od delitve D kvadra L, ¢e
za vsak P’ € D' obstaja P € D, da je P’ C P.

Delitev D’ je torej finejsa od delitve D, ¢e so delilne tocke, ki dolocajo
delitev D podmnozica delilnih tock, ki dolocajo delitev D’, oziroma, e je

vsak kvader iz D unija konéno mnogo kvadrov iz D’.

TRDITEV 3.2. Ce je D' finejsa od D, potem velja
s(f,D') > s(f,D), S(f,D)<S(f,D).
Dokaz. Naj bo P € D poljuben. Potem obstajajo Pi, Py, ..., Py kvadri iz

D', daje P=P{UPyU---UP . Veljav(P) = v(P]) +v(Py) +---+v(P )
in m(f, P/) > m(f, P) za vsak 1 <1i < kp. Zato je

m(f, P)v(P) < m(f, P\)v(P]) +m(f, P3)o(P3) + - +m(f, P{)v(Py,)-
Tako dobimo
s(f,D) = m(f,P)o(P) < > _[m(f, P))v(P]) + m(f, P3)v(P3)

PeD PeD
+eee m(fv PI;)U(PIQP)} = S(dv D,)
Dokaz za zgornjo Darbouxovo vsoto je podoben.

O

TRDITEV 3.3. Naj bosta D1 in Day poljubni delitvi kvadra L. Potem velja

s(f,D1) < S(f, Da).

DoxkAz. Naj bo D delitev kvadra L, ki jo dobimo tako, da vzamemo unijo
delilnih tock, ki dolo¢ajo delitvi D; in Ds. Potem je D finejsa od obeh delitev
Dy in Dy. Zato velja

s(f,D1) < s(f,D) < S(f,D) < 5(f, Da).

Definirajmo spodnji in zgornji Darbouxov integral funkcije f na L kot

s(f,L)= _sup s(f,D),
D delitev L

S(f,.L)= _inf S(f,D).

- D delitev L
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DEFINICIIA 3.4. Naj bo f: L — R omejena funkcija na zaprtem kvadru L.
Ce velja

s(f, L) =S(f,L)
recemo, da je f Riemannovo integrabilna na L in definiramo Riemannov
integral f na L kot

/f(ac)dmz/f(x)dmldxg...dxnzs(f,L):S(f,L).
L L

TRDITEV 3.5. Omejena funkcija f : L — R definirana na zaprtem kvadru L
je integrabilna na L natanko tedaj, ko za vsak € > 0 obstaja delitev D kvadra
L, da velja

S(f,D)—s(f,D) <e.

Dokaz. Naj bo f integrabilna na L in I njen integral. Naj bo ¢ > 0.
Potem obstaja delitev Dy, da je s(f,D1) > I —€/2 in obstaja delitev Dy, da
je S(f,D2) < L+ €/2. Naj bo D delitev, ki jo dobimo iz unije delilnih tock
delitev Dy in Ds. Potem je D finejsa od D; in Dy. Zato velja

8(f7D1) < S(f7D) < S(f,D) < S(f7D2)

in zato

S(f,D) — s(f, D) < e.

Obratno naj bo € > 0 in D taka delitev, da je S(f,D) — s(f,D) < e. Ker
velja
s(f,D) <s(f, L) < S(f,L) < S(f,D)
je
S(f,L)—s(f,L) <e.
Ker to velja za vsak ¢, je s(f,L) — S(f,L). O

Poglejmo si sedaj primer, ko je f : K — R omejena funkcija, definirana
na splosni omejeni mnozici K C R"™. Ker je K omejena, obstaja tak zaprt
kvader L C R", da je K C L. Definirajmo f: L — R kot

= . ) fle) ,xeK
f(x)_{ 0 ,zel\K

Ce je f Riemannovo integrabilna na L, potem recemo, da je f Riemannovo

integrabilna na K, in definiramo

/K f(z)dx = /Kf(x)dxldazg coodry, = /Lf(x)dxldxg codxy,.

7 malo truda lahko vidimo, da je ta definicija neodvisna od izbire kvadra,

ki vsebuje mnozico K.
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3.2. Integrabilnost funkcij

1ZrREK 3.6. Naj bo f : L — R zvezna funkcija, definirana na zaprtem kvadru
L. Potem je f integrabilna na L.

Dokaz. Ker je L kompaktna mnozica, je f enakomerno zvezna na L. Naj
bo € > 0 in naj bo J tak, da je |f(x) — f(y)| < ﬁ, ¢e velja |x —y| < 0. Naj
bo delitev D kvadra L taka, da za vsak P € D in za vsak par z,y € P velja
|x — y| < d. Potem velja

S(f7D> _S(f7D) = Z(M(f,P) _m(f)P))U(P) < ’U( )U(L) =€
PeD
Zato je f integrabilna na L po trditvi 3.5. O

Mnozice z Lebesgueovo mero 0.

DEeFINICIJA 3.7. Naj bo E C R™. Mnozica F ima Lebesgueovo mero 0, ce
za vsak € > 0 obstaja Stevno mnogo zaprtih kvadrov Pi, P,... v R", da
velja FEC PPUPU...in

v(P1)+v(Py)+ - <e

OPOMBA 3.8. V definiciji mnozice z mero 0 bi lahko povsem enako zahtevali,
da so kvadri P; odprti. Najboe > 0in Pj, P, ... zaprti kvadri, katerih unija
vsebuje F, da je vsota njihovih volumnov manjsa od €/2". Za vsak i naj bo
P! odprt kvader, ki vsebuje P;, njegove stranice pa so 2 krat daljse od stranic
kvadra P;. Potem je v(P}) = 2"v(F;) in zato ), v(P;) < e. Obratno, ¢e so
P; odprti kvadri, ki vsebujejo E, da je vsota njihovih volumnov manjsa od

€, potem je E vsebovana v uniji zaprtih kvadrov P; z isto vsoto volumnov.

Poglejmo si nekaj primerov mnozic z Lebesgueovo mero 0. Tocka v R™ ima

Lebesgueovo mero 0, saj jo lahko pokrijemo s poljubno majhnim kvadrom.

TRDITEV 3.9. Naj bodo Fn, FEs,... mnoZice v R® z Lebesqueovo mero 0.
Potem ima E = E1 U Es U. .. Lebesgueovo mero 0.

Dokaz. Naj bo € > 0 in naj bodo za vsak k Pl(k),Pz(k), ... kvadri, da je
Ey, C Pl(k) U Pz(k) U...in v(Pl(k)) + U(PQ(k)) + -+ < ¢/2*. Potem velja

E C Uj7kPj(k)
in

STuPM) <N ek =
k

j7k
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Ta trditev nam med drugim pove, da ima mnozica Stevno mnogo tock v R"

Lebesgueovo mero 0.

TRDITEV 3.10. Naj bo D C R"™ odprta mnozica in ¢ : D — R zvezna. Potem
ima graf
I ={(z,y) € DxR; y=o(zx)} c R""

Lebesgueovo mero 0.

DoxkAz. Mnozica D je Stevna unija zaprtih kvadrov Li, Lo, ... (za vsako
tocko iz D z racionalnimi koordinatami vzamemo po en kvader, ki je sSe
popolnoma vsebovan v D). Za vsak kvader Ly je ¢ enakomerno zvezna na
Lj. Naj bo § > 0 tak, da je |¢p(x1) — ¢(x2)] < ooy cele |z1 — z2] < §. Naj
bo D taka delitev Ly, da za vsak P € D velja |z — z2| < d, ¢e x1,29 € P.
Kvadri Px[m(f, P), M(f, P)], P € D pokrivajo I'y{(z,y);z € L,y = ¢(z)}
in

3" o(P x [m(6, P),M(¢, P))) < 3 ”<P>U(Zk>

PeD PeD
Torej ima I'y mero 0. Ker je I' = UgI'y Stevna unija mnozic z mero 0, ima

I mero 0. O

= €.

TRDITEV 3.11. Ce ima E Lebesqueovo mero 0 in je E' C E, ima tudi E’

Lebesgueovo mero 0.

Dokaz. Dokaz direktno sledi iz definicije, ker je vsako pokritje mnozice
s kvadri tudi pokritje mnozice E’ s temi istimi kvadri. O

Naj bo f: K — R funkcija, K C R™. Mnozici

{z € K; f nizvezna v z}

recemo mnozica toCk nezveznosti funkcije f.

IZREK 3.12 (Lebesgueov izrek). Naj bo f : L — R omejena funkcija, de-
finirana na zaprtem kvadru L. Potem je f Riemannovo integrabilna na L

natanko tedaj, ko ima mnoZica tock nezveznosti funkcije f Lebesgueovo mero
0.

Dokaz. Naj bo F mnozica tock nezveznosti funkcije f : L — R, in pred-
postavimo, da je Lebesgueova mera E enaka 0. Naj bodo L1, Lo, ... odprti
kvadri v R™, da velja E C Ly ULa U ... in v(Ly1) +v(L2) + -+ < €. Naj
bo K = L\(L; ULy U...). Pokazimo, da obstaja tak § > 0, da za vsak
parz € K,y € L, |z —y| < & velja |f(z) — f(y)| < e. Ce to ni res, potem
obstajata zaporedji {z}} C K in {yx} C L, da velja |z —yx| < 1/k in hkrati
|f(z) — f(yx)| > €. Ker je K kompaktna, obstaja podzaporedje {x, }, ki
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konvergira proti nekemu x € K. Ker je L kompakten, obstaja podzaporedje
{ykij} zaporedja {yg, }, ki konvergira protiy € L. Ker |z —yr| = 0,jex =y
in ker je f zvezna v x, velja | f(z) — f(y)| > €, kar nam skupaj da protislovje.
Naj bo sedaj D taka delitev L, da za vsak P € D in vsak par z,y € P velja
|t —y|<d. NajboDy: {PeD; PNK #0}inDy={PeD; PNK =0.}
Naj bo P € Dy in zp neka tocka iz K N P. Za vsak par z,y € P velja
[f(z) = F)l < [f (@) = f(zp)| + [f(zp) = f(y)] < 2€, zato je

> (M(f,P) —m(f,P))v(P) < 2ev(L).

PeDy

Ker je skupna vsota volumnov vseh kvadrov iz Dy manjsa od €, saj so vse-
bovani v L1 U Ly U. .., velja

> (M(f,P) =m(f, P))o(P) < (M —m)e,
PeD,

kjer je M = supy, f in m = infy f. Zato je skupaj
S(f,D)—s(f,D) < (2v(L) — M — m)e.

Razliko zgornjih in spodnjih Darbouxovih vsot torej lahko naredimo po-
ljubno majhno, zato je f integrabilna na L.

Poglejmo Se obrat. Naj bo f integrabilna na L. Opazimo, da je funkcija
f nezvezna v tocki x € L natanko tedaj, ko obstaja ¢ > 0, tako da je

supp f —infp f > € za vsak kvader P, ki vsebuje z. Naj bo
Ey={x € L; s%pf — iIFl)ff > 1/k za vsak kvader P, ki vsebuje z}.
Mnozica tock nezveznosti f je enaka
E = U2 Ek.

Ce pokazemo, da je mera vsake od mnozic FEj enaka 0, potem je mera
mnozice F prav tako enaka 0. Naj bo € > 0 in naj bo D taka delitev L, da
je
S(£,D) = s(f. D) = Y (M(f.P) —m(f,P))v(P) < ¢/k.
PeD

Ce je za P € D PN Ey, # 0, potem je M(f, P) —m(f,P) > 1/k. Vsota
volumnov kvadrov P, ki sekajo Ej mora torej biti manjsi od €. Tako lahko Fj
pokrijemo s konéno mnogo zaprtimi kvadri, da je vsota njihovih volumnov

manjsa od €. S tem smo pokazali, da je mera Ej enaka 0. O

DEFINICIJA 3.13. Naj bo K omejena mnozica v R™. Ce integral

o(K) = /K 1do

obstaja, recemo, da ima K volumen v(K).
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Omejena mnozica K ima torej volumen natanko tedaj, ko za zaprt kvader
L, ki vsebuje K, obstaja integral

/L i (@)da,

kjer je xx : R™ — R karakteristicna funkcija mnozice K,

(z) = 1 ,zxeKkK
X =Y 0, s eRMK

Volumen je seveda enak temu integralu. Po Lebesgueovem izreku je xg
integrabilna na L natanko tedaj, ko ima mnozica toc¢k nezveznosti funkcije
Xk Lebesgueovo mero 0. Mnozica nezveznosti je ravno K. Dokazali smo

torej izrek

IZREK 3.14. Omejena mnoZica K ima volumen natanko tedaj, ko je Lebe-

squeova mera OK enaka 0.

PosLEDICA 3.15. Naj bo K omejena mnoZica z volumnom in f : K — R

omejena zvezna funkcija. Potem je f integrabilna na K.

Dokaz. Ce je f razSiritev funkcije f z 0 na kvader L, ki vsebuje K, je
mnozica tock nezveznosti f vsebovana v 0K. Ker ima 0K mero 0, je f

integrabilna po Lebesgueovem izreku. O

3.3. Lastnosti Riemannovega integrala

TRDITEV 3.16. Naj bosta omejeni funkciji f in g integrabilni na omejeni

mnozici K in A € R. Potem velja

(i) f+ g integrabilna na K in velja [ (f(x)+g(z)) dz = [ f(x)dz+
S 9(x) da.
(ii) Nf je integrabilna na K in velja [ \f(x)dx = X [} f(x) dx.
(iii) fg je integrabilna na K.
(iv) Ce velja f(x) < g(x) za vsak x € K, potem velja [ f(@)da <
S 9(x) dx.
(v) |f| je integrabilna in velja | [, f(z) dz| < [ |f(2)| dz.

DoxkAz. Za vse dokaze lahko predpostavimo, da je K zaprt kvader. (i) Naj
bo D = poljubna delitev intervala K. Potem za poljuben P € D velja
m(f +g,P) = m(f,P)+m(g, P) in zato

s(f,D) +s(9,D) < s(f +9,D)

Podobno velja
S(f.,D)+5(9.D) = 5(f +9,D)
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in skupaj

S(f,D)+8(9,D) > S(f +9,D) > s(f + g, D) > s(f, D) + s(g, D).
Naj bo D; taka delitev, da je [y f(x)dz — s(f,D1) < € in S(f,D1) —
Ji f(x)dx < € in Dy taka, da je [, g(x)dr — s(g,D2) < € in S(g,D2) —
ng )dxr < € in naj bo D dehtev ki je finejSa od obeh delitev D; in

Dy. Potem je [s(f +g,D) — [ f( ng ydz| < S(f,D)+ S(g9,D) —
s(f,D)—s(g D)<261npodobno \S f+g, — Ji f(x) dx — [ g(x) dx| <
S(f, D)+ S(g,D) —s(f,D) — s(g,D) < 2e. Ker je € poljuben, je f + g inte-
grabilna, in velja zgornja formula.

(ii) Predpostavimo najprej, da je A > 0. Naj bo D poljubna delitev K. Ker
jesup Af = Asup f in inf Af = Xinf f je

s\, D) =As(f, D), S(Af,D)=AS(f,D)

dobimo tocko (ii). Podobno dokazemo, ¢e je A < 0.

(iii) Po Lebesgueovem izreku imata mnozici nezveznosti funkcij f in g mero
0. Mnozica tock nezveznosti fg je vsebovana v uniji tock nezveznosti funkcij
f in g, in ima zato tudi mero 0. Zato je fg integrabilna.

(iv) Pri vsaki delitvi D intervala kvadra K velja s(f,D) < s(g,D). Zato
velja

/ f(x)dx = sups(f,D) <sups(g,D) = / g(z) dz.
K D D

K
(v) Da je |f] integrabilna sledi iz Lebesgueovega izreka. Predpostavimo

najprej, da je fK x)dx > 0. Naj bo D poljubna delitev K. Velja

D) = |3 m(f. PYo(P) < 3" M(Ifl. Pyo(P) = S(11.D).
P P
Zato je
/ f(x) dz = sup|s(f, D)| < inf S(|f], D) = / ()] d.

Ce je fK x)dx < 0, v zgornjem dokazu vzamemo — f namesto f. O

TRDITEV 3.17. Naj bo f integrabilna na omejeni mnozici K z volumnom

(OK ima mero 0) in naj bo m = inf f in M =sup f.

(i) Velja
K) < /K f(2) dx < Mo(F).

(ii) Ce je K kompaktna in povezana obstaja € € K, da velja

1
—U(K)/Kf(:c)dx
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Dokaz. (i) Ker je m < f(z) < M na K, velja

:Am@ﬁﬂ@@ﬁéM@:MWﬂ

(ii) Ker je K kompaktna je m minimum in M maksimum f. Iz (i) sledi

x)dr < M.

Ker zvezna funkcija na povezani mnozici zavzame vse vrednosti med mini-

mumom in maksimumom, obstaja tak £ € K, da velja

1
f(f):U(K)/Kf(ﬂU)dx-
O

TRDITEV 3.18. Ce je omejena funkcija f : E — R integrabilna na omejeni

mnozici B z Lebesgueovo mero 0, potem je fE f(z)dx = 0.

Dokaz. Naj bo L zaprt kvader, ki vsebuje F in naj bo f raz8iritev funkcije
f z0mna L. Ker je f omejena, obstaja M, da je f(z) < M za vsak x. Naj
bo D delitev L. Potem je
s(f,;D) =Y m(f, P)o(P) <M > m(xz, P)o(P).
PeD PeD
Ker ima E mero 0, noben kvader P € D ni ves vsebovan v F, zato je desna
stran enaka 0 in je s(f, D) < 0. Ce f zamenjamo z —f, dobimo enako
s(—f,D) <0. Ker je
S(f?D) = _S(_f7D)7
dobimo S(f, D) > 0 in skupaj
s(f.D) <0< S(f,D).
Torej je s(f, L) < 0in S(f,L) > 0. Ker je f integrabilna, je s(f,L) =
= [ f(z) dz, kar pomeni, da je [, f(z)dz = 0. O

TRDITEV 3.19. Naj bo f: K1 U Ko — R integrabilna funkcija, pri cemer je
f integrabilna na Ky, Ko in K1 N Ks. Ce ima K1 N Ky Lebesgueovo mero

0, potem velja

/ f(z)dx = f(z)dx + f(z) dx
Ki1UK> K K>

DokAz. Naj bo L zaprt kvader, ki vsebuje K7 U K3. Naj bo f raz§iritev
funkcije f na L, tako da je f]L\ (K,UK,) = 0. Definirajmo f1 = f- XKy
fo=Ff- XK, in f3 = f- XK, nK,- Funkcije f1, f2, f3 so definirane na L. Velja

f=h+f—f
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in zato

[fwas= [ p@ar+ [ pede- [ ) i

/’ fayde= [ fla)de+ ﬂMM—/ Fa) da
KiUK> K1 Ko KiNnK»>

Ker ima K N Ks mero 0, velja [; . f(z)dz =0 in zato

/ f@yde= [ f@de+ [ f(z)de
KiUK> Ky K>
0

PosLeDICA 3.20. Naj bo K C R™ omejena mnoZica z volumnom in f :
K — R integrabilna funkcija na K. Potem je zoZitev flmirx : It K — R

integrabilna na notranjosti [ K mnoZice K in velja

/Kf(x)dx:/ln”{f(x)dx.

Doxkaz. Lebesgueova mera 0K enaka 0, saj ima po predpostavki K volu-
men. Ker je 0K zaprta, je (K N0K) C 0K in ima zato prav tako mero
0. Torej je K\ Int K omejena mnozica z volumnom (in mero) 0. Mnozica
Int K je prav tako omejena mnozica z volumnom, ker je d(Int K) C K in
ima zato rob mnozice Int K mero 0. Naj bo L zaprt kvader, ki vsebuje K.
Naj bo f; funkcije f na L, da je f1|L\K = 0 in fo razsiritev flmt x na L,
da je fof I\t k = 0. Po predpostavki ima mozica tock nezveznosti funk-
cije fi, ozna¢imo jo z S, Lebesgueovo mero 0. Naj bo S; = SNInt K in
So = SNAIK Potem je S = 51U Sy in 51,52 imata obe mero 0. Mnozica
tock nezveznosti funkcije fa je vsebovana v S; U J(Int K). Ker imata tako
S1 kot A(Int K) mero 0, je fo integrabilna na L, zato je f|m; x integrabilna
na Int K. Naj bo f3 razsiritev flr\mt x na Lz 0 na L\(K\ Int K). Mnozica
tock nezveznosti f3 je vsebovana v 0K, zato ima mero 0. Funkcija f] K\ Int K

je torej integrabilna na K\ Int K. Zgornja trditev nam sedaj pove, da je

/Kf(x)dx:/Inth(az)dx—l—/K\Ime(x) dz.

Ker je zadnji integral po mnozici z mero 0, je enak 0. (]

3.4. Fubinijev izrek

Naj bo A zaprt kvader v R™ in B zaprt kvader v R™. Najbo f: Ax B — R
integrabilna funkcija, definirana na kvadru A x B C R”. Tocke iz A bomo
oznacevali s spremenljivko x; tocke iz B pa s spremenljivko y. Tako bomo
za funkcijo f pisali f(z,y). Za vsak x € A naj bo funkcija f, : B — R
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definirana kot f,(y) = f(z,y). Podobno za vsak y € B definiramo funkcijo
fy: A=>Rz f,(z) = f(z,y).

IZREK 3.21 (Fubinijev izrek). Naj bo f : A x B — R integrabilna funkcija,
kjer sta A C R™ in B C R™. Ce je za vsak v € A funkcija f, : B — R

integrabilna, velja

AXBf(xy dxdy_/ </ fz(y dy> dz.

Podobno, ce je f, : A — R integrabilna za vsak y € B, velja

/AXBf(:cydmdy—/</fy da:) dy.

DokAz. Naj bo D taka delitev kvadra A x B, da velja S(f,D)—s(f,D) < e
Naj bosta Dy in Dy delitvi kvadrov A in B, tako da je D = {P' x P"; P' €
D1, P" € Dy}. Izberimo si nek P’ € Dy in naj bo aps poljubna tocka iz P’.
Potem velja

m(f P % PYo(P') < [ fup,(9) dy < M(F. P x P"Yo(P"),
P//

saj je m(f, P’ x P") < f(apr,y) < M(f, P’ x P") za vsak y € P". Zato je

> m(f, P'xP")o(P'xP") < </ fap (Y dy) v(Py< Y M(f,P'xP")u(P'xP").

PeDy P"e€Dsy

Ce sestejemo Se po vseh kvadrih iz D; dobimo

MEEDS ( [ donts dy) o(P') < S(£.D).

P'eD,

o ([ fmanr) = it [ gy
M </fo(y) dy,P) :a:/UEI])DI/fo(?J) dy,

smo s tem pokazali

S(/,D) < s ( [ 5w dy,m) <5 ( [ 5w dy,m) < S(4,D).

Zato je z — [ f2(y) dy integrabilna na A in njen integral je enak

/ f(z,y) dx dy.
AxB

Povsem analogno pokazemo drugo enakost. U

Ker velja

in
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PoOSLEDICA 3.22. Naj bo f: A x B — R zvezna funkcija, kjer sta A C R",
B C R™ zaprta kvadra. Potem velja

AXBf(w=y)dmdy=A(/Bf(a:vy)dy> dm=/B</Af(a;,y)dx> dy.

PRIMER 3.23. Izracunajmo integral

/ x
K 2 +y?

kjer je K = [0,1] x [1,2]. Ker je funkcija zvezna na K, je integrabilna.

Fubinijev izrek nam rece, da je

xr Xz
T T e ay,
/}<$2+y2 /[1,2} (/[0,1] x? 4 y? ) Y

Ce desni integral lahko izra¢unamo.

x 2 Uoxde
st [([ 25
/[1,2] (/[0,1] z? + y? ) 1 0 T+ y?
2 1+y2 2 2
:1/ / du dy:1/1n1+y dy
2 2 u 2 /i y?

2

L 1+ y?
= —yln
2Y 2

2
d 5v/2
—|—/1 1+yy2 =In \!+arctan2—7r/4.

1

Poglejmo si sedaj e Fubinijev izrek za nekoliko bolj splosen primer obmocja.
Naj bo D C R"™ omejena odprta mnozica z volumnom in ¢,v : D — R

omejeni zvezni funkciji, pri ¢emer velja ¢(x) < ¥ (x) za vsak € D. Naj bo

K ={(z,y) € D xR; ¢(z) <y < ().}

Naj bo m = infp ¢ in M = supp 1. Potem je rob mnozice K vsebovan v
uniji
0D x [m, MU {(z,¢(x)); x € D} U{(z,¢(x)); z € D}.

Prva mnozica ima mero 0, saj ima 0D C R™ mero 0, da imata drugi dve
mnozici mero 0 pa sledi iz trditve 3.10. Torej ima JK mero 0 in zato je
vsaka omejena zvezna funkcija na K integrabilna. Ce je L zaprt kvader,
ki vsebuje D, kvader L x [m, M| vsebuje K. Naj bo f : K — R omejena
zvezna funkcija in f njena razsiritev na L x [m, M]. Ce je z € D je

N ()
/ [z, y)dy = / f(z,y) dy,
[m, M]

(z)
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¢e pajex € L\D, pa je

/ flz,y) dy = 0.
[m,M]

Fubinijev izrek nam tako da

Aﬂawmwzéwijwmwzé(Amjww@>m
:/D (/[WM] f(axy)dy) dw:/D </::) f(m’,y)dy> da.

1zZrREK 3.24. Naj bo D C R™ omejena mnoZica z volumnom, ¢, : D — R

omejeni zvezni funkciji, za kateri velja ¢(x) < (x) za vsak x € D. Naj bo

K ={(z,y) € D xR; ¢(z) <y < 9(z)}

in f: K — R omejena zvezna funkcija. Potem velja

flz,y)drdy = flz,y)dy | da.
: (L

PRIMER 3.25. Izrac¢unajmo integral

/ rdrdydz,
K
kjer je
K={(z,y,2) R} 2>0,y>0,2>0,z+y+2 <1}
Naj bo A = {(z,y) €R%, 2 >0,y > 0,7 +y < 1.} Potem je
K={(z,y,2) e AxR;0<2<1—z—y.}

Zato je

l——y
/xd:cdydz:/ (/ :cdz> d:cdy:/ a:z|§i(1)7$7y dz dy
K A 0 A

= / (z — 2% — zy) dz dy.
A
Mnozico A lahko zapiSsemo kot

A={(z,y) €[0,]] xR;0<y<1—2x.}



3.5. ZAMENJAVA SPREMENLJIVK 41

Zato je zopet

l—=
/(:U—xQ—xy)d:rdy—/ (/ (:):—x2—:cy)dy> dx
A [0,1] \Jo
_ / ( 2 y2> y=e
= Ty — 7Y — T—
[071} 2 y:O
/1 x 2, 3 1
= — —Zx - - —
0o \2 2 24
Seveda bi lahko zgornji integral ze takoj zapisali kot trikratno zaporedno
1 1 l—x—y
/:cd:cdydz:/ </ </ xdz) dy> dx
K 0 0 0
1 l— l—z—y
= / / / xdzdydz.
o Jo 0

integracijo

3.5. Zamenjava spremenljivk

Preden zapiSemo izrek v ve¢ spremenljivkah, se spomnimo na zamenjavo
spremenljivk v Riemannovem integralu v eni spremenljivki. Naj bo f :
[a,b] — R integrabilna in ¢ : [o, 3] — [a,b] bijektivna C! preslikava. Ce
velja ¢(a) = a in ¢(B) = b je funkcija ¢ narascajoca, zato ¢’ > 0, in velja

/f dw—/f

Ce velja (o) = b in ¢(B) = a je funkcija ¢ padajoca, zato ¢ <0, in velja

/ f () do = / F(60)6 (1) di = / F(6(0) (—6/(1)) dt.

Ce obe izjavi pogledamo skupaj, dobimo naslednjo izjavo. Ce je ¢ : [, 3] —
[a, b] bijektivna C! preslikava, velja

d— d
e w/f /(1)) dt.

IZREK 3.26. Naj bo A C R™ omejena odprta mnoZica z volumnom ing: A —
R™ injektivna preslikava razreda Ct. Naj bo |(Dg)(x)| # 0 za vsak x € A in
x — |(Dg)(z)| omejena funkcija na A. Naj bo B = g(A) omejena mnoZica
z volumnom. Potem je za vsako integrabilno funkcijo f : B — R funkcija
x> f(g(z)|det(Dg)(x)| integrabilna na A in velja

/f dy—/f ))| det(Dg)(x)| da.



3.5. ZAMENJAVA SPREMENLJIVK 42

PRIMER 3.27. Naj bo

B={(z,y) eR% |z|+|y| < 1.}

SLiKA 3.1. |z + |y <1

S pomocjo zamenjave spremenljivk

U+ v u—"v

Ty YT

2
x—y
PV ) drdy.
/B(a;+y+2> Ty

A={(u,v) €ER} —1<u<1,-1<v<1},

izracunajmo integral

Ce je

je preslikava

u+v u—v
g(u,v) = 53

bijekcija, ki preslika A v B. Zato za vsako integrabilno funkcijo f : B — R

velja
| fa)dady = [ flou.0)lder(Dg)w,v)] dud.
Odvod preslikave ¢ je enaka
9z Oz /2 1/2
(Dg)(uv) = [g %] - L% Y /2] ,
zato je
[det(Dg)(u, )] = 3.
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Dobimo torej

2 2
T—y 1 v
——— | drdy=- | ——5dud
/B<x+y+2) e 2/A(u+2)2uv
1 1 12
— - Y qu)d
2/_1 (/—1 (u+2)? u) °
1

dv

u=-—1

1 1 u=1
= / U2 —
2/ < u 2>

_|_
1 1
:/ 1}2dv:g
3./ 9

Polarne koordinate v R2. Polarne koordinate na R? so podane s pre-
slikavo
g:[0,00) x [0,27) = R?,  g(r,¢) = (rcos p, rsin ).

OpoMBA 3.28. Preslikava g zadoS¢a pogojem izreka o zamenjavi spremen-
ljivk, ¢e jo omejimo na poljubno omejeno odprto mnozico v (0, 00) x (0, 27).
Ker pa ima komplement ([0,00) x [0,27))\((0,00) x (0,27)) mero 0, nam
to ne povzroca tezav in lahko polarne koordinate uvedemo na kateri koli

omejeni mnozici z volumnom.

Determinanta odvoda preslikave g je enaka

dr Oz .
| 84| __|cosg —rsing|
det(Dg)(Ta ¢) - {i; i(g singi) TCOS¢ ‘ =T,
or ¢

zato dobimo

/f(:c,y)dxdy:/f(rcos¢,rsin¢)7"drdq§.
B A

PRIMER 3.29. Izra¢unajmo integral

/ ey’ dxdy
B

B={(z,y) e R* 2* +y* <4,y >0}

po obmocju

S preslikavo, ki nam podaja polarne koordinate v ravnini, se na obmocje B
preslika obmocje
A=10,2] x [0,7].
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y

SLIKA 3.2. 22 +32<4iny >0

Zato imamo

/Ax+y dmdy—/Be rdrd¢ = / ( e’ rdr) do
([

Cilindri¢éne koordinate v R3. Cilindri¢ne koordinate na R? so podane

O

s preslikavo

g:[0,00) x [0,27) x R = R3,  g(r,¢,2) = (rcos¢,rsing, z).
Determinanta odvoda preslikave g je enaka

xr .
or 96 02 cos¢p —rsing 0
det(Dg)(r, ¢,2) = % % % = |sin¢p rcos¢ Of=r,
9z g2 &= 0 0 1

zato dobimo
/f(x,y,z)d:vdy:/f(rcos¢,rsin¢,z)rdrd¢dz.
B A

PRIMER 3.30. Izra¢unajmo integral

/ dxdydz
B

po obmocdju

B={(z,y,2) eR* 2 +y* <1,2° + 2> <1}
Vpeljali bomo cilindri¢ne koordinate

r=rcos¢, y=rsing, z = z.

Pogoj 22 + 3% < 1 je preprosto r < 1. Pogoj x? + 22 < 1 postane

r2cos? ¢+ 22 < 1,
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SLIKA 3.3. 22 +¢y? <1linz?+22<1

oziroma
—v/1—=12c0s2¢ < z<+/1—1r2cos?¢.

S preslikavo, ki nam podaja cilindri¢ne koordinate v R?, se na obmocje B
torej preslika obmocje

A={(r,¢,2) eR:0<r<1,0< ¢ < 2m, —/1—r2cos2¢ < z < /1 —r2cos? ¢}.
Zato imamo

2r 1 \/1-r2cos2¢

/ dxdydz = / rdrdedz = / / / rdzdrdeo
A B
0

0 —\/1—-72cos? ¢
2 1

//2 1— r2cos? prdrde = // \/_dud¢>

0 sinZ¢
w/2
8 / 1 sing — 1 ™2 16
=_ | ——(1—sin¢)dp = (— — cos ¢> =—.
3 / cos? ¢ cos ¢ 0 3
Za izracun izraza v ¢ = w/2 smo uporabili L’Hospitalovo pravilo. O

Sferiéne koordinate v R3. Sferi¢ne koordinate na R3 so podane s
preslikavo

g:[0,00) x [-7/2,7/2] x [0,27) — R3
g(r,0,¢,2) = (rcosfcos ¢, cos O sin ¢, rsin 0).
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Determinanta odvoda preslikave g je enaka

or Odxz Oz

or o0 96 cosfcos¢p —rsinfcos¢ —rcosfsing
det(Dg)(r,0,¢) = % % % = [cosfsing —rsinfsing rcosfcosd | = —r’cosb,
% % (% sin 6 r cos 6 0

zato dobimo

/ f(z,y,2) dedy = / f(r cos B cos ¢, r cos 0 sin ¢, r sin ) 72 cos Odrdepdz.
B A

PRIMER 3.31. Izrac¢unajmo

1
z dxdydz
vaé Y

po obmocdju

B={(a.,2) €R% o+’ + 22 < 12 > /a2 142}

SLIKA 3.4. 224+ y?+22<1in 2z > /22 + y2

Vpeljali bomo sferi¢ne koordinate
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x=rcosfcos¢, y=rcosfsing, z=rsinb.
Pogoj z? + y? + 22 < 1 je preprosto r < 1. Pogoj z > /2 + 32 postane
rsinf > rcosf,

oziroma

0> m/4.

S preslikavo, ki nam podaja sferi¢ne koordinate v R?, se na obmo¢je B torej

preslika obmocje
A={(r0,0) cR%:0<r<1,7/4<6<7/2,0<¢<2r}.

Zato imamo

/221 1
v(B) = / dxdydz = / r2 cos O drdfdg = / //7“2 cos 0 drdpdf
A B w/4 0 0
/2
_2m / cosfdh — M
3 6
/4
Izra¢unajmo Se integral
/221 1
/ zdxdydz = / 73 cos O sin 0 drdfdd = / //r3 cos 0 sin 0 drd¢do
A B m/4 0 0
/2 1
=z / cosfsinfdf = ~ / wdu = .
2 2 8
w/4 V2/2
Torej je
1 / 3
zdrdydz = ———,
v(B) Jp 8(2 —V2)
kar predstavlja z koordinato tezis¢a obmocja B. O

3.6. Izlimitirani integral

V tem razdelku bomo pogledali, kako lahko razsirimo definicijo Riemanno-
vega integrala na funkcije, ki so lahko neomejene, ali pa morda definirane

na neomejenih mnozicah.

Naj bo f: D — R funkcija (ki ni nujno omejena), definirana na (ne nujno
omejenem) obmoc¢ju D C R™. Predpostavimo, da ima rob obmocja D Le-

besgueovo mero 0 in da je funkcija f zvezna povsod, razen na mnozici z
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Lebesgueovo mero 0. Razsirimo najprej funkcijo f na celoten R™ kot

= . ) fle) ,xeD
f(x)_{ 0 ,zeR™ND

Funkcije f je zvezna povsod na R", razen na mnozici z mero 0.

Poglejmo si najprej definicijo integrala v primeru, ko je f > 0 povsod na D.

Torej je tudi f > 0 povsod R”. Naj bo mnozica E definirana kot
E = {z € R"; funkcija f je neomejena v vsaki okolici tocke x}.

Mnozica R™\ E je odprta, saj ima po definiciji vsaka tocka iz R™\ E' odprto
okolico, da je funkcija v tej okolici omejena. Torej je ta celotna odprta oko-
lica vsebovana v R™\ E. Ker je mnozica E vsebovana v mnozici nezveznosti

funkcije f, ima E mero 0.

Naj bo K druzina vseh kompaktnih mnozic z Volumnom vsebovanih v R™\ E.
Poglejmo, da za vsak K € K obstaja integral fK x) dx. Poglejmo najprej,
da je funkcija f je na K omejena. Ce je f neomejena na K, obstaja zaporedje
{z;} € K, da velja f(z;) > i. Ker je K kompaktna, obstaja podzaporedje
{4}, ki konvergira proti neki tocki z € K. Ker je potem funkcija f neome-
jena v vsaki okolici tocke x, smo dobili protislovje, saj je x € R™\E. Torej
je f omejena na K. Ker je f zvezna povsod na K, razen morda na mnozici

z mero 0, integral obstaja po Lebesgueovem izreku. Zato lahko definiramo

/ f(z)dx = f )dx = sup / f
R™ KeKk
ki pa je lahko tudi oco.

OprOMBA 3.32. Naj bo Ki, K, ... poljubno zaporedje kompaktnih mnozic
v R™"\ E, za katere velja

(1) K, C Int Ki+1 za vsak i =1,2,3.. .
(11) KiUKyU...= Rn\E

Takemu zaporedju recemo kompaktno izérpanje mnozice R™\ E. Ce je inte-

gral
1= f Ydx = sup/ f

KeK
koncen, potem za vsak € > 0 obstaja K € K, da je

/ f(x)dz > T —e.
K
Ker je {K;} izérpanje, obstaja tak K,,, da velja K C K,,, in zato je

f(x)de > T —e.
Km
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Zato velja

/ f(z)dx = f(2z)dx = lim f(2)da.
D R® .

1—00 Kz
Zelo podobno bi to pokazali v primeru, ko je I = oo. Pri ra¢unanju izli-
mitiranega integrala pozitivne funkcije torej lahko zgolj izberemo primerno

izérpanje mnozice R™\ K s kompaktnimi mnozicami.

Poglejmo sedaj Se sploSen primer, ko f ni nujno pozitivna. V tem primeru

najprej zapiSemo f kot razliko dveh pozitivnih funkcij

f=1TFs =1 [frle) =max{f(z),0}, f-(x) = max{—f(z),0}.

DEeFINIC1IA 3.33. Naj bo f : D — R zvezna povsod, razen morda na mnozici
z mero 0 in naj ima rob mnozice D mero 0. Ce sta oba integrala Ip f+(x) dx

in [ p f-(x) dx konéna, recemo, da je integrabilna na D, in definiramo

/Df(:”)d“’“:/pf“””)dx‘/])f(@dw-

OprOMBA 3.34. Funkcija f, zvezna skoraj povsod, je integrabilna na D na-
tanko tedaj, ko je na D integrabilna funkcija |f|, saj je |f| = f+ + f—.
PRIMER 3.35. Izrac¢unajmo

/ e~ et dxdy.

R2
Za izérpanje R? bomo najprej vzeli kar zaprte krogle K; = K(0,i). V

polarnih koordinatah imamo

2m i i?
/e_xQ_dexdy = //e_TQTdrdqb = —w/e_“du =7(l-— e_iZ).
K; 0 0 0
Torej je
222 . - T
e Ydrdy = lim [ e Vdedy = .
1—00
R2 K;
Vzemimo sedaj za izérpanje R? kvadrate L; = [—i,4] x [—i,i]. Velja
i
/ex2y2da:dy = //eIQedeydx
L; i —i

i i i 2

= /erdx /ey2dy = /erdx

—1 —1 —1



Zato dobimo

e[

RZ

oziroma
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1— 00

o 2
7227y2d1‘dy = lim efodexdy = (/ e dy ,
Li o0

o)

/ e dy = /7.

—0o0

50



POGLAVJE 4

Vektorska analiza

4.1. Skalarno in vektorsko polje

DEFINICIJA 4.1. Naj bo U C R™. Zvezno funkcijo f : U — R imenujemo
skalarno polje na U, zvezni preslikavi F:U—>R" pa vektorsko polje na U.

Izraza skalarno in vektorsko polje prideta iz fizike. Primeri skalarnega polja
so na primer gravitacijski potencial, temperatura, pritisk. Primeri vektor-
skega polja pa so na primer sile, hitrost. V primeru, ko je n = 2 bomo v

koordinatah vektorsko polje obicajno pisali kot

—

F(.%',y) = (P(:L',y),Q(x,y)),

v primeru n = 3 pa

—

F(‘/B’ y7 Z) = (P(:I:7 y7 Z)7 Q(x7 y7 Z)’ R(:U? y7 Z))'

Od sedaj naprej se bomo omejili na prostor R3. Ce je f(x,y,2) skalarno
polje razreda C' na odprti mnozici U C R3, potem je gradient f v tocki
To = (20, Y0, 20) €U
(grad f)(zo,Y0,20) = (V)(To)
of of of
= (ax<$07y0720>7 ay(x()ay07zo)7az(x07y0720)) -

Tako je Vf : U — R? vektorsko polje na U.

o 0 0
Vf—(ax’ay’az)

formalni vektor odvodov po vseh treh spremenljivkah.

Oznac¢imo z

DEFINICIIA 4.2. Naj bo F : U — R3 vektorsko polje razreda C' na odprti
mnozici U. Divergenca vektorskega polja F v tocki Ty = (20, Y0, 20) € U je

(div F) (20, y0, 20) = (V - F)(Tp) = (aax’ gy, i) (P, Q, R)(To)
= 2+ G + S,

51
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DEFINICIIA 4.3. Naj bo F : U — R3 vektorsko polje razreda C! na odprti
mnozici U. Rotor vektorskega polja F v tocki Ty = (o, yo, 20) €U je

(0t v, 20) = (7 F)T0) = (5150 5 ) % (P.Q BT
— (G - G, G ) - G, G - Gl )

Ceje F vektorsko polje razreda C! na U je divergenca V-F : U — R skalarno
polje na U, rotor V x F:U—>R3 pa vektorsko polje na U.

TRDITEV 4.4. Naj bo f : U — R skalarno polje razreda C2. Potem je rotor
od gradienta f enak 0 na U, torej

V x (Vf) = (0,0,0)

Dokaz.
_ of of of
Vx (V) =V x (83}’81;’37:)
(O BF o F 8
 \0ydz 020y’ 0z0x  Ox0z’ dxdy  Oydx
= (0,0,0)

O

TRDITEV 4.5. Naj bo F = (P,Q,R) : U — R wvektorsko polje razreda C?.

Potem je divergenca od rotorja F enaka 0 na U, torej

V- (VxF)=0

Dokaz.
7 oy, (O _0Q 0P OR 0Q 0P
VA (VxF)=V <8y 0z’ 0z Oz’ Ox 8y>
B 32R_ 82Q+82P_ 82R+82Q _82P
© 0x0y  0xdz  Oydz OyOxr  020x  0z0y
=0

DEFINICIJA 4.6. Naj bo F : U — R3 vektorsko polje.

e Ce obstaja C' skalarno polje f : U — R, da je F = grad f recemo, da je
F potencialno oziroma konzervativno vektorsko polje, skalarnemu polju f
pa rec¢emo potencial polja F.

e Ce je F razreda C! in je rot F = (0,0,0) recemo, da je F irotacijsko ali

nevrtinéno polje.
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e Ce je F razreda C! in je div F' = 0 recemo, da je F solenoidalno ali

nestisljivo vektorsko polje.

Pokazali smo zZe, da je vsako potencialno vektorsko polje tudi nevrtinéno.

Kasneje bomo videli, da na dovolj lepih obmocjih velja tudi obrat.

IZREK 4.7. Ce je U odprta in enostavno povezana mnoZica, potem je vsako

nevrtinéno vektorsko polje na U potencialno.
PRIMER 4.8. Preverimo, da je polje
F= (2z cosy — 22°,3 + 2ye* — x?siny, y?e® — 6x2°)

potencialno na R? in poiséimo njegov potencial. Najprej preverimo, ¢e je
rot £ = (0,0, 0)

(‘9 9 9

ox’ Oy’ Oz

= (2ye” — 2ye®, —62% + 62%, —2xsiny + 2z siny) = (0,0,0).

) x (2 cosy — 223,34 2ye” — x?siny, y?e® — 6222)

Potencial f : R? — R je taka funkcija, da velja

g =2z cosy — 22°

ox

or =3+ 2ye* — 2%siny
Jy

0

a—]; = y?e® — 622>

Ce prvo enacbo integriramo po 2 dobimo
f(xa Y, Z) = 1’2 Cosy — 21:23 + C(y’ Z)’

kjer je C(y, z) poljubna funkcija, ki je odvisna le od spremenljivk 4 in z. Ce

to vstavimo v drugo enacbo, dobimo

0
—z?sinz + — = 3 + 2ye® — x?siny,
Ay

oziroma
({;j = 3+ 2ye”.
Integracija po y nam da
O(x,y) = 3y +y°¢* + D(2),
kjer je D poljubna funkcija, odvisna le Se od spremenljivke z. Ce sedaj
f(z,y,2) = 22 cosy — 222> + C(y, 2) = 2° cosy — 2z2° + 3y + y?e* + D(2),

vstavimo Se v tretjo enacbo, dobimo

—6x22 + 9% + D'(2) = yPe® — 6x2?,
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oziroma D'(z) = 0. Zato je D konstanta. Potencial je tako
f(z,y,2) = 2° cosy — 222" + C(y, z) = 2* cosy — 222° + 3y + y*e* + D.
U

4.2. Poti v R"

DEFINICIJA 4.9. Gladka pot v R™ je C! preslikava v : [a,b] — R™. Tir
gladke poti v je slika v([a,b)] C R™. Pot ~ je reqularna, ¢e je v' # 0 za vsak
t € (a,b).

DEFINICIJA 4.10. Naj bo ¢ : [a, 8] — [a, b] bijektivna preslikava razreda C!,
in je ¢’ > 0 na («,3). Potem je ¥ = yo0 ¢ : [, 8] = R" reparametrizacija
poti 7.

Veéasih bomo obravnavali bolj splosne, kosoma gladke poti. To pomeni, da
je v zvezna na [a,b] in obstaja particija a = tg < t; < tg < -+- < t, = b
intervala I, da je vy razreda C! na vsakem podintervalu [t;_1,%;].

PRIMER 4.11. Pot 7(t) = (4cost,4sint,t), v : [—2m, 27| je regularna, ker je
v'(t) = (—4sint,4cost,1) # (0,0,0) v vsaki tocki. Tir te poti je vijacnica v
R3.

2

SLIKA 4.1. Vijagnica
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PRIMER 4.12. Regularna pot v(t) = (cost,sin2t), v : [0,27] — R2, je skle-
njena pot v R?, saj je v(0) = v(27), katere tir je “osmica”. Tir poti ima v

tocki (0,0) samopresecno tocko.

05

-1.0 -0.5 0.5 110

SLIKA 4.2. Osmica s samoprese¢no tocko

PRIMER 4.13. Regularna pot y(t) = (cost,sint), v : [0,27] — R? ima za
tir obi¢ajno kroznico z radijem 1 v R%. Poleg tega, da je sklenjena, je tudi

injektivna na [0, 27), zato re¢emo, da je enostavno sklenjena.

Ce vzamemo namesto definicijskega obmoéja [0,27] definicijsko obmocje
[0,47] in isti predpis v(t) = (cost,sint), je tir ista kroznica z radijem 1,
ki pa jo pot sedaj dvakrat obhodi. Pot je Se vedno regularna, sklenjena, ni

pa enostavno sklenjena.

PRIMER 4.14. Pot v(t) = (t2,t3/3), v : [-1,1] — R2?, ni regularna, saj je
7'(0) = (0,0). V tocki v(0) krivulja nima dobro definirane tangentne smeri
(tam ima ost). Ni mozno najti regularne poti, ki bi imela isti tir kot ~.

SLikA 4.3. Krivulja z ostjo
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Pot ~(t) = (£3,¢3), v : [-1,1] — R2, prav tako ni regularna, saj je zopet
v/(0,0) = (0,0). Ima pa regularna pot §(t) = (t,t) isti tir kot ~.

DEFINICIJA 4.15. Dolzina gladke poti 7 : [a,b] — R™ je enaka

b
- / /(1) dt.

Veéasih je dolzina poti enaka dolzini tira te poti (¢e je na primer gladka
pot 7 injektivna, ali enostavno sklenjena). Ni pa vedno tako. Pri poti
v(t) = (cost,sint), v : [0,47] — R?, je dolzina poti enaka 47, Geprav je tir
poti kroznica, katere dolzina je 2.

4.3. Krivuljni integral skalarnega polja

Naj bo 7 : [a,b] — R"™ gladka pot in f : U — R skalarno polje, kjer U C R™

vsebuje tir poti v. Krivuljni integral po - skalarnega polja f je definiran kot

/fds—/f (t)| dt.

OpPOMBA 4.16. Izraz ds = |7/(t)| dt predstavlja infinitezimalno dolzino poti
~. Integral torej smiselno “sesteje” vrednosti polja f vzdolz poti . Ce je v
injektivna in si na primer f(v(t)) predstavljamo kot linearno gostoto v tocki

~(t), potem integral poda ravno maso tira poti.
TRDITEV 4.17. Krivuljni integral f7 fds je neodvisen od reparametrizacije

poti 7.

Dokaz. Naj bo ¢ : [«, 8] = [a, b] bijekcija in ¢/ > 0 na (a,b). Potem je

/fds—/f (b)) dt

- / F () (6())| 6 (u) du

B8
- / £ 0 W)y 0 ¢ ()] du = / fds.
a Yoo
J

OpPOMBA 4.18. Krivuljni integral skalarnega polja je neodvisen tudi od take
reparametrizacije, ki obrne orientacijo poti vy, torej, ¢e je ¢ : [a, 8] — [a, b]
taka bijekcija, da je ¢ < 0.

Ce je v injektivna (ali enostavno sklenjena), potem iz zgornje trditve sledi,
da je krivuljni integral po 7 odvisen le od tira poti C' = 7([a,b]), in ne od
same injektivne (ali enostavno sklenjene) poti, ki ta tir parametrizira. V
takem primeru namesto fv [ ds pisemo kar [, f ds.
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PRIMER 4.19. Izra¢unajmo integral skalarnega polja

/ 2y ds,
C

kjer je C daljica, ki povezuje tocki (1,2,3) in (3,3,5).
Daljico C' parametriziramo z v : [0, 1] — R3,
~y(t)=(1,2,3)+t((3,3,5) — (1,2,3)) = (1 + 2,2 + ¢,3 + 2t).

Torej je v'(t) = (2,1,2) in |/(¢)| = 3. Integral je enak

1
/x2yds:/x2yds:/ (1+2t)%(2 + t)3dt
C ¥ 0

1
-—/(mﬁ+3m?+wr+®ﬁ—6wz
0

PRIMER 4.20. Izra¢unajmo integral skalarnega polja

/ 22y ds,
C

kjer je C kroznica v R? s sredigéem v (1,1) in radijem 2.
Kroznico C parametriziramo z « : [0, 27] — R?,
v(t) = (1 + 2cost, 1 + 2sint).

Torej je v'(t) = (—2sint,2cost) in |7/(t)] = 2. Integral je enak
2
/ 22y ds = /x2y ds = / (14 2cost)?(1 + 2sint)2dt
C ¥ 0

2T
= 2/ (8cos®tsint + 8costsint + 4cos®t 4 2sint + 4cost + 1)dt = 127,
0

O

4.4. Krivuljni integral vektorskega polja

Naj bo v : [a,b] — R" gladka pot in F : U — R vektorsko polje, kjer
U C R™ wvsebuje tir poti v. Krivuljni integral po v vektorskega polja F je
definiran kot

lﬁﬁ:é%ﬁ@ﬁ@w

OprOMBA 4.21. Naj bo « regularna pot in f(t) enotski tangentni vektor na
tir poti v v tocki y(t). Potem je
/
o V() 7
ds=~'(t)dt = |y ()| dt = T(t) ds.
17/ (t)]
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/ﬁd§:/<ﬁ.f>ds.
Y Y

Integral vektorskega polja torej “sesteje” dolzino projekcije vektorskega polja

Zato je

Fv tangentni smeri poti. Ce je na primer vektorsko polje v vsaki tocki

pravokotno na tir poti, je integral enak 0.

TRDITEV 4.22. Krivuljni integral fﬂ{ﬁdé’ je neodvisen od parametrizacije
poti 7.

Dokaz. Naj bo ¢ : [«, 8] — [a,b] bijekcija in ¢/ > 0 na (a,b). Potem je

I
&
gt
—~~
6

(@]

=

I

=
SN—
5
(@]
&
=
=
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Ce je ~ injektivna (ali enostavno sklenjena), potem iz zgornje trditve sledi,
da je krivuljni integral po v odvisen le od tira poti v in od orientacije poti ~.
Za razliko od krivuljnega integrala skalarnega polja, se vrednosti integrala

spremeni predznak, Ze po tiru potujemo v nasprotni smeri.

Ce je n = 2, potem je vektorsko polje oblike F= (P, Q), kjer sta P, Q funkciji
na U C R2. Ker je y(t) = (x(t),y(t)), je d5 = (2/(t),y'(t))dt, kar lahko
pisemo kot (dx,dy). Zato integral vektorskega polja v dveh spremenljivkah

/ﬁﬁ:/Pm+Q@
vy Y

Podobno v treh spremenljivkah piSemo

/FM—/PM+Q@+RM
v vy

pogosto pisemo kot

kjer je F = (P,Q,R).

PRIMER 4.23. Izra¢unajmo integral fcﬁdi kjer je F' = (2y,3z) in je C
pozitivno orientiran zgornji del elipse 22/4 4+ y2?/9 = 1 med toc¢kama (2,0)
in (—2,0)
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C parametriziramo z v : [0, 7] — R?,
v(t) = (2cost,3sint) (v'(t) = (—2sint,3cost)).
Torej je
/C(2y,3ac)d§— (2y,3z)ds = /OW(G sint,6cost) - (—2sint, 3 cost)dt

s

(—12sin®*t 4 18 cos® t)dt = 3w

S— S

PRIMER 4.24. Izracunajmo integral

/ yder —xdy + zdz,
C
kjer je C del vijatnice
x=2cost (dr = —2sintdt)
y =2sint (dy = 2costdt)
1
z=t/m (dz= —dt)
T

med tockama (2,0,0) (¢t =0) in (2,0,4) (t = 4m).

59
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Torej je
47 t 1
/ ydr —xdy+ zdz = / (2sint)(—2sint)dt — (2cost)(2cost)dt + ——dt
C 0 ™7

4
t
:/ <—4sin2t—4cos2t+ 2) dt =8 — 167
0 ™

4.5. Greenova formula v R?2

Naj bo D C R? omejeno obmocje. D ima kosoma gladek rob 0D, ¢e ga
lahko napisemo kot unijo tirov gladkih injektivnih regularnih poti v R2.
(ekvivalentno, kot tir enostavno sklenjene kosoma gladke regularne poti v
R?). Integral vektorskega polja po robu takega obmocja je odvisen le od
orientacije roba (poti). Orientacijo izberemo tako, da je obmoc¢je vedno na

levi strani, ko potujemo po robu.

SLIKA 4.4. Orientacija roba
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IZREK 4.25. Naj bo D omejeno obmocje v R? s kosoma gladkim robom in
F= (P,Q) : U — R? vektorsko polje razreda C*, definirano v okolici zaprtja

P
/ Pdx 4+ Qdy = / <6Q — 8) dxdy
aD p\O0z Jy

DoKkAz. Pokazali bomo, da za vsako C! funkcijo P(z,y), definirano v okolici

D. Potem velja

D velja
P
(1) / Pdx = —/ a—dmdy,
8D p 9y
in da za vsako C! funkcijo Q(x,%), definirano v okolici D velja
oQ
2 / Qdzx = / —dzdy.
® oD p Oz

Ce obe enakosti sestejemo, dobimo

/ Pdx + Qdy = / <8Q — 8P> dxdy.
oD p\dz 0Oy

Poglejmo najprej (1). Predpostavimo najprej, da je obmocje D oblike
3) D ={(z,y) €R* a < <box) <y <)}

kjer sta ¢, : [a,b] — R razreda C' in ¢ < 1.

Potem je

oP b @ op k
/Daydxdy:/a </¢(x) 8ydy) d:c=/a (P(z, ()= P(z, ¢(x))) dz.

Izracunajmo Se faD Pdz. Po obeh navpi¢nih segmentih roba je integral 0,
ker je tam parametrizacija oblike z = konst., y = ¢, zato je dr = 0dt.
Spodnji del roba parametriziramo kot

r=x, y=o(x) (dr=da),

kjer je a < z < b, zato je ta del integrala po robu enak

/ab P(z,¢(x))dz.
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Parametrizacija
=z, y=1v(zx) (dr=dx),

kjer je a < x < b, nam da ravno integral po zgornjem delu roba obmocja, po-
mnozen z —1, saj ima parametrizacija napacno orientacijo. Zato je integral

po zgornjem delu roba enak
b
- [ P v@)d.
Skupaj dobimo
b b
| par= [ P@o@)ds - [ Pl ds,
oD a a

kar je ravno — f D %—gd:ﬁdy. Poglejmo si sedaj splosno obmocje D. 7 verti-
kalnimi daljicami lahko D razrezimo na dele D1, Ds, ..., D, tako da je vsak
del oblike (3).

Dz\"
S

D3

\

D4 D;

0

Potem je

oP / oP / /
— —dxdy = — —dxdy = Pdzx = Pdzx.
/D dy Y zk: Dy, dy Y zk: dDy, D

Formulo (2) dokazemo povsem analogno, le da v tem primeru obmocje raz-
delimo s horizontalnimi daljicami na primerna obmocja. O

PRIMER 4.26. Naj bo D C R? obmocje s kosoma gladkim robom. Greenova
formula nam da

1
= / xdy — ydx = / dxdy = pl(D).
2 Jap D

Naj bo na primer D poligon z oglis¢i (xo,yo),(z1,%1),- - -(Tn—1,Yn—1). Da-
ljico med (wg,yx) in (Try1,Yp41) parametriziramo z y(t) = ((1 — )z +
trps1, (1 —t)yr + tyry1). Zato je

/fﬂdy—ydx:/[((1—t)ka+t$k+1)(yk+1—yk)—((1—t)yk+tyk+1)($k+1—xk)]dt
Y Y

= (yk+133k - yk96k+1)-
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Potem je ploséina poligona D enaka

1
9 Z (Y1 — YrTat1) |-
kEZn

4.6. Ploskve v R?

DEFINICIJA 4.27. Naj bo U C R? odprta mnozica. Regularno parametrizi-
rana ploskev v R? je injektivna preslikava r : U — R3,

r(u,v) = (z(u, v),y(u,v), 2(u,v)),
kjer je dodatno
_ (0z Oy Oz Or Oy 0z
Ty X Ty = <8’LL78U’8U> X <8U78U78U> 75 (0,0,0)
v vsaki tocki (u,v) C U. Sliki regularno parametrizirane ploskve bomo rekli

ploskev v R3.

Naj bo P = r(U) ploskev v R3, kjer je r(u, v) regularna parametrizacija.Naj
bo (ug,v0) € U in v : (—€,€) — P, definirana z

v(t) = r(uo + t, vo).

Vektor odvoda
0 0 0
7' (0) = <£(U0>U0)a %(UOaUO)v &i(uo,vo)) = 1u (U0, vo)
lezi v tangentnem prostoru 7. (y,,4,)F- Podobno vektor r, (up, vp) lezi v tan-

gentnem prostoru 7, P. Pogoj, da je vektorski produkt r,(ug,vo) X

(u0,v0)
ry(up,v9) # 0 pove, da sta ta dva tangentna vektorja linearno neodvisna
in tako razpenjata celoten tangentni prostor T, (y, ,) P, vektorski produkt
7y (w0, v0) X 1y (up,v9) pa predstavlja (ne nujno normiran) normalni vektor

na ploskev P v tocki r(ug, vo).

V vsaki tocki regularno parametrizirane ploskve imamo dve mozni normalni
smeri. Orientacija ploskve je zvezna izbira smeri normalne v vsaki tocki plo-
skve (izbira zgornje in spodnje strani ploskve). Regularna parametrizacija

r(u,v) ploskve orientira ploskev s smerjo vektorjev 7, X 7.

PRIMER 4.28. Preslikava
r(u,v) = (acosvcosu,bcosvsinu, csinv),

kjer je (u,v) € [0,27) x [-7/2,7/2] nam parametrizira elipsoid z glavnimi
osmi a, b, c. Ce a =b = ¢ dobimo sfero. (Da dobimo zares regularno parame-
trizacijo, se moramo nac¢eloma omejiti na obmocje U = (0, 27) % (—7/2,7/2),
kar pa nam potem parametrizira elipsoid brez ni¢elnega poldnevnika.)
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SLIKA 4.5. Elipsoid %xz + ;llyz + 22 = 1, vektorja 7y, T4
(rdece), 7, X 7, (zeleno) v tocki (3/4,1,v/2/2).

Ce izberemo a = 3 /2,b=2in ¢ =1 dobimo elipsoid
4 1
E: §x2+1y2+z2 =1,

parametriziran z
r(u,v) = (5 COS ¥ COS U, 2 cos v sin u, sin v) .

Ce vstavimo u = v = m/4 dobimo tocko (3/4, 1,v/2/2) na elipsoidu. Vektorja
ra(m/4,7/4) = (—3/4,1,0) in ry(n /4, 7/4) = (—3/4, —1,v/2/2)

razpenjata tangentni prostor na elipsoid E v tocki (3/4,1,v/2/2). Normalni

vektor na E (in na tangentno ravnino) v tocki (3/4,1,+/2/2) dobimo kot

vektorski produkt

ru(m /4, 70/ 4) xry (n /4, 7 )4) = (—3/4,1,0)x (=3/4,—1,/2/2) = (v/2/2,3V/2/8,3/2).

Tangentna ravnina na E v tocki (3/4,1,1/2/2) je torej

ﬁ(x_§)+w(y_l)+§<z_v_§>:

2 4 8 2 2

PRIMER 4.29. Preslikava
r(u,v) = ((¢+ acosv) cosu, (¢ + acosv) sinw, asinv),

kjer je (u,v) € [0,27) x [0,27] nam parametrizira torus, ki ga dobimo, ¢e

2

kroznico (x — ¢)? + 2% = a? zavrtimo okrog z-osi.
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SLIKA 4.6. Torus z radijema a = 1 in ¢ = 2, vektorja ry, 7,
(rdece), 7, X 7y (zeleno) v tocki (2 ++/2/2,0,v/2/2).

Ce izberemo a =1, ¢ = 2 in ¢ = 1 dobimo elipsoid
R O |
parametriziran z
r(u,v) = ((2 + cosv) cos u, (2 + cosv) sin u, sin v).

Ce vstavimo u = 0, v = 7/4 dobimo tocko (2 + v/2/2,0,v/2/2) na torusu.
Vektorja

(0, 7/4) = (0,2 +v/2/2,0) in r,(0,7/4) = (—v/2/2,0,v/2/2)

razpenjata tangentni prostor na torus 7' v tocki (2 + v/2/2,0,v/2/2). Nor-
malni vektor na 7' (in na tangentno ravnino) v tocki (2 + v/2/2,0,1/2/2)
dobimo kot vektorski produkt

ru(0,7/4) X 17,(0,7/4) = (0,2 + V2/2,0) x (—V'2/2,0,v2/2)
= ((2+V2)/2,0, (2 +V2)/2).
Tangentna ravnina na 7' v tocki (2 +v/2/2,0,v/2/2) je torej
T42=2+V2
0

PRIMER 4.30. Poljuben graf C' funkcije f : U — R, U C R? lahko regularno

parametriziramo kot
r(z,y) = (z,y, f(z,y)).

Potem sta tangentna vektorja

_ N o . _ of
Ty = (1,0, 8:U> inry, = <0,1, ay),
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njun vektorski produkt

Ty X Ty = (1707 gi) X <O717(;£> = <_g£’_g£’1> ’

Povrsina ploskev v R3. Naj bo r : U — R? regularna parametrizacija
ploskve P C R? in naj bo (ug,vp) € U. Naj bosta Au in Av majhna, tako
da je pravokotnik L = {(u,v) € R?; up < u < up + Au,vg < v < vg + Av}
vsebovan v U. Ocenimo povrsino p(r(L)) slike r(L) C P:

O

p(r(L)) ~ |(r(uo + Au, vo) — 7(uo, v0)) X (7(uo,vo + Av) — r(ug,v0))|
= |ru(&, vo) X ry(uo, v)| = |1y (uo, vo) X 7y (uo, vo)l.
Zato definiramo

DEFINICIJA 4.31. Naj bo 7 : U — R3? regularna parametrizacija ploskve
P C R3, kjer je U omejena odprta mnozica z volumnom in je (u,v)
|ro(u,v) X 7y(u,v)| integrabilna funkcija na U. Potem je povrsina ploskve
P enaka

p(P) :/ |7u(u, v) X 7y (u, v)|dudv.
U
TRDITEV 4.32. Povrsina ploskve ni odvisna od same parametrizacije ploskve.

DokAz. Naj bo g: V — U bijekcija razreda C*, kjer je det Dg # 0 na V in

je V omejena mnozica z volumnom. Potem je
F(s,t) =rog=r(u(st),v(st)): V= R>

regularna parametrizacija ploskve P in

T —ra—u—{—r@

S s Y Os

T —ral+r@

P o T ot

Zato je
|Ts X 7y = r@er@ X T@wLT@
ST\ "as T os “ot Vot
Oouodv Ovou
= |ry X 1y 55t Bs Bt = |ry X 1| | det Dgl|.

Izrek o substituciji nam da

/ |7y X 7| dudv = / |7y, X 7] | det Dgldsdt = / |Ts X T¢| dsdt.
U Vv Vv

S uporabo Lagrangejeve identitete je
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|7y X ’I“U|2 = (ry X 1y) (T X 1) = (ry - 70) (1w - 7)) — (7 rv)2.

Vpeljimo
E =ryry
G =ryry
F =ryry.
Matriki

re¢emo prva fundamentalna forma ploskve. Povrsino ploskve P lahko zapiSemo
kot
p(P) = / VI |dudv = / VEG — F? dudwv.
U U

PRIMER 4.33. Izra¢unajmo povrsino sfere z radije R. Kroglo lahko parame-
triziramo z

r(u,v) = (Rcosvcosu, Rcosvsinu, Rsinv).
Potem je
_ _ : 2 _ p2. 2

E =ryry, = |(—Rcosvsinu, Rcosvcosu,0)|” = R* cos” v

G =r,r, = |(—Rsinv cosu, —Rsinvsinu, Rcosv)|* = R

F=ryr,=0
in

VEG — F? = R? cosw.

Zato je povrsina sfere z radijem R enaka

2 /2
p= / V EG — F2dudv = / / R? cosvdvdu = 4w R
U 0 —7/2

O

PRIMER 4.34. Izracunajmo povrsino torusa z radijema a in c. Torus para-

metriziramo z
r(u,v) = ((¢ + acosv) cosu, (c + acosv) sinu, asinv),

Potem je

E =ryry = |(=(c+ acosv)sinu, (¢ + acosv) cosu,0)|> = (¢ + acosv)?

G = ryry = |(—asinv cosu, —asinvsinu, acosv)|* = a?

F=ryr,=0
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in
VEG — F? = a(c+ acosv).
Zato je povrsina torusa enaka

27 p2m
/ VEG — F2dudv = / / a(c + acosv) dvdu = 4n’ac = (2ma)(2mc).
U o Jo

O

4.7. Ploskovni integral skalarnega polja

Naj bo r : U — R3 regularno parametrizirana ploskev P in f : V — R
skalarno polje, kjer V' C R? vsebuje P. Ploskovni integral po P skalarnega
polja f je definiran kot

/ fds = / f(r(u,v))|ry X ry|dudv = / f(r(u,v))V EG — F2dudv.
P U U

OPOMBA 4.35. Izraz ds = vV EG — F2dudv predstavlja infinitezimalno povrsino

ploskve P. Integral torej smiselno “sesteje” vrednosti polja f vzdolz ploskve.

TRDITEV 4.36. Ploskovni integral [ p [ dS je neodvisen od parametrizacije
ploskve P.

Dokaz. Dokaz je enak dokazu, da je povrsina ploskve neodvisna od para-

metrizacije. U
PRIMER 4.37. Izracunajmo z koordinato tezis¢a zgornje hemisfere
Sy ={(z,y.2) R} 2? + > + 22 = 1,2 > 0},

to je

1
(59) /fds '

Parametriziramo r(u,v) = (cosvcosu,cosvsinu,sinv), u € [0,27), v €
[0,7/2). Potem je VEG — F? = cosv. Zato je z-koordinata tezisca

1 1 2r /2 1
/zdS—/ / sinvcosvdvdu = —m =1/2.
p(S1) Js 2m) Jo Jo 2

4.8. Ploskovni integral vektorskega polja

Naj bo r : U — R3 regularno parametrizirana ploskev P in F:V SR
vektorsko polje, kjer V' C R3 vsebuje P. Ploskovni integral po P vektorskega
polja F je definiran kot

/Pﬁdg:/Uﬁ(r(u,v))(ruxrv)dudv.
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OpoMBA 4.38. Naj bo r : U — R3 regularna parametrizacija ploskve P in
N (u,v) enotski normalni vektor na P v tocki 7(u,v). Potem je

Ty X Ty =

dS = (ry x ry)dudv = |7y X Ty|dudv = N (u,v)dS.

|7u X 7
Zato je
(4) / FdS = / (F-N)ds.
P P
Integral vektorskega polja torej “sesteje” dolzino projekcije vektorskega polja

F' v normalni smeri na ploskev. Ce je na primer vektorsko polje v vsaki tocki

tangentno na ploskev, je integral enak 0.

TRDITEV 4.39. Vrednost ploskovnega integrala fpﬁdg je neodvisna od pa-
rametrizacij ploskve P, ki dolo¢ajo isto orientacijo. Ce dve parametrizaciji

dolocata razlicni orientaciji ploskve, sta integrala nasprotno enaka.

DokaAz. Dokaz neposredno sledi iz neodvisnosti ploskovnega integrala ska-

larnega polja in (4). O

PRIMER 4.40. Izracunajmo ploskovni integral

/ FdS,
P

kjer je F = (—2,—y,2) in P = {(z,y,2) € R% 2% =22 + 42,0 < 2 < 1}.
Ploskev je orientirana tako, da normala gleda navzgor.

Parametrizirajmo ploskev z

r(z,y) = (z,y, Va2 +y2), 22 +y* <1,

Ker je ploskev graf funkcije f(z,y) = /22 + 2, je

M - _g _gl = - z — y 1
oy ox’ 0Oy’ \/m2+y2’ \/:U2+y2’ :

Ker je zadnja komponenta pozitivna, normala gleda navzgor, orientacija je

pravilna. Integral je enak

/ FdS = / (;v,y, Va2 + y2) ( < , Y ,1> dxdy
P D

R+ PR+
—/dmdy—ﬂ,
D

sajje D = {(x,y) € R%; 22 + 3 < 1}. O
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4.9. Gaussova formula

Naj bo V' C R? omejeno obmoéje. V ima gladek rob 9V, ée ga lahko
napisemo kot unijo zaprtij regularno parametriziranih ploskev v R3. Integral
vektorskega polja po robu takega obmocja je odvisen le od orientacije V.
Orientacijo izberemo tako, da normala kaze ven iz obmocja V.

IZREK 4.41. Naj bo V omejeno obmocje v R3 s kosoma gladkim robom in
F : U — R3 vektorsko polje razreda C', definirano v okolici zaprtja V.

/ FdS = / div Fdzdydz
oV 14

PRIMER 4.42. Izracunajmo integral

/ FdS,
P

kjer je P rob valja V = {(x,9,2); 22 +3?> < 1,0 < z < 1} in F =

(sin?y, e®, 22). Divergenca F je enaka 2z. Po Gaussovem izreku je

/ﬁdgz/ divﬁdxdydz: 2/ zdzxdydz.
P \%4 \%4

Ker je z-koordinata tezisca V enaka 1/2, je zadnji integral enak volumnu V/,

Potem velja

torej . O



