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Predgovor

Za akademsko leto 2003/04 mi je bila na Pedagoski fakulteti v Ljubljani za-
upana polovica izbranih poglavij iz analize v tretjem letniku, to je kompleksne
analize. Predmet mi ni bil nov, saj sem ga ze predaval daljnega leta 1990/91.
S podobnimi vsebinami sem se sreceval Ze na ljubljanski Fakulteti za stroj-
nistvo, kjer je kompleksna analiza del matematike v drugem letniku in jo
inzenirji uporabljajo tudi pri nekaterih predmetih mehanike. Kompleksna
analiza ima v Sloveniji dolgo tradicijo, ze od Plemljevih ¢asov naprej. Kot
Studentu matematike mi jo je predaval prof. Ivan Vidav in mi je bila eden

najljubsih predmetov.

Pred vami je zbirka resenih nalog, ki je nastajala zadnja leta, in ki naj bi
omogocala, da se Student laze znajde v kompleksni analizi in da se nauci
nekaj njenih tipi¢nih prijemov. Drugi izdaji so dodane Se naloge, ki so jih
Studentje resevali na kolokvijih in pisnih izpitih v letih 2006, 2007 in 2008.
Na tem mestu se zahvaljujem Studentu Mateju Rozic¢u, ki mi je pomagal
prekontrolirati in oblikovati nekaj nalog. Zbirka se bo z leti, upam, Se dogra-

jevala.

Zbirko sem dopolnil s poglavjema o Bernoullijevih in Eulerjevih stevilih, o
katerih sem govoril ob razlicnih priloznostih, najve¢ v okviru Drustva mate-
matikov, fizikov in astronomov Slovenije, ter o funkciji Lobacevskega, ki sem

jo spoznal pred leti na nekem seminarju.

Ljubljana, september 2008 Dr. Marko Razpet



Naloge z resitvami
1. CAUCHY-RIEMANNOVA POGOJA
1. Poiscite konstanti a in b, za kateri je funkcija
f(z) = cosz(chy + ashy) +isinz(chy + bshy)
povsod analiti¢na. Za katero funkcijo gre?
Resitev

Da bo funkcija f(z) = wu(z,y) + iv(x,y), kjer je z = = + iy, pov-
sod analiticna, morata njen realni in imaginarni del povsod zadoscati

Cauchy-Riemannovima pogojema:

ou ov ou ov

V naSem primeru imamo
u(z,y) = cosz(chy + ashy), v(x,y) =sinz(chy + bshy)

s parcialnimi odvodi:

ou . ou
%(m,y) = —sinz(chy + ashy), 8—y(w,y) = cosz(shy 4+ achy),
ov

%(x,y) = cosz(chy + bshy), g;(m,y) =sinz(shy + bchy).

Cauchy—Riemannova pogoja se potemtakem glasita:
—sinz(chy + ashy) =sinz(shy + bchy),

cosz(shy +achy) = —cosx(chy + bshy).



Ocitno sta povsod izpolnjena samo v primeru a = b = —1. Tedaj je
f(z) = cosz(chy —shy) + isinx(chy —shy),

kar prepisemo v obliko:

i(z+iy)

—y+iz _ il _

f(Z) = e—y(cosx + iSinm) — e Yl — ¢

Nazadnje je pred nami:

f(z) =¢"=.
. Poiscite analiti¢cno funkcijo
f(z) = u(z,y) +iv(z,y),

¢e poznate njen imaginarni del v(z,y) = 1+ x — 2zy in veste, da je

J(0) = i.
Resitev

Najprej je treba preveriti, ¢e funkcija v(z, y) zadosca Laplaceovi enacbi:
0%v 0%
Av(z,y) = @(x,y) + @Tﬂ(%y) =0.

Najprej je
ov ov
— =1-2y, — = -2
5 1Y) Y, ay(ﬂc,y) z,

nato pa se , ,
0*v ov
@('x7y):07 @(%Z/):Oa
tako da je res povsod Av(z,y) = 0.

Realno komponento u(zx, y) analiticne funkcije nato dobimo iz Cauchy—
Riemannovih pogojev (Glej 1. nalogo!):

ou ov
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Z integracijo dobimo

u(z,y) = —/deﬂf = —2* + ¢(y),

kjer je ¢(y) poljubna odvedljiva funkcija. Toda veljati mora Se drug

Cauchy—Riemannov pogoj, iz katerega dobimo enacbho

gZ(%y) =o'(y)=—(1-2y) =2y —1,

iz katere sledi po integraciji izraz ¢(y) = y*> — y + ¢, kjer je c realna

konstanta. Tako imamo
w(z,y) = —a*+y* —y—+ec,

torej

f2)=—2*+y* —y+c+i(l+x—2wy).

Sedaj je treba izraz na desni strani izraziti s kompleksno spremenljivko

z=x+ 1y
f(2) = =2 — 2izy — %y +i(x +iy) +c+i=

=iz 4iy) — (r+iy)+et+i=iz—22+c+i.

Konstanto ¢ dolo¢imo iz zacetnega pogoja i = f(0) = ¢+ 1, iz katerega

dobimo ¢ = 0. Tako smo nasli: f(z) =iz — 22 + 1.
. Poiscite analiti¢no funkcijo
f(z) = u(z,y) +iv(z,y)

¢e poznate njen realni del u(z,y) = 2*—3zy*—y in veste, da je f(0) = 0.



Resitev

Najprej je treba preveriti, e funkcija u(z, y) zadoséa Laplaceovi enacbi.

Z lahkoto izrac¢unamo:

gZ(x,y) = 32" — 3y, gZ(ﬂf,y) = —6xy — 1,

0%*u 0%*u

Ocitno je res povsod

J*u 9*u

Imaginarni del v(z,y) funkcije f(z) dobimo iz Cauchy—Riemannovih
pogojev. Iz

ov B @ o2 9

dobimo z integracijo
vz, y) = 32%y — v’ + p(),

kjer je ¢(x) poljubna odvedljiva funkcija. Ker mora biti izpolnjen tudi

pogoj 5 5
v u
~(z,y) =6y + ' (2) = =5 (2,y) = 6y + 1,

ox oy
mora funkcija p(z) zadoScati preprosti diferencialni enacbi ¢'(x) = 1,
ki ima splosno resitev: p(x) = x + ¢, kjer je ¢ realna konstanta. Torej

imamo v(x,y) = 3z%y —y* + = + c.

Sedaj poiscemo se f(2):
f(z) = (a® =32y —y) +iB2*y —y’ +x +¢) =

8



= (2 4+3iz’y—3wy* —iy® )+ (iv—y)+ic = (zv+iy)*+i(zv+iy)+ic = 2*+iz+ic.
Iz zacetnega pogoja f(0) = 0 dobimo ¢ = 0, tako da je resitev nase

naloge f(z) = 2% +iz.
. Poiscite analiticno funkcijo
f(z) = u(z,y) +iv(z,y),

¢e poznate njen realni del u(z,y) = xcosxchy + ysinzshy in veste,

da je f(m/2) = 0.
Resitev

Najprej je treba seveda preveriti, ¢e funkcija u(x,y) zadoséa Laplaceovi

enachi. 7 lahkoto izrac¢unamo:

ou
a—(:f;,y) =cosxchy —xsinxchy + ycosxshy,
x
ou . .
a—(x,y) =xcosrshy +sinzshy + ysinxzchy,
Y
0%u . .
@(x,y) = —2sinzchy —xcoszchy — ysinzshy,
0%u . .
a—yQ(a:,y) =xcosxchy+ 2sinzchy + ysinzshy.
Ocitno je tudi tokrat povsod

0%u 0%u

Imaginarni del v(z, y) funkcije f(z) izra¢unamo spet iz Cauchy—Riemannovih

pogojev. 1z
ov ou
a—(a:,y) =3 (x,y) =cosxchy —xsinzchy + ycoszshy
Y x



dobimo z integracijo
v(z,y) :cosxshy—xsinxshy—{—cos:v/yshydy:
:cosmshy—xsinxshy+cosx(ychy—/chydy) =

= —zsinxzshy + ycoszchy + ¢(z),

kjer je ¢(x) poljubna odvedljiva funkcija. Ker mora biti izpolnjen tudi

pogoj
ov ) ' ,
8—(x,y) = —sinzshy —xcosxshy —ysinzchy + p'(x) =
x
ou . ‘
= —a—(x,y) = —zcosxshy —sinzshy — ysinzchy,
Y

mora biti ¢’(z) = 0, torej ¢(x) = ¢, kjer je ¢ realna konstanta. Torej

imamo v(x,y) = —xsinzshy + ycosx chy + ¢. Poiséimo Se f(2):
f(z) = (xcosxchy +ysinzshy) +i(—zsinzshy + ycosxchy + ¢) =
= (z +1iy)cosxchy —i(x 4+ iy)sinzshy + ic =
= (x4 iy)(cosxchy — isinzshy) +ic =
= (x + iy)(cos x cos(iy) — sinz sin(iy)) + ic =
= (x +1iy) cos(x + iy) + ic = z cos z + ic.

Iz zacetnega pogoja f(m/2) = 0 dobimo ¢ = 0, tako da je resitev nase

naloge f(z) = zcosz.

. Poiscite analiticno funkcijo f(z) = u(x,y) + iv(x,y), za katero povsod
velja enakost

u(z,y) +o(z,y) = 2> —y*.
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Resitev

Funkeciji u(z,y) in v(z,y) sta za analiticno funkcijo f(z) harmoniéni,
Au(z,y) = 0, Av(z,y) = 0, zato mora biti harmoni¢na tudi funkcija

g(z,y) = 22 — y*. Kratek racun to potrdi. Nato iz dane enacbe sledita

enacbi:
ou ov
e bt —9
o) + g wy) =2,
ou ov
- it - _9
a9 (z,y) + 8y(:v,y) Y,
7 upostevanjem Cauchy—Riemannovih pogojev dobimo:
ou ou
_ —9
e (z,y) o (z,y) = 2w,
ou ou
- - —_9
3y (z,y) + 8$(x,y) Y,
Ko zgornji enachi seStejemo in odstejemo ter delimo z 2, dobimo:
ou ou

%(fmy) =z -y, @(ﬁ,y) =—r—y.

Z integracijo dobimo iz prve enacbe

1
u(zr,y) = 51’2 —zy + oY),

kjer je ¢(y) poljubna odvedljiva funkcija. Veljati pa mora Se enakost

Ju ,
afy(:r,y)——xﬂo (y) = —x—y,

iz. katere dobimo ¢’(y) = —y in nato

1
oly) = =35y +c.

Torej imamo

1 1 1 1
u(r,y) = §I2—xy—§y2+c, v(z,y) = §x2+wy—§y2—c'

11



Pri tem izracunamo v(z,y) iz enacbe v(x,y) = x*> — y*> — u(x,y). Seda]

sestavimo funkcijo f(z) in dobimo:
1 2 . 2 ]- 2 . 2 . 1 N2 .
f(z) = 5(3: +2ixy—y )+z§(9c +2izy—y°)+(1—i)c = 5(1—1—2)2 +(1—i)c.
Iskana funkcija je torej kvadratna funkcija
1 N2 :
flz) =51 +0)2"+ (1 —i)e.
. Poiséite analiticno funkcijo f(z) = u(z,y) + iv(x,y), ¢e veste, da je

zu(z,y) —yv(z,y) =1.

Resitev

Z odvajanjem najprej dobimo:

ou ov
u(z,y) + x%(rﬂ, y) — y%(% y) =0,

ou ov
x%(x7y> - U(Z‘,y) - y@<x7y) - 07
ou 0%u 0*u

Ov 9%u 0%*u
-9 - —y— =0.
ay(x’nyay? (z,y) Yoy (z,y)=0

Ko zadnji dve enacbi sestejemo, dobimo:

2 <g;‘(x, y) — gZ(w, y)) + zAu(z,y) — yAv(z,y) = 0.

12



Ker sta funkciji u(z, y) in v(z, y) za analiti¢no funkcijo f(z) harmoniéni
in izpolnjujeta Cauchy-Riemannova pogoja, je 0 tudi leva stran zad-
nje enacbe. Ce upostevamo Cauchy-Riemannova pogoja v prvih dveh

enachah, ki vsebujeta odvode prvega reda, dobimo sistem enach:

ou ou

ou ou
—y%(:ﬂ, y) + x@(x, y) =v(x,y).

Sistem razresimo na parcialna odvoda:

ou 1 —2zu(z,y) Ou (22 — y*)u(z,y) —
7(1’,1/) =T 3, .9 7(513’, ) = 2 2
oz 24y y y(z? 4+ y?)
Prva od pravkar dobljenih diferencialnih enacb je linearna nehomogena:
ou 2zu(x,y 1
37@7 y) + 2 : 2) - 2 2"
fy e +y ety

Resujemo jo po ustaljenem postopku: najprej pripadajoco homogeno,

nato z variacijo konstante se nehomogeno.

Pripadajoc¢a homogena enacha je

Ju 2zu(z,y)
R _ = O
ax(x’y) * 2+ y?

Po loc¢itvi spremenljivk imamo najprej
1 Ou 2z
— . — _— = 0
u 8x(x’y)+x2+y2 ’

nato pa po integraciji
Inu(e,y) +In(2® +y*) = Inp(y) ,

kjer je p(y) poljubna odvedljiva funkcija. Torej je resitev pripadajoce
homogene enacbe: u(z,y) = o(y)/(z* + y*). Splosno resitev nehomo-
gene enache iS¢emo z metodo variacije konstante v obliki:

o(z,y)
224 y?’

u(z,y) =

13



Vstavimo jo v nehomogeno enacbo in dobimo

1 8g0< ) 1
7-71‘ = —_—,—,.—.—
22 oY T e
tako da je
dp
=1
95 & Y)

in zato p(z,y) = = + ¥(y), kjer je ¥(y) poljubna odvedljiva funkcija.

Tako smo nasli obliko funkcije:

uw) = .

Da bi nasli 8e funkcijo ¥(y), upostevajmo, da mora u(z,y) zadoscati
tudi pogoju:

Y@ + ) §;<x,y> — (& — P)ulz,y) — z.

Najprej izracunamo

Ju _ Yy 2y +Y()
$2+y2 ($2+y2)2

in upostevamo prejsnji pogoj:

') — 2@/2:(; i 152(?;)) N i)f;; V(y) v

Po poenostavitvi dobimo preprosto diferencialno enacbo

yib'(y) = v(y),

katere splosna resitev je ¥ (y) = cy, kjer je ¢ realna konstanta. Realni
del funkcije f(z) je torej

T+ cy
2 4+ y?

u(r,y) =

14



Funkcijo v(z,y) pa dobimo iz zacetne enacbe zu(z,y) — yv(x,y) = 1:

v(z,y) = )

_ @+ yul,y) — (@ +y?) _wl@tey) - (@0 +y?) _ ca—y

y(a* +y?) y@?+y?) 2ty

Konéno lahko izrazimo:

r+cy cx—y (v—iy)ticlr—iy) 1+ic 14ic

f(z) = 22 + 12 —HxQ—i—yQ - (x —iy)(x + 1y) - r4iy oz
Iskana funkcija je torej
1+ci
f(Z) - P )

ki je analiticna na vsej ravnini kompleksnih Stevil (z) razen v tocki

z =0, ki je enostaven pol funkcije.

. Dokazite naslednjo trditev: Analiticna funkcija f(z) = u(x,y)+iv(z,y)
je na polju D konstantna natanko tedaj, ko je na tem polju funkcija

|f(2)] konstantna.

Dokaz

Ce na polju D velja f(2) = ¢, kjer je ¢ kompleksna konstanta, potem
je na tem polju |f(z)] = |¢|, torej tudi konstanta.
Ce je |f(2)| = 0 na polju D, potem je seveda na tem polju f(z) = 0.
Ce je |f(2)| = k na polju D, kjer je k > 0 konstanta, potem je na tem
polju

f(2) = u?(2,y) + v*(2,y) = k*.
Z odvajanjem in krajSanjem z 2 dobimo:

ou ov
U<$,y)%($7y) + U(l’,y)%<l’,y) = Oa

15



ou ov

Upostevajmo Cauchy—-Riemannova pogoja in dobimo homogen sistem
enach
0 0
U(w,y)a%(x?y) - v(x,y)aZ(x,y) =0,

ou ou

Ker je determinanta sistema
= u?(z,y) +v*(z,y) = K

na polju D razlicna od 0, ima sistem na tem polju samo trivialno resitev

ou ou
— = — =0
5 0 Y) ay(:c,y) ,
kar pomeni, da je funkcija u(x,y) konstanta, denimo a. Ker je potem

tudi

ov ov

%(xvy) = @(I,y) = Oa

je tudi funkcija v(x,y) konstanta, denimo . Potem pa je f(z) =

a + i = ¢ na polju D, torej konstanta.

Lahko pa v primeru |f(z)| = k > 0 racunamo tudi drugace. Zagotovo

tedaj na polju D velja f(z) # 0 in zato lahko zapisemo
f(z) = ke @Y = k(cos p(x,y) +isinp(z,y),

kjer je ¢(z,y) na D neka dovolj pohlevna realna funkcija. Imamo torej

funkeciji
u(z,y) = kcosp(x,y), v(z,y) =ksinp(z,y),

16



ki na D izpolnjujeta Cauchy-Riemannova pogoja:

o o, dp, o0,
al,('ray)_ay(xay) - k’SlIlgD(QZ,Z/) ox (f,y) kcosgo(:z:,y) ay (x7y) - 07

ou v B ) Op Op B
@($,y)+%($,y) - k’smap(x,y) ay ($7y)+k COs SO(ZL',y) or (‘Tay) - 07

Ko razresimo dobljeni sistem enacb na oba parcialna odvoda, dobimo:

dp _ Oy _
%("an) - ay(xvy) - 07

kar pomeni, da je ¢(z,y) na D realna konstanta, denimo . To pomeni,

da je f(z) = ke = ¢, torej konstanta na D.

. Poiscite analiticno funkcijo f(z), za katero velja enakost |f(z)| = e**¥.

Pri tem je z = x + 1y.

Resitev

Znano je, da je |e?| = e®. Prav tako najdemo: |e~%| = e¥. Torej velja:
f(2)] = €Y = ¢ - e¥ = |¢*] - [e7| = |e* - e8| = | 1707

Iz tega sledi, da obstaja taka realna konstanta c, da velja:

f(z) = eic . e(l—i)z — 6(1—i)z+ic )

Lahko pa bi se lotili reevanja naloge tudi takole. Ker je e*™¥ > 0, je
f(2) # 0 na vsej kompleksni ravnini in f(z) lahko zapiSemo v polarni

obliki:
F(2) = f(2)] - €95 = eV (cos p(x, y) + isinp(x,y) |

kjer je ¢(z,y) na vsej kompleksni ravnini neka dovolj pohlevna realna

funkcija. Imamo torej funkeiji
u(z,y) = e"Meosp(r,y), v(z,y) =e"Vsing(r,y),

17



ki povsod izpolnjujeta Cauchy-Riemannova pogoja:

ou ov ou ov

Ko vstavimo izraza za u(x,y) in v(x,y), pokrajsamo in preuredimo,

dobimo:

. 0 0 .
= sin (2, 4) 5 (2, ) = cos gl ) () = sinpa,y) = cosp(z,),

0 . 0 )
cos ¢(z, y)%(% y) — sin ¢(z, y)aj(x, y) = —sinp(x,y) — cosp(z,y),

Razresimo dobljeni sistem enacb na oba parcialna odvoda, pa dobimo:
d¢ d¢
—(r,y) =—-1, —(z,y)=1.
5 & Y) 3y( y)

[z obeh enacb pa po ustaljenem postopku dozenemo: ¢(x,y) = y—x+c,

kjer je ¢ realna konstanta. Torej je iskana funkcija:

f(z) _ 6x+y . 6i(y—x+c) _ 6(1—i)z+c.

2. LINEARNA LOMLJENA FUNKCIJA

1. Poiscite sliko premice (2—3i)z+(2+3i)z = 1 z obema kompozitumoma

preslikav

1
=S gl =

Resitev

Naj bo p(z) = f(g(2)) in ¢(z) = g(f(z)). Preprost racun pokaze:

22+1 . (2) z+1
= n w=q(z)= .
z 9 2241

18



Njuni inverzni preslikavi sta:

- 1 . _ 1—w
z=p 1(w):m in z=gq 1(w):2w_1.

V prvem primeru se dana premica preslika v krivuljo:

(2 — 3i) =1.

L + (2 + 30)
w— 2 Zu‘1—2

Po poenostavitvi dobimo:
(2—=3i)(w—2)+ (24 3i)(w—2) = (w—2)(w—2)
oziroma
lw* — (4 + 3i)w — (4 — 3i)w+ 12 = 0.
To je enacba kroznice v ravnini kompleksnih stevil (w). Ce postavimo
w = u + v, imamo najprej enacbho
w? +v® —8u+6v+12=0,
ki jo prevedemo na kanonsko obliko:

(u—4)?+ (v+3)*=13,

Kroznica ima sredisce v tocki wg = 4 — 3¢ in polmer r = v/13.

V drugem primeru pa se dana premica preslika v krivuljo:

1—w 1—w
9 .
2w—1+( +3Z)2u‘)—1

(2 — 31) =1.
S poenostavitvijo dobimo:

(2= 3i)(1 —w)(20 — 1) + (2+ 3)(1 — @) (2w — 1) = (2w — 1)(2@ — 1)

oziroma

12|w]? — (8 4+ 3i)w — (8 = 3i)w +5=0.
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To je enacba kroznice v ravnini kompleksnih stevil (w). Ce postavimo

w = u + v, imamo najprej enacbo
12(u* +v*) — 16u+6v+5=0,
ki jo prevedemo na kanonsko obliko:
( 2>2+( +1>2 13
u— = v+ - =—.
3 4 144
Kroznica ima sredisce v tocki wy = (8 — 3i)/12 in polmer r = 1/13/12

v kompleksni ravnini (w).

. Poiscite sliko kroznice |z — 2| = 1 s preslikavo

Resitev
Dano kroznico prepiSemo v obliko
z2—2P=(2-2)(z—-2)=(2—-2)(2—-2) =22 -2z -2z +4=1,

nato izrazimo z = 1/w, z = 1/w, vstavimo v predelano enac¢bo kroznice

in dobimo:

Nato odpravimo ulomke:

1—2w—-2w+3ww=0.

Ce dobljeno enacho izrazimo z realnima koordinatama u in v, dobimo
enacho kroznice:

3(u +v?) —4u+1=0.
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Prevedemo jo Se na kanonsko obliko
(u - 2) 2 +0v? = !
3 9’
iz katere je razvidno, da je slika dane kroznice spet kroznica, in sicer s
sredis¢em v tocki wg = 2/3 in radijem r = 1/3 v ravnini kompleksnih

stevil (w).

. Poiscite sliko kvadranta R(z) > 0,3(z) > 0 s preslikavo

Z—1

w:f(z):z—i—z"

Pri tem pomenita $(z) realni, I(z) pa imaginarni del kompleksnega

Stevila z.
Resitev

Prvi del roba prvega kvadranta ima enacbo R(z) = (2 + 2)/2 = 0
oziroma z + z = 0, drugi del pa enacbo ¥(z) = —i(z — 2)/2 = 0
oziroma z — Z = 0. Preslikava iz ravnine kompleksnih stevil z = z + iy
v ravnino kompleksnih Stevil w = u + v je dana z izrazom

Z—1
241’

w=f(z)=

iz katerega najdemo obratno preslikavo

_ -1 _ il +w)
z=f(w) = o
S kompleksno konjugacijo dobimo:

—i(1+ w)

l—w

zZ =

Premica z 4+ z = 0 se torej preslika v krivuljo, ki ima enacbo

i(1+w) N —i(1 + w)
1—w 1—w

:()7
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premica z — Z = 0 pa v krivuljo

i(1+w) B —i(1 + w) _0
1—w 1—w '

Po odpravi ulomkov in po poenostavitvi dobimo enacbi iskanih krivulj:
w—w=0, ww—1=0.
Ce ju izrazimo z realnima koordinatama u in v, dobimo:

v=0, v+ =1.

To sta realna os in enotska kroznica v ravnini kompleksnih stevil w =
u + . Ker je tocka z = 1 4 ¢ v prvem kvadrantu in njena slika
f(141i) =1/(1+2i) = (1—2i)/5 v tretjem kvadrantu, je slika celotnega
prvega kvadranta s preslikavo f spodnja polovica odprtega enotskega

kroga, in sicer brez premera med tockama —1 in 1.

4. Poiscite sliko kolobarja 1 < |z] < 2 s preslikavo




Resitev

Tako kot pri prejsnji nalogi izrazimo inverzno funkcijo in dobimo

in s kompleksno konjugacijo:

:

w—1"

Enacbi notranje in zunanje mejne kroznice danega kolobarja sta
zz=1, zz=4.

Enacbi s funkcijo f preslikanih krivulj pa sta

v B W B,
w—1 w-—1

w—l.w—lz

iz katerih po odpravi ulomkov in po poenostavitvi dobimo njuni enacbi:
w+w—1=0, 3ww—4w —-4w+4=0.
Ce ju izrazimo z realnima koordinatama u in v, dobimo:

2u=1, 3u’>+3v>—8u+4=0.

Yy (2) v u = 1/2 (w)
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Tocka z = 3/2 je znotraj kolobarja in se preslika v w = f(3/2) = 3

znotraj preslikanega obmocja. Prva krivulja je premica u = 1/2, druga

(1=3) =3
u— = V7= —
3 9’

ki ima sredisce v tocki wy = 4/3 in radij = 2/3 v ravnini kompleksnih

stevil (w).

pa kroznica

. Omejeno obmocje, ki je ograjeno s premicami
z—2=0, z4+z=0 in (1—-d)z+(1+1)z=4,

preslikajte s funkcijo

iz kompleksne ravnine (z) v kompleksno ravnino (w). Kam se pri tem

preslika tocka z = (1 +4)/27 Narisite!

Resitev

Ocitno je premica z — z = 0 realna os, premica z+z = 0 pa imaginarna
os v ravnini kompleksnih Stevil (z). S funkcijo w = f(2) = 4/z se
preslikata v realno oziroma imaginarno os v ravnini kompleksnih stevil
(w). Pritem se tocka z = 0 preslika v tocko w = co. Tocka z = (1+41)/2
pa se preslika v tocko

8 81—
we o 802D 4y
142 2

Premica (1—i)z+(1+14)z = 4 ocitno poteka skozi tocki z = 2 in z = 2i,
v ravnini (z), tako da preslikujemo trikotnik D z oglisci 0, 2, 2i. Slike
teh tock so zapored: 2, —27,00. Tretja podana premica se preslika v
krivuljo

=4

S

(1—@i+{1+o
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oziroma v

ww =w+ W+ i(w — W)
v ravnini (w). Ko vstavimo w = u + iv, dobimo najprej
u? +v* =2u — 20
in nato po preoblikovanju
(u—1>+(@w+1)>*=2.

Dobljena krivulja je kroznica s sredis¢em v tocki wg = 1 — ¢ in s
polmerom r = /2. Preslikano obmocje f(D) je torej tisti neomejeni del

4. kvadranta ravnine (w), ki je zunaj kroznice (u — 1)* + (v +1)? = 2.

Y (2) v (w)

N

—2i N

3. NEKATERE DRUGE PRESLIKAVE

1. Preslikajte premice R(z) = a in §(z) = b s funkcijo f(z) = 22
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Resitev

Premica prve vrste je vzporedna z realno osjo in ima enac¢bo z = a+1y,
kjer je a realna konstanta, y pa realna spremenljivka. Preslika se v
krivuljo w = u+iv = (a+iy)? = a® — y? + 2ayi. Dobljena krivulja ima
parametricno obliko u = a? — y*, v = 2ay. Za a # 0 lahko parameter y
izlo¢imo in dobimo

v? = 4a*(a® — u).

To je enacba parabole, ki ima realno os za svojo simetralo, gorisce pa
je v tocki w = 0. Za a = 0 je slika negativna polovica realne osi.

Parameter p parabole je ordinata tocke v goriséu. O¢itno je p = 2a2.

v (w)

Premica druge vrste je vzporedna z imaginarno osjo in ima enacbo z =
x+1b, kjer je b realna konstanta, x pa realna spremenljivka. Preslika se

v krivuljo w = u+iv = (z+1ib)? = 2% —b*+2bxi. Dobljena krivulja ima
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parametri¢no obliko v = 2% — b, v = 2bx. Za b # 0 lahko parameter x
izlo¢imo in dobimo

v? = 4b*(b* + u) .

To je enachba parabole, ki ima realno os za svojo simetralo, gorisce je
prav tako v tocki w = 0. Za b = 0 je slika pozitivna polovica realne

osi. Parameter p parabole je v tem primeru p = 2b%.

. Preslikajte kroznico |z| = 7 s funkcijo Zukovskega

w:f(z):;<z+kz>,

z

kjer je k pozitivna konstanta.

Resitev

Kroznico zapisimo v obliki z = 7, 0 < ¢ < 27. Dobimo

1 , K
w=u-+1v=— <T€W + e_w> ,
2 T

kar nam da iskano krivuljo v parametri¢ni obliki:

1 k2 1 2\ .
u=—=|r+—|cosp, v==|r——|]smp.
2 r 2 T

Takoj opazimo, da je iskana krivulja elipsa s polosema

a(r):;<r+lf>, b(r)zé(T—lff)’ r>k,

a(r)zi(rﬁti), b(T):;Ci_T)’ r<k

v ravnini u, v. Izra¢unajmo linearno ekscentri¢nost ¢(r) elipse:
kQ
Ar) =a*(r) = b*(r)=r - — = k*.
r
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To pomeni, da imajo vse dobljene elipse skupni goriséi v tockah Fy (—k,0)
in Fy(k,0). Pravimo, da so elipse konfokalne. Za r = k je elipsa de-
generirana v daljico s krajis¢ema v (—k,0) in (k,0). Pri zamenjavi
r — k%/r se elipse ne spremenijo, pa¢ pa se spremenijo njihove ori-
entacije: ¢e tocka z krozi v pozitivni smeri po kroznici |z| = r, potem
bo tocka w potovala po elipsi tudi v pozitivni smeri, ¢e je r > k, in v

negativni smeri, ce je 0 < r < k.

e

3. S funkcijo Zukovskega
1 k2
w—f(z)—2<z+z> ,

kjer je k pozitivna konstanta, preslikajte kroznice, ki potekajo skozi

tocko k in imajo polmer R v ravnini (2),
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Resitev

Vzemimo, da tangenta na kroznico skozi tocko k oklepa z realno osjo
kot 3. Potem je sredisce kroznice v tocki zy = k+ ReP+7/2 = k4 iRe'.

Enacba take kroznice je o¢itno
|z — 20| = R,
v parametricni obliki pa

z=k+iRe” + Re", 0<t<2r.

_e k x
S funkcijo f(2) se ta krivulja preslika v kfivuljo
Y (kiR + Rt + i 0<t<?2
w= = A : .
2 k +iRe + Ret )’ -

Realni in imaginarni del dobljenega izraza sta:

_RE B+ t+li2 E—inﬁ—i— t
u=o |~ sin cos o\ ~*® cos ,
R k2 _
v:2<1—D>(cosB+smt),
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kjer je

D = k* +2R* — 2kRsin 8 + 2kRcost + 2R sin(t — j3) .

S spreminjanjem parametrov R in S dobimo prav zanimive krivulje.
Nekaj jih kaze slika. Nekatere krivulje imajo tako zvito obliko, ki nas

spominja na presek letalskega krila.

5 — 750 (w)

Rk =0.7

R/k =0.75

/—\ R/k =038
e

. S funkcijo Zukovskega

DO | —

z

w:f(z>:<z+k2>,

kjer je k pozitivna konstanta, preslikajte kroznice, ki potekajo skozi

tocki —k in k ravnine (z).
Resitev

Kroznica, ki poteka skozi tocki —k in k, ima sredisce zy na imaginarni
osi v ravnini (z). Torej zy = ci, kjer je ¢ realno stevilo. Enacba take

kroznice je oc¢itno
|z —ci| =|k—ci|=VE>+2 =R,
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v parametri¢ni obliki pa
z=ci+ Re", 0<t<2r.

S funkcijo f(2) se ta krivulja preslika v krivuljo

2

1 .
w:2<ci+Re”+

Preslikana krivulja poteka skozi negibni tocki funkcije f(z), to sta tocki

k in —k ravnine (w). Realni in imaginarni del dobljenega izraza sta:

_ R?*(csint 4 R) cost _ c(Rsint+c¢)?

2+ 2cRsint + R?’ 2+ 2cRsint + R?

c=—(3/2)k

Najvisja tocka na kroznici |z —ic| = R je z = i(c+ R). Ta se preslika v

w:f(i(c—i-R)):;(i(c%—R)—i-;Z;;)) =ci.
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Prav tako se najnizja tocka na kroznici |z —ic| = R, to je z = i(c— R),
preslika v

, 1/, R? — (2 .
w= f(i(c— R)) = 3 (z(c—R)+M> =ci.
Ko tocka z potuje po zgornjem loku kroznice |z —ic| = R od tocke k
proti —k, potuje w = f(z) po krivulji od k prek c¢i proti —k, ko pa
z potuje naprej od —k proti £ po spodnjem loku kroznice, potuje w
nazaj po isti krivulji od —k prek ic proti k. Preslikana krivulja ni vec
enostavno sklenjena.
V primeru ¢ = 0 je preslikana krivulja izrojena v daljico s krajiScema

—k in k.
. Preslikaj kroznico |z| = 1 s funkcijo

w=f(2)

B z
1424220

Resitev
Funkcija ima enostavna pola v tockah
= (1 +iV3)/2 = @M 2y = (—1 —iV/3)/2 = e 2T/,

Ker je zaradi |z|> = 2z = 1, velja povsod razen v polih:

B z z 2(14+z2+2%) —z2(1+ 2+ 2?)
w—w = — e —
1+2z+22 142+ 22 (14+2z+4+22)(1+ 2+ 22)
2+ 22+ (22)2—Z— 22— (2Z)z _ z+1+Z—-Z—-1-=z _0
B (1424 22)(14 2+ 22) T4z Q42422

Torej je slika kroznice na realni osi. Pri tem se tocka z = 1 preslika v
tocko w = 1/3. Da bi ugotovili potek tocke w po realni osi, zapisemo
kroznico |z| =1 v obliki z = e, —7 < ¢ < 7, in dobimo:

et (e —1)  sin(t/2)

f(e ) 1 + ezt + 622t 63Zt — 1 Sln(?)t/Z) ’ 7£ ’ ﬂ-/
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Analiza funkcije

sin(t/2) -
- Tn(:it/z) L L£0,4+27/3,
3 t # +£27/3

na intervalu [—7, 7] pokaze, da ima le-ta lokalni minimum 1/3 pri¢ =0
in lokalna maksimuma —1 pri ¢ = +7, pri £27/3 pa enostavna pola.
Slika kroznice |z| = 1 je torej unija dveh disjunktnih poltrakov na realni

osi v ravnini (w).

Yy
Z/l/\@)
)
v (w)
t — +£27/3 t= 47 £ 50 t — +£27/3
—1 i3 u

4. STEREOGRAFSKA PROJEKCIJA

1. V pravokotnem kartezicnem koordinatnem sistemu XY Z je enotska
sfera X? + Y2 + Z? = 1 brez severnega pola N(0,0,1). Na ravnini
XY izberemo tocko M (z,y). Skozi tocki M in N potegnemo premico
p, ki prebode sfero v tocki T'(X,Y, Z), v stereografski projekciji tocke
M(z,y): o(M) =T. Izpeljite formule, ki izrazajo koordinate X,Y, Z s

koordinatama z,y in obratno.
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Resitev

Enacbo premice p s smernim vektorjem s = (X,Y,Z — 1) in zac¢etnim

vektorjem k = (0,0, 1) lahko hitro zapisemo v vektorski obliki:

F=k+ \5.

Pri tem je A realno stevilo. V koordinatah se premica p glasi:

(x,y,2) = (0,0,1) + M(X,Y, Z —1).

Od tod pa dobimo relacije:

r=AX, y=\Y, z=1+XZ-1).
Tretja koordinata tocke M je nic:
z=0, 0=14+XNZ-1).
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Dobimo: A =1/(1 — Z). Koordinati tocke M sta zato:

To sta iskani formuli.

Sedaj pa zapisimo koordinate tocke T

X=01-2)x, Y=(1-2)y.

Uporabimo enacbo X2 +Y? 4 Z2 =1 oziroma X2 +Y? =1 - Z%

1-222+(1-2) P =1-2"=(1-2)1+2).

Pri tem je 1 — Z # 0, ker smo sferi odvzeli tocko N (0,0, 1). Zato lahko

zgornjo enacho delimo z 1 — Z in dobimo:
1-2)*+(1-2)P*=1+Z2.

[zrazimo iz dobljene enacbe koordinato Z. Po preureditvi ¢lenov imamo

najprej enacho
—Z(@*+y 1) =1 -2 -y,

iz katere izrazimo
7 22 4+y? -1

o421
Da dolo¢imo Se preostali dve koordinati X in Y, najprej izrazimo:
71 -1 P4y 4 -t -y 1 2
2?4+l 22492 +1 2?4241
Nazadnje dobimo iskane formule:
2 2y 22 +y?—1
= - s Y = - s = |
2+ y?+1 2+ y?+1 24 y? +1
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Dopolnilo

Limitni proces 2 + y?> — oo ima za posledico M — N. Ce ravnino
XY kompaktificiramo z neskonéno oddaljeno tocko oo, potem lahko
stereografsko projekcijo razsirimo tudi na to tocko, tako da postavimo
o(o0) = N. Tako dobimo bijektivno preslikavo o med razsirjeno ravnino

IR* U {oo} in enotsko sfero s severnim polom vred.

. Dokazite, da se vsaka premica p ravnine XY pri stereografski projekciji

o preslika na kroznico skozi severni pol N enotske sfere.

Resitev

Naj bo aX + bY + ¢ = 0 enacba premice p v ravnini XY, pri ¢emer je
a? + b > 0. Ce je poljubna tocka M (z,y) na premici p, potem velja

ar + by + ¢ = 0 in po formulah za stereografsko projekcijo dobimo:

X Y
oz izt

Ce je M konéna tocka, potem Z # 1 in koordinate tocke T = o(M)

ustrezajo enachama
aX +bY +c(1-2)=0, X*+Y*+2°=1,

kar pomeni, da je T" hkrati na preseku ravnine skozi severni pol N
in sfere, torej na sferini kroznici, ki poteka skozi tocko N. Tocka oo
premice p pa se preslika ravno v N, tako da se res vsa premica p preslika

na sferino kroznico, ki poteka skozi severni pol N.

S tem smo dokazali, da se premica pri stereografski projekciji preslika

na kroznico skozi severni pol sfere.

36



3. Dokazite, da vsaka kroznica ravnine XY pri stereografski projekciji o

preslika na kroznico, ki ne poteka skozi severni pol N enotske sfere.

Resitev
Naj bo X2+ Y2 +2aX +2bY + ¢ = 0 enacba kroznice k v ravnini XY
Ce je poljubna tocka M (z,y) na kroznici k, potem velja 22 + 4?4 2ax +
2by 4+ ¢ = 0 in po formulah za stereografsko projekcijo dobimo:
X + v +2 X +2b Y + 0
a c=0.
(1-2)? (1-2)? 1-Z 1-Z

Kroznica k ne vsebuje tocke oo in zato Z # 1. Ko odpravimo ulomke,

dobimo:

X2+ Y2 42aX(1—-2)+20Y(1 = Z) +¢(1 - Z2)* =0.
Ker hkrati velja X? 4+ Y? + Z? = 1, imamo
1 -2 4+2aX(1—-2Z)+20Y(1 - Z)+c(1-2Z)*=0
in po krajsanju s faktorjem 1 — Z # 0
1+ Z+42aX +20Y +c(1—-2)=0
oziroma po preureditvi
20X +20Y + (1 —¢)Z+ (14+¢)=0.

To pa je enacba ravnine, v kateri lezi tocka T in v kateri ne lezi tocka
N. Hkrati pa je T na sferi X2+Y2+ 272 = 1, to se pravi, 1" je na sferini

kroznici, ki ne poteka skozi njen severni pol V.

S tem smo dokazali, da se kroznica pri stereografski projekciji preslika

na kroznico, ki ne gre skozi severni pol sfere.
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4. Dokazite, da se okolica tocke oo pri stereografski projekciji preslika na

sfero v okolico severnega pola.

Resitev

Brez skode za splosnost naj bo okolica tocke oo mnozica tock O, =
{(X,Y) € R X% +Y? > R?}. Kroznica X? +Y? = R? se ocitno
preslika na kroZnico, ki je presek sfere X2 +Y? 4+ Z? = 1 in ravnine
Z = (R*—-1)/(R?>+1). Pri tem pa se totka oo preslika v severni pol
N. Mnozica O se torej preslika na sferino kapico visine 2/(R* + 1) s

srediscem v tocki N, ki je okolica Oy severnega pola N.
Dopolnilo
Kroznica X? +Y? =1 v ravnini XY je negibna mnozica stereografske

projekcije, kajti za R = 1 dobimo Z = 0 na sferi X?+ Y2+ 272 =1, to

se pavi zopet kroznico X2 +Y? = 1.

5. S stereografsko projekcijo se tocke M z racionalnimi koordinatami pre-
slikajo v tocke T prav tako z racionalnimi koordinatami na enotski sferi.
Poisci s to ugotovitvijo nekaj pitagorejskih ¢etverk.

Resitev

Izberimo na primer M (26, 27). Po transformacijskih formulah dobimo:

52 52 26
X pr— p— —_— — 5
262 +272+1 1406 703
v 54 54217
262427241 1406 703’
g _ 26> +27° —1 1404 702
262427241 1406 703
Ker velja , , ,
26 27 702
X2 4 Y24 7% = =

7032 + 7032 + 7032
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velja tudi

26 + 27° + 702° = 7037,
kar pomeni, da je (26, 27,702, 703) pitagorejska cetverka.

Nadaljujmo s primerom M (57,91). Po transformacijskih formulah do-

bimo:
¥ - 114 114
©OB7249124+1  11531°
B 182 182
© B7249124+1 11531°
g _ 749171 11529
© B7249124+1 11531
Ker velja
1142 1822 115292
X2 4+Y?24+ 2% = =1
T 115312 + 115312 + 115312 ’
velja tudi

1142 + 182% + 11529% = 115312,
kar pomeni, da je (114,182,11529,11531) tudi pitagorejska cetverka.
Lahko pa jih najdemo Se in Se.

4. TAYLORJEVA IN LAURENTOVA VRSTA

1. Izracunajte konvergencni radij potencne vrste

X ntz
>

n
e
n=1 n.

Resitev

Potencna vrsta ima splosni koeficient ¢,, = n"/n!. Po Cauchy-Hadamardovi

formuli je konvergencni radij R potencne vrste dan s formulo:
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— = limsup {L/‘CT

n—oo
V nasem primeru obstaja kar limita, ki jo izracunamo s Stirlingovo
formulo:
1 n" n

——hm——h =

R n—oo |\l nl n—oo Ynl n—00 \/nne ny/9mnedn/(12n)

I ‘
= ]1m =
n—00 ZY/9mrnedn/(12n2)

Pri tem je 0 < ¢,, < 1. Upostevali smo vmesno limito

. 2 . In(27n)
lim 3/2rmn = lime 2« =¢e"=1.
n—oo

n—oo

Torej je R =1/e.
. Poiscite konvergencni radij potencne vrste
e ()
= = = —z e
37 \27 37 2
Resitev

Dana potenc¢na vrsta ima koeficiente ¢,,, pri katerih moramo obravna-

vati posebej lihe in sode indekse:

3 2k 2 2k+1
Cop, = <2> ) Cok+1 = <) 3 k:071a27""

3

Zato je

3

2, n =2k,

o= 2

2, n=2k+1.

Torej imamo
3

L,
— = limsup /¢, = -
R AP 2

in konvergenéni polmer vrste je R = 2/3.
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3. Katera cela funkcija f(z) zadosca za vsak kompleksen z enacbi:

f(22) = 2f(2).

Resitev

Funkcija ima razvoj v potencno vrsto
[e.e]
n
flz) =2 en™,
n=0

katere konvergencni radij je neskoncen. Potem velja tudi razvoj v

potencno vrsto, ko z nadomestimo z 2z:

f(22) =) 2%e,2".
n=0
Iz zahtevane enakosti torej sledi:
> 2% =) 20,2
n=0 n=0
Torej morajo veljati enacbe
2%, =2¢,, n=0,1,2,3,....

Iz njih razberemo, da je ¢, = 0 za vse n # 1, koeficient ¢; pa je lahko
katerokoli kompleksno stevilo, denimo ¢; = ¢. ReSitev je nesteto, vse

so preproste linearne funkcije:
f(z) =cz.
4. Katera cela funkcija f(z) zadosca za vsak kompleksen z enacbi:

f(22) = (f(2))".
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Resitev

Zopet zapiSemo:

=> 2", [(22) =D 2,2,
n=0 n=0

FEP =3 (z )

n=0 \k=0

Iz zahteve f(2z) = (f(2))? dobimo sistem enach:

chcn,k:T‘cn, n=0,1,2,3,....

k=0

Za n = 0 mora veljati ¢z = ¢, zato imamo dve moznosti: ¢y = 0 in

60:1.

Ce je ¢g = 0, potem iz enacbe 2cyc; = 2¢; dobimo ¢; = 0, iz enacbe

2coCo + 2¢2 = 4cy pa ¢y = 0. Korak za korakom spoznamo, da je teda]

¢, = 0 za vse indekse n in ena od resitev je f(z)

= 0.

Ce paje ¢y = 1, potem je ¢; poljubno kompleksno stevilo, recimo ¢; = ¢

in ¢y = /2. Iz enacbe 2¢ycs + 2¢1c = 8¢3 dobimo ¢3 = ¢*/6, tako da

domnevamo, da je ¢, = ¢"/n! za vsak n > 1. Domneva je pravilna, ker

velja:
chcn k= Z n‘ Z

Tako smo nasli drugo resitev:

flz)=1+ =e”.

|
n—1 n.

5. Katera cela funkcija f(z) zadosca enacbi

flz+w) = f2)f(w)?
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Resitev

Za w = 0 mora veljati: f(z) = f(2)f(0) za vsak kompleksen z. Prav
tako mora veljati enacba za w = z, torej f(2z) = (f(2))?. Zaz =0
tudi: f(0) = (f(0))% Torej je mozno dvoje: ali je f(0) = 0 ali pa je
f(0) = 1. V prvem primeru dobimo trivialno resitev f(z) = 0.

V drugem primeru, f(0) = 1, pa se lahko sklicemo na rezultat prejsnje
naloge, ki pove, da je edina cela funkcija f(z), ki zados¢a enacbi f(2z) =

(f(2)%), oblike f(z) = e, kjer je ¢ poljubno kompleksno stevilo.

. Poiscite stopnjo n nicle z = 0 funkcije

Resitev

Najprej je seveda f(0) = 0, kar pomeni, da je z = 0 res nicla funkcije
f(2). Uporabimo razvoj v potencno vrsto
2 4 6

22_ - - -
e —1+1!+2!+3!+...,

ki konvergira na vsej kompleksni ravnini (z). Potem imamo

z z z
f(2)2ﬂ+§+§+---:2’4g(2),
kjer je
1 22 A
AR TR

analiticna funkcija, ki za z = 0 ni eneka 0: g(0) = 1. Torej ima funkcija

f(2) v tocki z = 0 niclo stopnje n = 4.
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7. Preverite, da je kompleksno stevilo z = 0 nicla funkcije
f(2) = 24(cos(2?) — 1) + 2*(12 — 2%)
in nato z njenim razvojem v potencno vrsto dolocite stopnjo n te nicle.
Resitev

Ocitno je f(0) = 0, tako da je z = 0 res nicla funkcije f(z). Z razvojem
v potencno vrsto okrog tocke z = 0 dobimo vrsto

Z4 28 212

2— _ i —
cos(z7) =1 2!+4! 6!—1—...,

ki konvergira na vsej kompleksni ravnini. Torej imamo:

Z4 28 212
f(Z):24<—2!+4!—6!+--->+12Z4_Z8:
L 4 16 12
I—%Z +AZ +...=2 g(Z),

pri ¢emer je g(z) analiticna funkcija z lastnostjo g(0) # 0. Torej je

z = 0 nicla stopnje n = 12 funkcije f(z).
8. Poiscite stopnjo n nicle z = 0 funkcije

f(2) = 6sin(2®) + 23(2° - 6) .

Resitev

Najprej je seveda spet f(0) = 0, kar pomeni, da je z = 0 tudi tokrat
nic¢la funkcije f(z). Uporabimo znani razvoj sinusne funkcije v potenéno

vrsto



ki konvergira na vsej kompleksni ravnini (z). Potem lahko izrazimo:

62'>  62*
f(z)2623—z9+?_7+...+29—623=ZI59(2%

kjer je
6 625
e =gt
analiticna funkcija, ki za z = 0 ni eneka 0: ¢g(0) = 6/5!. Torej ima

funkcija f(z) v tocki z = 0 ni¢lo stopnje n = 15.
. Poiscite stopnjo n nicle z = 0 funkcije

f(Z) — esinz . etgz ]

Resitev

Zapisimo:
f(Z) — esinz _ etgz _ etgz(esinz—tgz _ 1) )
Najprej bomo razvili eksponent sin z—tg z v potencno vrsto okrog tocke

z = 0, ki je o¢itno nicla funkcije f(z). Razvoja sinusne in kosinusne

funkcije sta znana, funkcija tangens, ki je liha, pa ima razvoj oblike:
tgr=az+ b2 +cP+ .. ..

Ker je sinz = tg 2z - cos z, mora v okolici tocke z = 0 veljati enakost:

23 2P

5 5 22 24
z—§+§+...:(a2+bz +ez’ 4. <1—2!+4!+...>.

Desno stran zmnozimo in zapisimo do petih potenc:

23 2P

z—w+—+ —az+<b—a>z3~|— c—é+ﬁ 2%+
31 5 T 2 2 24
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10.

S primerjavo koeficientov potencnih vrst na levi in desni strani enakosti

dobimo sistem enacbh

e R R S YRR DY)
z resitvijo:
1 2
a=1,b=-,c=—.
3 15

Torej se razvoj funkcije tangens zacne takole:

t L N
Z =2z —Z —Z
& 3° 15

Tako imamo

: ¢ 1Ly 1 54
sinz —tgz=—-2"— -2+ ...
857797 T8
in
. inz— tgz)? 1 1
eS‘nZ_tgz—lz(sinz—tgz)+W+...:—223—8z5~|—

Torej lahko konéno zapisemo:

f(2) = 2Pe'8? (—; — ;::2 + .. ) = 2%9(2),

kjer je funkcija g(z) analiticna v okolici tocke z = 0 in ¢(0) = —1/2.
Torej ima funkcija f(z) v tocki z = 0 niclo stopnje n = 3.
Poiscite glavni del funkcije

exp(—22/2) — cos z

f(z) =

25
z razvojem v njej nastopajocih funkcij v potenc¢ni vrsti glede na tocko

2o = 0. Nato na podlagi dobljenega rezultata izracunajte sSe

?{221 f(z)d=
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11.

po pozitivno orientirani integracijski kroznici.
Resitev

Najprej zapisemo:

B 1 1 22 24 26
1@ = - gtz w3t )

1 1
G(f(z),O):@, Res(f(z),()):ﬁ.
Tako imamo nazadnje
%I—l f(z)dz = 2miRes (f(2),0) = 7;2

Poiscite glavni del funkcije

_ 2exp(—22%) —2cos z + 32°
— =

f(2)

z razvojem v njej nastopajocih funkcij v potencni vrsti glede na tocko

zo = 0. Nato na podlagi dobljenega rezultata izracunajte se

ji:l f(z)dz

po pozitivno orientirani integracijski kroznici.
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12.

Resitev

Najprej razvijemo:

1 222 224 23,6
f(z):[2<1_1!+2!_3!+'”> —

2 4 6 1 4 4
B T I IS V) R = + A5+ ).
! ! 25\ 12

Glavni del funkcije f(z) glede na tocko zy = 0 in residuum sta torej

47 47
G(f(z),())z 122 Res(f(z),()):ﬁ.
Tako imamo nazadnje
7{ 1z = 2miRes (£(:),0) = 476”

Poiscite glavni del funkcije

chz+cosz—2

f(z) =

25
z razvojem v njej nastopajocih funkcij v potenc¢ni vrsti glede na tocko

zo = 0. Nato na podlagi dobljenega rezultata izracunajte Se
?{ f(2)dz
|z|=1
po pozitivno orientirani integracijski kroznici.
Resitev

Najprej uporabimo znana razvoja:

1 22 24t S
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13.

22 24 S
+<1—2!+4!—6!+...>—2] -

1 (24 1
= (2 4ASt )= — Azt
z5<12+ o > 1. T

Glavni del funkcije f(z) glede na tocko zg = 0 in residuum sta torej

1 1
G(f(z)vo)zﬁa Res(f('z)?()):ﬁ'
Tako imamo nazadnje
]|4|_1 f(z)dz =2miRes (f(2),0) = 7;2

7 razcepom na parcialne ulomke razvijte kompleksno funkcijo

6 — 2z
3—2z—22

f(z) =

v potencno vrsto v okolici tocke z = 0. NariSite konvergencno obmocje

v ravnini kompleksnih stevil.
Resitev

Najprej razstavimo imenovalec in razbijemo na parcialna ulomka:

6— 2z 22 —0 22 —0 A B

3—22—22 22422-3  (2+3)(z—1) z—i—3+z—1'

Veljati mora enakost
22 —6=A(z—1)+B(2+3).

Za z = —3 dobimo —12 = —4A, za z = 1 pa —4 = 4B. Tako imamo
A =3 in B = —1. Torej lahko izrazimo:

3 1 1

f(z):3+z+1—z:1_< z>+1lzi<_g)n+izn'

3
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14.

Prva vrsta absolutno konvergira pri pogoju |z| < 3, druga pa pri pogoju
|z| < 1, ki tudi prevlada, tako da je konvergenéno obmocje dobljene

vrste

)= o - 3 (-5 )

enotski krog |z| < 1.

Pokazite, da koeficienti ¢, v razvoju

ch

zadoscajo za n > 2 relaciji ¢, = ¢,_1 + ¢,_2. Poiscite konvergencni

1—2—22

radij vrste. Izracunajte prvih osem koeficientov c,.

Resitev
Iz razvoja
1—2z—22 Z Cn?"
dobimo
o0 o0 oo o0
=(1—2-2")) 2" =) 2" =D 2" =) 2"
n=0 n=0 n=0 n=0
oziroma

(o) (o ¢] o
z= Z cp2" — Z Cp12" — Z Cp_o2" =
n=0 n=1 n=2

50



o0 o0 o
=cyp+ 1z —coz + Z cp2" — Z Cp12" — Z Cp_o2" .
n=2 n=2

n=2

Sedaj lahko izrazimo dobljeno enakost v obliki:
z=co+ (1 —co)z+ Y (Cn — Cao1 — Cr2)2™.
n=2

S primerjavo koeficientov vrst na levi in desni strani enacaja imamo:
O=cy,l1=c1—c¢cy,0=cp,—Cp1—Cha za n=234,....
Torej je
co=0,c0=1,¢c,=ch1+ch o za n=234....

Pola funkcije
z

f(z) =

1—2— 22

~-1-V5 —-1+V5
ZIZT’@:T

in 2o je srediscu zy = 0 razvoja v vrsto najblizji pol dane funkcije. Zato

sta

je konvergené¢ni radij R vrste enak:

V5 —1

R:|22’: 9

Zaporedje cg, c1, C, . . . je znamenito Fibonaccijevo zaporedje. Z lahkoto

izracunamo Se ostalih 6 zaporednih ¢lenov:

co=1,c3=2,¢c4=3,¢c5=5,¢c=8, cy=13.
15. Poiscite rekurzijo za koeficiente ¢, v razvoju

z o0 n
725 cn2" .
22 —-32+2

n=0
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Poiscite konvergencni radij vrste. Poiscite izraz za koeficiente c,,.

Resitev
Iz razvoja
z o
n
_ = CnZ2
2 Z n
22=3z+2 =
dobimo
[o¢] o0 o0 [o¢]
z=(2—3z+ 2% Z cp2t =2 Z 2t —3 Z cn 2™+ Z 2" 2
n=0 n=0 n=0 n=0
oziroma

[o.¢] o0 (o]
z =2 Z 2" —3 Z Cn_12" + Z Cp_oZ" =
n=0 n=1 n=2

= 2¢o + 2¢12 — 3cpz + 2 Z 2" —3 Z Cp12" + Z Cp—22".
n=2 n=2 n=2
Sedaj lahko izrazimo dobljeno enakost v obliki:
o
z = 2cy + (2¢; — 3¢p)z + Z(?cn —3Cp_1 + Cp2)2".
n=2
S primerjavo koeficientov vrst na levi in desni strani enacaja imamo:
0=2cy, 1 =2c1 — 3¢y, 0=2¢, —3¢c,_1+cCho za n=2234,....
Torej je

1
co=20, 0125, 2c, —3¢cp—1+cho=0 za n=23,4,....

Pola funkcije

sta



16.

in 27 je srediscu zy = 0 razvoja v vrsto najblizji pol dane funkcije. Zato

je konvergenc¢ni radij R vrste enak 1.

Rekurzijo 2¢,, — 3¢,_1 + ¢,—2 = 0 pri zacetnih pogojih ¢o = 0,¢; = 1/2
reSujemo z nastavkom ¢, = A". Ustrezna karakteristicna enacba je
202 —3X\ + 1 = 0, ki ima korena A\; = 1 in Ay = 1/2. Splosna resitev
rekurzije je:

B
ca= AN + BN = A+ .

Za koeficienta A in B dobimo iz zacetnih pogojev sistem enacb

B 1
A+B=0,A+— ==
* ATy T
ki ima resitev A = 1, B = —1, tako da lahko kon¢no izrazimo
1
ch=1——
2n
in s tem razvoj v vrsto
z > 1
_ — 1— — )
16 = 5553 ,;)( 2n>z !
ki konvergira za |z| < 1.
Funkcijo
1
f(Z) - y— ZQ

razvijte na punktirani okolici tocke zy = 1 v konvergentno Laurentovo

vrsto. Upodobite to okolico.
Resitev

Najprej zapisemo funkcijo v obliki:

S O ) | 1
f(z>—z(1—z)_ z(1-2) R
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17.

Prvi parcialni ulomek je en ¢len iskane vrste, drugega pa izrazimo tako:

1 1 o
il cps B DS NACE RS

Dobljena geometrijska vrsta konvergira pri pogoju |z—1| < 1. Nazadnje

imamo iskano Laurentovo vrsto:

—1
z—1

fz)= 1y i(—l)”(z _y

Vrsta konvergira pri pogoju 0 < |z—1| < 1, to je na punktiranem krogu

s srediSéem v tocki zgp = 1 in radijem 1 v ravnini (2).

T
Iz razvoja tudi razberemo: Res (f(2),1) = —1.
Funkcijo
1
&=ty

razvijte na punktirani okolici tocke zy = ¢ v konvergentno Laurentovo

vrsto. Upodobite to okolico.
Resitev

Najprej funkcijo zapisemo v obliki




Ker poteka zahtevani razvoj v Laurentovo vrsto po potencah razlike
z — 29 = z — 1, postavimo ¢t = z — ¢ in dobimo

1 1

(z—)2(z+4)2  2(t+20)2’

kar razbijemo na parcialne ulomke:

1 _A+B+ C N D
£2(t+2i)2 2t (t+20)2 t+2

Po odpravi ulomkov in odvajanju na ¢t imamo:
At +2i)* + Bt(t +2i)* + Ct* + D(t + 2i)t* = 1,

2A(t + 2i) + B((t + 20)* + 2t(t + 24)) + 2Ct + D(t* + 2(t + 2i)t) = 0.
Ce sedaj v zgornji relaciji postavimo t = 0 in t = —24, dobimo

—4A =1, -4C =1, 4A1—4B =0, —4Ci—4D =0,
od koder imamo pri prici:

1 1

Cetrti parcialni ulomek ima razvoj v geometrijsko vrsto:

1 1 ="
A(t+2)  8(1—it/2) 7; on+3

Dobljena porené¢na vrsta konvergira pri pogoju |t/2| < 1 oziroma |t| < 2

in jo smemo ¢lenoma odvajati:

i S > "t (n+1)
- - tn—l — D S tn .
4(t + 22)2 nz::l 2n+3 nz::() 2n+4

S tem smo dobili razvoj tretjega parcialnega ulomka v potencéno vrsto:

1 el X 1
S o i U i P
A(t + 20)2 ot

n=0
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18.

Tako imamo razvoj vsote tretjega in Cetrtega parcialnega ulomka v
potencno vrsto:

i 1 (n+3)

S = — =y ——{".
4t +2i0)  4(t+2)2 Z 2nH

Nasli smo Laurentov razvoj po potencah spremenljivke ¢:

| B i@'”(n+3)tn

2(t+2i0)2 42 At on+4

n=0
Dobljena vrsta konvergira pri pogoju 0 < |t| < 2. Ko se vrnemo na
prvotno spremenljivko z, imamo rezultat:

B 1 1 i > i"(n+3)
A Ry T s R D T

n=0

(z—10)".

Vrsta konvergira na punktiranem krogu 0 < |z —i| < 2 s sredisem v

tocki zp = ¢ in radijem 2 v ravnini kompleksnih §tevil (z).

Funkcijo

22 —22+45

1=yt

razvijte na kolobarju 1 < |z| < 2 v konvergentno Laurentovo vrsto.
Resitev

Najprej razstavimo imenovalec in razbijemo na parcialne ulomke:

22 —-22+45 22 —-22+45 A B C

) = @+ " GG -0es) -2 =i iti
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Ko odpravimo ulomke, imamo:
2 —22+5=A(z—i)(z+i)+ Bz —2)(z +1i) + C(z — 2)(z — i) .

Za z = 2 dobimo 5 = 5A, za z = i imamo 4 — 2i = 2i(i — 2)B in za

z = —i nazadnje 4 + 2i = —2i(—i — 2)C. Nato iz teh enac¢b najdemo
A=1,B=i, C=—i,

tako da imamo:

1) 22— 2245 1 N i i 1 2

zZ) = = — — — .
(z—=2)(224+1) 2z2—-2 z—1 z+i 2z-2 z22+1

Prvi ulomek ima pol pri z = 2, drugi pa pri 2z = ¢ in z = —:. Vsi poli

so enostavni (1. stopnje). Prvi je oddaljen od tocke z = 0 za 2, slednja
pa sta najblize tocki z = 0, oddaljena od nje za 1 in zato bomo drugi

ulomek razvili zunaj kroga radija 1, prvi ulomek pa v krogu radija 2.

1 2
f(z>:‘1f;‘1_<z2_12> P ACI IS PO
z

Iskana Laurentova vrsta ima torej obliko

f(z) = _2n_0 Snt2 Z on+1

n=0
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19.

ali lepse

(1) 9] n
f(z):22(2273 _Zgiﬂ'
n=1 n=0

Prva vrsta konvergira pri pogoju 1/|z| < 1 oziroma |z| > 1, druga pa
pri pogoju |z/2| < 1 oziroma |z| < 2, njuna vsota pa na kolobarju
1<zl <2.

Funkcijo
z

f<z):,22—32—1—2

razvijte v konvergentno Laurentovo vrsto:

(a) v okolici tocke zy = 0;
(b) v okolici tocke zy = 1;
(c) v okolici tocke zg = 2;
(d) na kolobarju 1 < |z| < 2;

)

(e) v okolici tocke zg = 0.

Resitev

Najprej funkcijo

z z

I = s " o=

ki ima enostavna pola z; = 1 in 29 = 2, razcepimo na parcialne ulomke:

z A n B
(z—1D(z—-2) 2z—-1 z-2°

Po odpravi ulomkov imamo:
z=A(z—2)+B(z—1).
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Za z = 1 oziroma z = 2 dobimo 1 = —A oziroma 2 = B. Tako imamo
A=—11in B=2in s tem
z -1 2

G-)(-2 2-1 =-2

(a) Za razvoj v okolici tocke zp = 0 pisemo
1

f(z>:1_z_1_zznzz:oz_22nz_2<1 2n>z'

n=0 n=0
2

Vrsta konvergira za |z| < 1.

(b) Za razvoj v okolici tocke zp = 1 piSemo najprej ¢t = z—1 in dobimo
vrsto
-1 2 -1 2 -1 2

+ + = = -1 2 i t"
z—1 2-2 t (t+1)—2 ¢t 1—t =
ki konvergira pri pogoju 0 < [t| < 1. S prehodom na prvotno

spremenljivko z imamo razvoj v Laurentovo vrsto

fe)= o 2=

z —

ki konvergira za 0 < |z — 1| < 1, to je na punktiranem krogu
|z —1] < 1.
(¢) Podobno ravnamo v okolici tocke zp = 2. Uvedemo ¢t = z — 2 in

razvijemo v vrsto
-1 2 2 -1 2 —1 2

129 t+(t+2)—1 t+1—(—t) t ,;f e
ki konvergira pri pogoju 0 < [t| < 1. S prehodom na prvotno

spremenljivko z imamo spet razvoj v Laurentovo vrsto

f(5) = —— 4 (1) — ),

z—=2 =

ki konvergira za 0 < |z — 2| < 1, to je na punktiranem krogu

|z —2| < 1.
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(d) Za konveregenco na kolobarju 1 < |z| < 2 piSemo

1
-1 2 . 1
— _ z_ _
/() z—1+z—2 Lz
1— =
P 2
in razvijemo v vrsto:
O D EDDETEED DE- T Dy
< n=0 < n=0 2 n=1 < n=0 2

Prva vrsta konvergira za 1/|z| < 1 oziroma za |z| > 1, druga pa

za |z| < 2, tako da dobljena vrsta res konvergira na kolobarju

1 <|z] <2
(e) Za razvoj v okolici tocke zy = oo zapiSemo funkcijo najprej v
obliki:
1 2
-1 2 7 >
_ __z z
U T R
1—- 1—-
z z

Nato razvijemo v vrsto:

131 2.& 20
O IR D

n n '
Z’n:OZ Zn:OZ

Prva vrsta konvergira za 1 < |z|, druga pa za 2 < |z|, vsota pa za

|z| > 2. Nazadnje dobimo vrsto

fE)= Y@ - =3 - 1)

ki konvergira v okolici tocke oo, in sicer zunaj kroga s polmerom

2, to je za |z| > 2.

20. Dokazite adicijski izrek za kompleksno eksponentno funkcijo

c L 2228
e = ‘f‘ﬂ‘f‘a‘i‘a—f—....
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21.

Resitev

Za vsak kompleksni z vrsta v nalogi absolutno in enakomerno konver-

gira in eksponentna funkcija z — e je cela funkcija. Poleg tega velja
(ez)(n) — 7

za vsak naraven n in vsak kompleksen z. Za vsak kompleksni w pa

velja Taylorjev razvoj:

4w _ z i gz 2 i 3
e =e +1!w+2!w —i—S!w + ...

Torej velja:

z4+w _ 2 1 w ’LU2 wS oz w
e =e +i+§+§+... =e€e"e .

Tako imamo adicijski izrek za eksponentno funkcijo:

ez+w — €Z€w
Za funkcijo )
e +e*+1
f(Z) - (Gz + 1)2

dolocite nicle, pole in glavne dele v polih.
Resitev
Nicle funkcije so koreni enacbe

e +ef+1=0.
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Iz nje takoj dobimo

. —l1Ey=3 —1+iV3 e
B 2 2 ’

e

torej so iskane nicle
z = £2mi/3 + 2kmi = (2k £ 2/3)7i,

kjer je k poljubno celo stevilo.

Poli funkcije so koreni enacbe e* + 1 = 0 oziroma ¢* = —1 = ™. To so
2z, = i+ 2kmi = (2k + 1)mi,

kjer je k poljubno celo stevilo. Vsi poli so druge stopnje.

Za razvoj v Laurentovo vrsto preprosto naredimo zamenjavo w = z — 2z

in dobimo:

62w+2zk + 6w+zk + 1

f(Z) = f(w + Zk) - (ew-‘er + 1)2

62(w+2k7ri+7ri) 4 e(w+2k7ri+7ri) +1 B eQw P | B ( )
(€w+2k7ri+7ri + 1)2 o (ew _ 1)2 = g9\w).

Dobljeno funkcijo g(w) sedaj razvijemo v Laurentovo vrsto okoli tocke

w = 0. Ker nas zanima glavni del te funkcije, bomo zapisali samo nekaj

¢lenov v razvoju Stevca in imenovalca:

14+ w+3w?/2+ Tw?/6+ ...

g(w):w2(1+w+7w2/12+w3/4+...):
1 1 11 w?
= — (1+11w?/12 U0+ . ) = — o ——
w2(+ w?/12 + w240 + ) —t Tt

Funkcija f(z) ima torej glede na pol z; glavni del

1 1

(z—2)2 (2 — (2k+1D)mi)2"
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22. Za funkcijo
1

f(2) = ==

sin” z

dolocite glavne dele glede na njene pole.
Resitev

Funkcija f(z) ima pole tam, kjer je sinz = 0, to je v tockah z, = km,
kjer je k poljubno celo stevilo. Vsi njeni poli so druge stopnje, ker lahko

njen imenovalec zapisemo kot

.o 1 1 _
sin® z = 5(1 —cos(22)) = 5(1 —cos(2(z — km)) =

2! 4!

(22(z—k7r)2 24(z — km)? +> _

N —

2! 4!

kjer je g(z) neka holomorfna funkcija, za katero je ocitno g(km) # 0.

:(z—kﬁ)2<2—w+...>:(z—kﬂ)2g(z),

Za dolocitev glavnega dela uvedemo pomozno spremenljivko w = z—kr

in dobimo:
1 2
J(2) = sinfz  1-— cos(2z) -
2 2
1 cos(2w + 2km) T 1- cos(2w) -
— 2 —
o 2%2w? 2%t 2808 28w N
21 4l T T
1
T 2w Bwt wb  2Twd B
21 A4l 6 8
1
— . (1 B B2 Dyl B 270 B >
4! 6! 8!
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Za dolocitev glavnega dela je dovolj izracunati le nekaj prvih ¢lenov v

razvoju, v katerem so oc¢itno samo sodi eksponenti:

2 4 6
= Co + QW + cqw +cgw +....

w2 2Pwr 27w
== % & T

V neki okolici tocke w = 0 mora veljati:

2 2 4 6
<1—7§+4@;—;5+...> (co + cow® + cyw* +cgu® +...) =1.
S primerjavo koeficientov pri istoleznih potencah spremenljivke w do-

bimo linearen sistem enacbh:

Co — 1
1
—scpt+ec = 0
30 2
2 1 n _ 0
4500 302 Gy =
! + 2 L + 0
C —c —cytcg =
3150 457 3t
Sistem znamo hitro resiti in imamo:
] 1 1 2
co=1co==-.c4=—.c6=—,....
0 5 L2 37 4 157 6 1897

S tem smo nasli nekaj prvih ¢lenov v razvoju:

e (1Y

w? 3 15 189
_ 1 +1+(z—k7r)2+2(z—k7r)4+
C(z—km)? 3 15 189
Glavni del funkcije f(z) glede na pol k7 je torej
L
(z — km)2’

pri ¢emer je k poljubno celo stevilo.
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5. RACUNANJE INTEGRALOV

1. Z uporabo Cauchyjevega izreka izracunajte za pozitivno konstanto a
integral
b 2
/ e " cos(2ax) dx
0

z

z integracijo funkcije f(z) = e~ ’ po obodu pravokotnika z oglisci

—R,R, R+ ia,—R + ia, kjer je R pozitivno stevilo.
Resitev

Ker je f(z) cela funkcija, je ¢ f(z)dz po ograji C pravokotnika v po-
zitivni smeri enak 0. Na stranici od —R do R je z = x,dz = dx, na
stranici od R do R + ia je z = R + 1y, dz = idy, na stranici od R + ia
do —R+1a je z = x +1ia,dz = dzr in kon¢no na stranici od —R + ia do

—Rje z=—R+1y,dz = idy.

—R+1a R +1a

—R 0 R 7

Torej velja:

R —x2 [ —(R+iy)?
j{jf(z)dz:/_Re dx—irz/oe dy+

-R , 0 ,
+ /R e~ gy 4 z/ e~ (R gy — .

a

Integrale na desni ozna¢imo po vrsti z [1(R), Io(R), I3(R), I4(R). Pri

vseh bomo R limitirali proti neskon¢no. Dobimo:
R 2 o0 2
lim [;(R) = lim e dx :/ e dr = /1.

R—o0 R—oo J—_R
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To je znani Poissonov integral. Naslednji integral, to je

IQ(R) ’L/O (R+Zy) dy_l/ e—RQ—QiRy-i-yQ dy’

0
ocenimo takole:

IL(R)| < /0 e dy — /0 & dy.
Ocitno I5(R) gre proti 0, ko R — oo.

Tretji integral je

/_R 6—(a:+ia)2 dr — — /R e—(x—i—ia)z de —
R R

R —x2—-2iax+a? a? R —r2 L.
= —/ e dx = —e / e " (cos(2ax) — isin(2ax)) dz
—R -R
Cetrti integral, to je
0 , a .
L(R) = z/ e~ (CRHW? gy _l-/o e~ 2Ry gy

spet ocenimo tako kot I5(R) in dobimo:

L(R)| < e [ e dy.
0

Ocitno I4(R) gre tudi proti 0, ko R — oc.

Ko v § f(z) dz naredimo limitni proces R — oo, dobimo:
N / e~ (cos(2ax) — isin(2az)) dz = 0,
iz Cesar sledi:
/O:O e cos(2az) dv = e /7, / e " sin(2az) dz = 0.
Tako smo na cilju:

/ e~ cos(2ax) dr = e~ \/7.
0
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2. Dokazite enakost:

/7r a2 (r —x)"sinzdr = /OO Yy " [(y +mi)" + (y — mi)"]e Y dy.
0 0

Pri tem je n poljubno nenegativno celo stevilo.

Resitev

Vzemimo celo funkcijo f(z) = 2"(m — 2)"e'* in jo integrirajmo v pozi-
tivni smeri po obodu C pravokotnika z oglisci 0, 7, 7+ R in ¢ R v ravnini

kompleksnih §tevil (z). Pri tem je R poljubno pozitivno stevilo.

4 (2)

iR H7T+ZR

0

Po Cauchyjevem izreku in z razbitjem integrala na stiri delo dobimo:

R

0 0
0

Lo 0 L
+/ (z 4+ iR)"(m — x — iR)"e" @) dy 4 Z/ (i)™ ( — iy)"e' ™ dy =
s R
g . . rR
= / 2 (m —x)"e” dx + ie™ / (—im +y)"y"e ¥ dy+
0 0

T . R
—e’R/ (x +iR)"(m —x —iR)"e” dx — z/ y"(mi+y) eV dy.
0 0

Sedaj naredimo limitni proces R — oo. Integral s faktorjem e=% gre

pri tem proti 0, ostalo pa zapisemo v obliki:
oo

/ " (m—x)"e"” dv = 7,/ (y—im) "y e dy—{—i/ Yy (rity)e ¥V dy =
0 0 0
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=i [Tyl +im) + (g — i) dy
Podintegralska funkcija zadnjega integrala je ocitno realna, zato je

desna stran dobljene enakosti Cisto imaginarna. Po primerjavi imagi-

narnih delov obeh strani dobimo enakost

/7r a(m —x)"sinzdr = /OO Yy [y +m)" + (y — mi)"e Y dy,
0 0

ki jo je bilo treba dokazati.

Opomba

Dokazati se da, da obstajajo pozitivni koeficienti a,, v razvoju

na intervalu [0, 1]. Dobljeno enakost se da uporabiti pri dokazu, da je 7
iracionalno Stevilo, kar je narejeno v razdelku Iracionalnost nekaterih
stevil.

. Naj bo 0 < a < 1 konstanta. Izracunajte integral

Q zsinx dx

—x1—2acosz + a?

tako, da integrirate funkcijo f(z) = z/(a — e~**) po pozitivno orienti-

ranem robu pravokotnika z oglis¢i —m, m, 7 + 1R, —7 + 1 R.

Resitev

Kompleksna funkcija f(z) = z/(a — e **) ima enostavne pole, ki so
resitve enacbe e~ = a. To so z = ilna + 2kn, kjer je k poljubno celo

stevilo. Ker je 0 < a < 1, je njihova imaginarna komponenta negativna.

68



Pozitivno orientiran rob pravokotnika z oglis¢i —m, m, 7 + iR, — 7 + iR,
R > 1, je sklenjena krivulja C, ki ne obkroza nobenega pola funkcije in
zato je

fé f(z)dz=0.
Po drugi strani pa lahko zapisemo:

/7r xdx +/R (m 4 iy)idy /*Tf (x +1iR) dx /0 (—m +iy)idy 0
0 ™

—raq—e @ a — e—i(r+iy) a — e~ ta+iR) R a — e—i(=m+iy) -

Za tretji integral imamo

Y

/7r (x +iR) dx

= — e~ i(@+iR)

S/Tr |z +iR| dx </7r |z +iR| dx

—r la—eel| T Jx efl—a

kar ocitno gre proti 0, ko R — oo. Za drugi in zadnji integral skupaj

je v limiti R — oo

/OO (m+iy)idy /0 (—m +iy)idy

a — e—i(r+iy) o a — e—i(=mt+iy)

./00 (m +iy) dy ,/°° (—m +iy) dy ,/°° dy
=1 ~ 27 7 3 — = % = 2m .
0 a-+ ey 0 a-+ ey o a-+ey

S substitucijo u = €Y dobimo:

/OO dy _/00 du  In(1+a)
0o at+er N1 uluta) a

Tako smo prispeli do relacije:

— +— In(14+a)=0.
—raq—e % a

/7r T dx 27

Podintegralsko funkcijo Se preoblikujemo:

T z(a — @) _ (@—cosz —isinx)x

a—e @ (a—e®)(a—e®)  1—2acosz+ a>
Nazadnje dobimo rezultat:

@ rsinx dx 21
— In

»1—2acosz+a® a (I+a), O<a<l.
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4. 7 uporabo Cauchyjevega izreka izracunajte Fresnelova integrala

/oo cos(z?) d /OO sin(z?) dx
0 0

z

tako, da integrirate funkcijo f(z) = e~ * po krivulji C, ki poteka naj-

prej vzdolz realne osi od tocke 0 do tocke R, nato po kroznem loku
/4

s sredis¢em v tocki 0 do tocke Re in nazadnje od tu naravnost po

poltraku do tocke 0. Na koncu R limitirajte proti neskoncnosti.
Resitev

Na prvem delu krivulje C je z = z,dz = dx, na drugem delu je z =
Re?. 0 < ¢ < w/4,dz = Rie*?dyp in nazadnje na tretjem delu Se
z=re™* 0<r<R,dz=e"*dr.

0 R 7

Ker je funkcija f(z) cela funkcija, velja po Cauchyjevem izreku:
R /4 . , 0 i
j{efﬂ dz :/ e—xQ diC—F/ €7R2e2 LpRz-ew: d(p+/ 67723 /26171'/4 dr=0.
c 0 0 R

Naj bo drugi integral



Naredili smo najprej substitucijo u = 2¢p, nato pa Se substitucijo v =

7/2 — u. Sedaj uporabimo Jordanovo neenakost:

Y
y=>2
1 Yy =sinx
0
/2 X
. 2z s
sine > —, 0< 2 < —.
T 2

Po njej je —R?*sinv < —2R%v/7 in zato lahko naprej ocenimo:

R (/2 > R oo 2 i
B —2R%v/m g 7/ —2R%/m g T
lI(R)| < 5 /0 e dv < 5 ), € dv 1

Iz tega sledi, da I(R) — 0, ko R — oo.

Ko R — oo v § f(z)dz, dobimo:
/ e dr — / e e dr = 0.
0 0
Po preoblikovanju pa nato Se
/ e—ir2 dr = €—i7r/4/ 6—x2 dr = 6—7L7r/4ﬁ
0 0 2
oziroma
/ (cos(r?) —isin(r?)) dr = <COS i isin >
0
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Po primerjavi realnih in imaginarnih delov obeh strani imamo:

/Ooocos(r2)dr—\g§~\/;, /Ooosin(rQ)dr—\f-\/j.

Po zamenjavi r = x imamo kon¢no pred seboj oba Fresnelova integrala:

o0 V2 o0 V2
/ cos(x?) dr = TW : / sin(z?) do = Tﬂ :
0 0

. Razvijte v potencno vrsto funkcijo

z

FE) =15 0

v okolici tocke 2y = 0. Kaj je konvergenéno obmocje dobljene vrste?
Kje ima funkcija f(z) singularnosti in kaksne? Izracunajte s Cauchy-

jevo integralsko formulo
] d
fé (Z) =

kjer je C pozitivno orientirana kroznica |z| = 3/4.

Resitev
Imenovalec dane funkcije razstavimo in zapisemo:

z 1 1

T 182422 1-2: 1-—2z°

f(2)

Nato ulomka razvijemo v geometrijski vrsti:

f(z) = 2(22)" — i_o:oz" = 2(2" —1)2".

Prva vrsta konvergira, ¢e je |2z| < 1, druga pa, ¢e je |z| < 1. Torej
iskana vrsta konvergira, ¢e je |z| < 1/2. Konvergenéno obmodje je

odprti krog s srediséem v tocki zp = 0 in z radijem R = 1/2. V tockah
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z1 = 11in 25 = 1/2 ima funkcija f(z) enostavna pola. Kroznica C

obkrozi pol z = 1/2, pol z; = 1 pa je zunaj nje. Zapisemo:

7{"0 dz_%zz—f/czlzz—m zg(—Z)ch’

kjer je g(z) = z/(2z — 2). Po Cauchyjevi integralski formuli

1 [g(z)dz

2riJc 2 — 29’

9(20) =

kjer kroznica C enkrat v pozitivni smeri obkrozi tocko zy, imamo:

jai F(2)dz = 2mig(1/2) = —

. Z uporabo Cauchyjeve integralske formule izracunajte

]{ zsin(nz) dz
|z—i|=1 (22 + 1)2

po pozitivno orientirani sklenjeni krivulji.
Resitev

Najprej zapisimo integral v obliki

j{ zsin(nz) dz .
le—il=1 (2 — 1)%(2 +7)?
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Podintegralska funkcija ima pola 2. stopnje v tockah z =7 in 2 = —1.
Kroznica, po kateri integral poteka, ima za sredis¢e ravno pol z = 1,

zato integral piSemo v obliki
}{ 9(2)d=
lz—il=1 (2 — )%

= zsin(7z)
9C) =

Ker je funkcija g(z) analiticna na krogu |z — i| < 2, je po Cauchyjevi

kjer je

integralski formuli

n zato imamo:

zsin(mwz) dz .
——— =2 :
7|§z—z‘|1 (22 +1)? mig (i)
Ker je
g(2) = zsin(rz)(z +1) 72,
imamo

g'(z) =sin(72)(z +1i) "2 + wcos(mz)(z + i) — 2sin(72)(z + 1) °

g'(i) = sin(7i)(2i) % + 7 cos(7i)(2i) % — 2sin(7i)(2i)* = —Zi chr.

Nazadnje dobimo iskani rezultat
‘ 2
j{ zsin(mz) dz T
le—il=1 (22 4 1)2 2
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7. Z uporabo Cauchyjeve integralske formule izracunajte
j{ zdz
|z—a|=a 24 —1 ’
kjer je a > 1.
Resitev

Najprej zapisimo integral v obliki

7{ zdz
|z—a|=a (Z — 1)(23 + z2 + 2+ 1) '

Podintegralska funkcija ima enostavne pole v tockah z = 1, z = —1,
z =14 in z = —i. Kroznica, po kateri integral poteka, pa obkrozi pol
z = 1, zato integral pisemo v obliki

l¢ g(z)dz
\

z—al=a Z — 1

Y

kjer je
z
B+24+z+1"
Ker je funkcija g(z) analiticna na krogu |z — a| < a, je po Cauchyjevi

9(z) =

integralski formuli

o =gf )

2w z—1

in zato imamo:

fi zdz = 2mig(1) .

z—al=a 24 —1

Ker je

imamo iskani rezultat

% zdz i
|z—a|=a 24 —1 N 4
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8. Z uporabo Cauchyjeve integralske formule izracunajte
]{ ze*dz
|z—al=a (Z - CZ>3 ’
kjer je a > 0.
Resitev
Najprej prepisimo integral

ze* dz (2)dz
f{za|=a m N ﬁza|=a (i—a)?’ ’

kjer je g(z) = ze*. Podintegralska funkcija ima pol 3. stopnje v tocki

z = a. Kroznica, po kateri integral poteka, pa ta pol obkrozi, zato

o(a) 1 fj g(z)dz ’

271 z—al=a Z — Q

lahko zapisemo

ker je funkcija g(z) analiticna na krogu |z — a|] < a. Za drugi odvod

wey 2 9(z) dz
g (a) %z—a|—a (Z — CI,)S ’

 2mi

dobimo:

Ker je g"(z) = ze* + 2¢*, imamo

1 g(z)dz
" — a 2 a — 7%
g (a) ae’ + ze ) |z—al|=a (Z — &)3

in zato
d
}{ Q(Li = mi(ae® 4 2¢?).
|z—al=a (Z — a)

Torej imamo iskani rezultat

“d
}zlf | (Zezzme“(a—l—Q).

z—a)?
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9.

10.

Z metodo ostankov (residuov) izracunajte

% zdz
le—2=1/2 (2 — 1)(z — 2)?

po pozitivno orientirani krivulji.

Resitev
Funkcija f(z) = z(z — 1)}z — 2)72 pod integralskim znakom ima
enostaven pol z; = 1, ki je zunaj dane krivulje |z — 2| = 1/2, in pol

druge stopnje z5 = 2, ki je znotraj nje. Zato po izreku o ostankih velja:

zdz .
]{z—2|1/2 (z —1)(z —2)2 =2miRes (f(z),2).

Ocitno je

Res (/(2),2) = liy((2) (:-2)%) = limg (= ) S T

z—2 z=2\z —1 22 (Z - 1)

tako da je nazadnje:

zdz o
74 = —271.
le—2|=1/2 (z — 1)(z — 2)?

Z metodo ostankov (residuov) izracunajte

]{ dz

=2 (2% — 1)(z — 3)
po pozitivno orientirani krivulji.

Resitev

Podintegralska funkcija f(z) = 1/(2°—1)7!(2—3) ! ima Sest enostavnih
polov, resitve binomske enacbe 2% = 1 in 25 = 3. Znotraj integracijske
krivulje lezijo

z = e =0,1,2,3,4,
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zunaj pa je pol z5 = 3.

Y
(2)
4!
z2 2] =
47 /4
27/5 % .
0 1 2 2'5
<3
24

Po izreku o ostankih je torej:

dz A
fiz|=2 (> —1)(z—3) 27”];] Res (f(2), zk)

Ostanke izracunamo po znanem pravilu:

B 1 B 2k _ o Fk
Res (f(2), ) = 5(zr —3)2b 5(z—3)20  5(z —3)

Ker je zp = 1 in z4 = Z7 ter 23 = Z3, lahko zapiSemo:

4 _ _
1 1 21 21 29 22

> R a) =z (- ).

] sU@a =g 5t 353,353

Ocitno je dobro zdruziti konjugirane clene in dobimo:

];Res(f(z),zk)—;< L, 2-6R(x) 2—63%(,22)) |

2 T T0—6R(z1) 10— 6R(z)
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Pri tem pomeni R(z) realni del kompleksnega stevila z. Sedaj uposte-
vajmo, relacije R(z1) = cos(2m/5) = cosT72° = sin18° in RN(zy) =

cos(4m/b) = cos 144° = — cos 36° = — sin 54°.

Spomnimo se na nekatere preproste relacije v pravilnem petkotniku
in na Ptolemajev izrek, star skoraj 2000 let, ki pove, da je v konvek-
snem tetivnem Stirikotniku vsota produktov nasprotnih stranic enaka
produktu diagonal. Ce to lastnost uporabimo na trapezu ABCD, ki

ocitno je tetivni stirikotnik, takoj dobimo ena¢bo
a>+ad=d?,

ki ima seveda pravo reSitev d = Ta, pri cemer je 7 = (1 + /5)/2
tako imenovano zlato razmerje, eden od matematicnih biserov. Ima

preprosto lastnost: 72 =7 + 1.




Pri racunanju vsote ostankov sedaj upostevajmo
2%(2’1) = 1/7’, 2%(22) = —T

in dobimo:

1( 1 2-3/7 2431
+ + =
2 10-3/7 10437

]CX—: Res (f(Z),Zk) = g

_1<_1+27—3+2+37)_
5\ 2 10r—3 10+37/)

1/ 1 (21 =3)(10+37) + (2 + 37)(107 — 3)
=5 (‘2 * (107 — 3)(10 + 37) ) '

Preprost ra¢un, pri katerem upostevamo enakost 72 = 7 + 1, nam da:

4 1/ 1 58 1 1
R, = — —_ = — = —— .
,;0 es(f(2), ) = 5 ( 2" 121) 2 121 242

Na koncu najdemo rezultat:

dz - 1 m
— omi — _2mi- _
j|{2:2 (5 —1)(z - 3) m,;) Res (fz):2) = =2m0 5957 = ~133

Ali se nemara ne bi dalo izogniti tako dolgemu racunu? Bi, ¢e bi vnaprej

vedeli, da je vsota vseh ostankov racionalne funkcije f(z) enaka O:
5 4
> Res(f(2),21) = D Res(f(2),z) + Res(f(2),25) = 0.
k=0 k=0
Ker je

1 1 1

R’es(f(z)sz')):zg_l :35_1 :@7
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11.

lahko samo potrdimo prejsnji rezultat:

j{ dz o m
=2 (22 = 1)(z —=3) 121"
Dopolnilo

Kot je lepo razvidno na sliki, lahko zapisemo

dj2 1 145

36° = sinbd° = L= = — =
COS S1n a 2 4

Iz polovice enakokrakega trikotnika ABD pa najdemo

a/2 1 5-1
i 1 ©° = 20 = — = — =
sin 18 cos7 ¥ o 1

Zato lahko lahko povzamemo:

Vi+1 V541

cos 36° = 1 sin 54° = 1
—1 —1
cos72° = \/54 , sinl18° = \/54

se:

Y

Zato lahko izrazimo vrednosti trigonometri¢nih funkcij z osnovnimi

Stirimi racunskimi operacijami in kvadratnim korenjenjem za vse celo-

Stevilske kote, ki so veckratniki kota 3°, ki ga na primer izrazimo kot

razliko 18° — 15°, vrednosti trigonometri¢nih funkcij kotov 18° in 15°

pa izrazimo iz znanih vrednosti funkcij kotov 36° in 30°.

Poiscite primer racionalne funkcije, katere vsota residuov ni nic.

Primer

Naj bo




12.

Funkcija f(z) ima enostavna pola v tockah z; = —i in 2o =4 in

22(z +1) —2i
R =1 1
(] (f(Z), Zl) zl>n—12 (Z n Z)(Z I Z) —9; )
2z(z — 1) 2i
R =1 —=1.
es (/(2),2) Pt (z4+10)(z—1) 21
Vidimo, da velja
Res (f(2),21) + Res (f(2),22) =2#0.
Dokazite, da ima racionalna funkcija
() : > 1
z - ) n )
(z—2z1)(z—29) - (2 — zp)
kjer so kompleksna stevila 2y, 29, ..., 2, med seboj razlicna, naslednjo
lastnost:
> Res(f(z),2x) =0.
k=1
Dokaz
Stevila 21, 2y, . . . , 2, 50 enostavni poli funkcije f(2). O¢itno je za n > 2
. = Res (f(Z)7 Zk) =
i Z— 2k
= 11m =
= (2 —21) - (2 — 2e-1)(2 = 26) (2 — zea) - (2 — 20)
B 1
(zk—21) - (26 — 2r1) (26 — 2hp1) - (26 — 20)
Sedaj integrirajmo funkcijo f(z) po kroznici |z| = R, pri Cemer vza-
memo R > max{|z|, |z2|,...,|2a|}. Tedaj imamo enakost

1 dz
2mri 7%2:1% (z—2)(z—2) (2 — 2)

rn+rot+...+r, =
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13.

1n oceno:

‘7"1+7'2+...—|—7"n|:

1 /27T Re™idyp
“[2miJo (Re® — z))(Rei® — z) - - - (Ret® — z,)
2
< 1/ Rdy <
2mJo (R—|z])(R—z]) - (R —|z])
R
< .
(B—|z1)(R—z]) - (R —|z])
Sedaj naredimo limitni prehod R — oo in dobimo:
7”1+7"2—|—...+7"n:0.
To tudi pomeni, da je
dz
=2mi(ry+ro+...4+7,) =0
ji (z—21)(z—22) -+ (2 — 2,) mifrs 472 a)
za vsako enostavno sklenjeno krivuljo C, ki objame vse tocke z1, 2o, . . . , z,,.
Koliko razli¢nih vrednosti ima lahko integral
% dz
clz—2)(z—2) (22— 2z,)
kjer so zy,2s,...,2, med seboj razlicne tocke v ravnini kompleksnih

stevil, C pa v tej ravnini pozitivno orientirana enostavno sklenjena

krivulja, ki ne poteka skozi nastete tocke.
Resitev

V primeru n = 1 ima podintegralska funkcija enostaven pol v tocki z;
in sta 2 moznosti: ali C obkrozi z; in integral je enak 27 ali pa te tocke

ne obkrozi in je integral enak 0.
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14.

V primeru n > 1 pa lahko C obkrozi vsako podmnozico mnozice polov
podintegralske funkcije {z,22,...,2,}. Takih podmnozic pa je 2",
vkljuéno s prazno mnozico. V slednjem primeru je integral enak 0.
Toda integral je 0 tudi v primeru, ko C obkrozi vse tocke 21, 23, ..., 2z,
kakor je bilo ugotovljeno v prejsnji nalogi. Zato ima dani integral v

primeru n > 1 lahko 2" — 1 vrednosti.

Za poljubni nenegativni celi stevili m in n definirajmo integral

1 2"dz
_mfg:z(z—n(z—z)-..(z—m)‘

S(n,m)

Pri tem je C poljubna enostavna sklenjena krivulja, ki objame vse tocke
0,1,2,...,m v ravnini kompleksnih stevil (z). Dokazite naslednje last-

nosti stevil S(n, m):

(a
(

n > 0;

(e) vsa stevila S(n,m) so nenegativna in cela.

4 (2)
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Resitev

(a)
S(0,0):ljédzzy

271 z

(b) Zan > 1 imamo:

S(n,0) ! ﬁz dZ:O.

T 2milde 2
(¢) Zam > 1 imamo:

1 dz
mf[éz(z—n(z—z)---(z—m)

S(0,m) = =0,

kakor je dokazano v eni od prejsnjih nalog.

(d) Za vsak m > 1 in za vsak n > 0 je:

_m 2" dz
C2miJez(z—1)(z—2)--- (2 —m)

msS(n,m) 4+ S(n,m —1) +

1 2" dz

+27m'?£’z(z—1)(z—2)---(z—(m—1))
e mz" + (z —m)z"dz _
_27Ti7§:z(z—1)(z—2)---(z—m)

1 2" dz

m}éz(z—mz—z).--(z—m)

(e) Da so vsa Stevila S(n,m) nenegativna in cela, lahko sklepamo

=S(n+1,m).

induktivno na podlagi pravkar dokazane rekurzivne zveze.

Dopolnilo

Stevila S(n,m) imenujemo Stirlingova stevila druge vrste. Imajo svoj

pomen v kombinatoriki. Stevilo S(n,m) pove, na koliko nac¢inov lahko
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mnozico, ki ima n elementov, razdelimo na m paroma tujih nepraznih

podmnozic. Nekaj Stirlingovih Stevil druge vrste je zbranih v tabeli.

n\m|[0 1 2 3 4
0 1 0 0 0 O
1 01 0 0 O
2 01 1 0 0
3 /1001 3 10
4 10 1 7 6 1

15. Z metodo ostankov (residuov) izracunajte

% dz
lo—1)=1 24 + 1

po pozitivno orientirani krivulji.

Resitev
Podintegralska funkcija f(z) = 1/(z* + 1) ima $tiri enostavne pole,
reSitve binomske enacbe 2* = —1. To so:

2 = DT/ 01,23,

Znotraj integracijske kroznice |z — 1| = 1 lezita

20 = 67rz/4’ 23 = e3771/4 _ 6_7”/4.

Ostanka funkcije f(z) v teh dveh polih sta:
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16.

! (2)
21 20
C
0 1 2 x
z2 23
1 1 , 1 1.
Res (f(Z),ZO) = 4723 — 16737”/4’ Res (f(Z), 23) — ng — Z6371'1/4 )
Torej je
d ‘ . |
7{2_11 le = 2mi(Res (f(2), z0)+Res (f(2), 23)) = % (¢4 4 e=amilY

Ker je (e3™/* 4+ e73m/4) /2 = cos(37/4) = —/2/2, imamo konéno rezul-
tat:

fi dz V/2mi .

a—1)=1 24 + 1 T2
Z uporabo residuov (ostankov) izracunajte
2 dop
0 V3 —cosp

Resitev

V danem integralu postavimo cos ¢ = (e’? + e~¥)/2 in nato vpeljemo
kompleksno integracijsko spremenljivko z = €| za katero je |z| = 1.
Ko ¢ pretece integracijski interval [0, 27|, tocka z enkrat pretece v

pozitivni smeri enotsko kroznico |z| = 1. Potem imamo Se

1
zZ+ = 241 . d
Ccos Y = 22222—; ’dZ:’L.ewd(,D:iZdQO7d(,0:§,
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17.

tako da je
21 dgp 1

7_7]{ dz __2}{ dz
0 V3—cosp i IZI—1z<\/§—Z2+1> i Jlai=1 22 = 2¢/32 + 17

2z

Podintegralska funkcija f(z) = 1/(2% —2v/324 1) ima enostavna realna
pola

2 =V3-V2, %=v3+V2,

od katerih lezi samo z; znotraj integracijske krivulje |z| = 1. Po izreku

o ostankih (residuih) je potem:

2 dz 2 —47
_z — _Z9miR )= ———— =m/2.
z'7[12|:1 22 —2v/32+1 g e (/(2),21) 221 — 2V/3 "

Tako imamo koncéno rezultat

27
A A
0 \/§—cosg0

Z metodo ostankov (residuov) izracunajte

27 d
[[—% a1
0 a-+cose

Resitev

V danem integralu postavimo cos ¢ = (e’? + e~¥)/2 in nato vpeljemo
kompleksno integracijsko spremenljivko z = €%, za katero je |z| = 1.
Ko ¢ pretece integracijski interval [0, 27|, tocka z enkrat pretece v
pozitivni smeri enotsko kroznico |z| = 1. Potem imamo Se
1
T L 2241 dz

cos p = = L dz=iedp =izdyp, dp = —
2 2z 1z
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18.

tako da je

/2” dy _1]{ dz _2?{ dz
0 a—l—cosgo_i |z|=1 241\ i S 224202+ 10
z|a+ 52

Podintegralska funkcija f(z) = 1/(2? + 2az + 1) ima enostavna realna

pola
n=—a—Vat—-1, zp=—-a+Va®> -1,
od katerih lezi samo zy znotraj integracijske krivulje |z| = 1, ker je

a > 1. Po izreku o ostankih (residuih) je potem:

— =--2mR =4 = :
d=1224+2az+1 i mi Res (f(2), 22) 7T2z2—i—2a 2 —1

g 7{ dz 2 1 B 2
\
Tako imamo konéno rezultat
/2” Y
0 a4cosg aZ-—1'

[zracunajte z metodo ostankov

p/7r COS ngp dy
1+ecosp’

kjer je n nenegativno celo Stevilo, p in € pozitivni konstanti, pri ¢emer

jel<e< 1.
Resitev

Tudi tokrat se lotimo integrala s kompleksnimi funkcijami in izrekom

o ostankih (residuih). O¢itno je a, realni del integrala
v
1+ecosy’
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19.

Najprej zapisemo z = €'¢, nato cosp = (e +e7%)/2 = (2 + 1/2)/2
ter dp = dz/(iz). Integracija po z poteka v pozitivni smeri po enotski

kroznici |z| = 1 v kompleksni ravnini (z). Nato zapisemo

L,z
M A YL w2
14 ¢ecosp |z11+5<2+1> i Jjzj=1 €22 + 22+ ¢
2 z

Podintegralska racionalna funkcija f(z) = 2"/(g2® + 2z + €) ima eno-
stavna pola z; = (—14++/1 — £2)/ein 2 = (—1—+/1 — £2) /¢, od katerih
je le z1 znotraj kroznice |z| = 1. Kot je znano, je

at

Res (f(z),21) = m

Nazadnje dobimo z izrekom o ostankih realen rezultat:

e d 2 V1—¢e2—
p/ L S Res (f(z),21) :2p( Sl
1—|—€cosg0 i eny/1 — &2

Zato je

Ay —

Izracunajte z metodo ostankov

_ cose /Tf cos(ny) dy
7 Joal—sin’ccos?y’

pri éemer je n nenegativno celo stevilo in 0 < & < 7/2.
Resitev

Ocitno je a, realni del integrala

cose /Tf e dyp

[n: ) 5
m J-x 1 —sin”ecos® ¢
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ki ga prevedemo, tako kot v prejsnji nalogi, s substitucijo z = € na
integral kompleksne funkcije po pozitivno orientirani enotski kroznici,

torej

I, =

cos e /” e dyp _cose 2" ldz
—» 1 —sin*ccos2p i?fz: 1. 1\
T SIn” € cos® ™ |2| 11—481n2€(2+)
z

S poenostavljanjem dobimo:

I 4dcose 7{ 2"z
n - - . . . .
T Jizj=1 222(2 — sin?¢) — z%sin’ e — sin’ ¢

Podintegralska funkcija

Zn+1
g(Z) = 2 c 2 4 2 c 2
222(2 —sin“e) — z4sin“e —sin“¢e
ima 4 pole, od katerih sta z; = tan(¢/2) in zo = —tan(e/2) znotra]

kroznice |z| = 1. Ni tezko izracunati ostanka funkcije g(z) v tockah z;

in 2o:
_ tan"(€/2) B ntan"(g/Q)
Res (g(z),21) = Scose Res (g(2), z2) = (—1) el
Nazadnje je pred nami rezultat:
4
In = (;?;8 .QWi(ReS (9(2)7 Z1)+Res (g(z)) z2)) — tann(€/2)<1+(_1)n) .

Ker je rezultat realen, je a,, = I,,. O¢itno je treba razlikovati med lihimi

in sodimi indeksi:
agn = 2tan®"(¢/2), agny1 =0, n=0,1,2,....

20. Izracunajte z metodo ostankov

2
I, = / e cos(ny — sinp) dy,
0
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kjer je n celo stevilo.
Resitev

Ocitno je I, realni del integrala

2 . .
Jn — / eCOS ¥ pinp—ising dw’
0

ki ga bomo pretvorili s substitucijo z = €%, dp = dz/(iz) na integral

kompleksne funkcije po enotski kroznici v pozitivni smeri:

J, = 1% o(H1/2)/2 o= (2-1/2) 2 dz)z = 17{ =11/ g
1 J)z|=1 1 J|z|=1

Podintegralska funkcija

"y ) Zn—l 00 Zn—k—l
flz) =" k; 2K kzzo Kl

ima v tocki z = 0 bistveno singularnost. Residuum, koeficient pri

potenci z71, je enak 1/n!, ¢e je n > 0, in 0 sicer. Torej je po izreku o

ostankih
o
(2)dz = 2rmiRes (f(2),0) =
|2|=1 n!
za n > 0 in O sicer.
Kon¢no lahko zapisemo:
1 2
I, =J,=- f(zdz:—7r
1 J|z|=1 n!

za n > 0 in O sicer.

21. 7Z metodo ostankov izracunajte

/00 rdx
oo (22 442 +13)%°
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Resitev

Kompleksno funkcijo

f(2) - -
Z) = =
(22442 +13)2 (22— 21)%(z — 22)?’
ki ima pola druge stopnje z; = —2 — 3¢ in 25 = —2 + 34, integriramo v

pozitivni smeri po realni osi od —R do R in nato po polkroznici radija
R s srediséem v z = 0 na zgornji polravnini kompleksnih §tevil (z).

Opisana krivulja naj bo C.
Y (2)

® 2o

—R 0 R 7

Pri tem izberemo R tako velik, da pol z5 pade v polkrog, torej R > +/13.
Na realni osi je z = x, na polkroznici pa z = Re* za 0 < ¢ < 7. Tako

1mamo:

R xdx .
jif(z)dz:/_R CEYFESE)E + I(R) = 2mi Res (f(2), z2) .

Pri tem je

m Re™ Rie™ dyp
IR) = /o (Re' — 21)%(Re' — z9)2 "

Ocenimo:

u R2dyp B TR?
18 < [ Gl (Rl ~ Vi
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Ko naredimo limitni proces R — oo, vidimo, da gre |I(R)| proti 0. S
tem gre proti 0 tudi I(R) in dobimo

im [T 9riRes(f(2), )
Roveo )R (22 +4x +13)2 TrResiE), 22

in s tem dani integral:

o0 rdx ,
/_oo (@@ dr s 13 o Res (/(2),2).

Ostanek funkcije f(z) izra¢unamo za pol 29, ki je 2. stopnje, po formuli:

Res (f(z),29) = lim (f(z)(z— 22)2), = lim ((z)2> -

Z—r29 Z—r29 z — Zl
-2 -3
= (2'2 — Zl) — 22’2(2’2 — 21) .
Po poenostavitvi dobimo:

21+ 29 1

Res (f(z), 22) = o) =~rn

Nazadnje je pred nami rezultat:

/00 x dx .
oo (24 4x+13)2 27

. Z metodo ostankov izracunajte

/OO dx
o ()R

kjer sta a in b pozitivni konstanti.
Resitev

Kompleksno funkcijo

1 1

I&) = o ) +9) ~ et a)c =t 400

94



ki ima enostavne pole z; = —ai, 2o = ai,z3 = —bi,z4 = bi, ko je
a # b, in pola druge stopnje z; = —ai, 2z = ai, ko je a = b, bomo
integrirali po taki krivulji C kot v prejsnji nalogi, pri ¢emer bomo vzeli
R > max{a, b}. Ker je stopnja imenovalca racionalne funkcije f(z) kar
za 4 ve¢ (dovolj bi bilo Ze za 2) kot stopnja Stevca, in nobenega pola ni
na realni osi, ugotavljamo, tako kot pri prejsnji nalogi, da integral po

polkrogu z rastocim radijem R gre proti 0.

1. Zaa#b
[ e~ omi(Res (f(2),ai) + Res (£(:).b1).
oo (22 + a2) (22 1 b?) ; ;

[zracunajmo:

Res (702):20) = i@ — (i + 00) ~ 2ai(@ — )"
1 1

Res ((2): %) = G5y i = ai)bi +a1) ~ i —12)°

Torej je

/00 dx _ < 1 N 1 > B
oo (224 a?)(2? +b?) a(b> —a?) = bla2 —b?))

o (1 1> _ mab
S 2—a2\a b/ abla+b)
2. Za a = b sicer lahko racunamo z ostanki, toda iz dobljenega rezultata

dobimo hitreje kar z vstavljanjem:
/00 dx o
oo (224 a2)2 2a3°
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23. Z uporabo residuov (ostankov) izracunajte
/00 rtdr
—oo (@ + bx2)*’
kjer sta a in b pozitivni konstanti.
Resitev
Podintegralska funkcija f(z) = 2*/(a + b2%)* ima pola ¢etrte stopnje,
resitvi binomske enacbe 2> = —a/b. To sta z; = —iy/a/b in zp =

i1/a/b. S podobno analizo funkcije f(z) kot v prejsnjem primeru lahko

zapisemo:

) 44
/—oo(aj—b;)‘l = 2miRes (f(z2), z2) .

Residuum izracunamo takole:

Res (f(2), z2) = Res <b4(z - Z1§4(2 — 22)4,,22) =

1 24 n
= 3 A, ((z - Zl)4> -

y 4212(2% + 3212 + 23) —i
= lim = :
22 b4z — 21)7 32ab2\/ab

Tako smo prispeli do konca:

/OO atde m
—oo (a+bz?2)*  16ab2Vab
24. 7 metodo ostankov izracunajte Laplaceova integrala

/OO zsin(ax) dz /00 cos(ax) dx
0 x? 4+ b? o x2+b?

kjer sta a in b pozitivni konstanti.
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Resitev

Kompleksno funkcijo
Zeaiz Zeaiz
z) = 2402 (z2—bi)(z+bi)’

ki ima enostavna pola z; = —bi in zo = bi, bomo integrirali po taki

krivulji C kot v prejsnjih nalogah, pri ¢emer bomo vzeli R > b. Zopet

imamo:
fé fz)dz = [ }; x(cos(“xlj j?ﬂ“m U\ I(R) = 2miRes (f(2), 2).
Sedaj je

I(R) = /7r Ret? R [ Ret# dy
~Jo R2e2ie 4 12

Nato ocenimo:

T RQGfaRsinap dSD R2 P wRsin
|I<R)|§/0 Rz 12 §R2—52/o e dp.

Zadni integral ocenimo z Jordanovo neenakostjo

. 2x T
sinz > —,0< 2 < —,
T 2

in dobimo:
T . /2 )
/ e—aRsmcp d(,D — 2/ e—aRsmgp d(P S
0 0

/2 ()
< 2/ e~ 2eke/m dy < 2/ e~ 2alte/m dp = T .
0 0 aR

Torej velja ocena:

TR
[I(R)| < m.

To pomeni, tako kot pri prejsnji nalogi, da I(R) gre proti 0, ko R — oo.
Torej velja:

%}f(z) Qs — /00 x(cos(ax) + isin(ax)) dx _ i Res (£(2), 2).

—00 ZEZ + bQ
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Sedaj je
29 eaiZQ ,L'befab efab

Res (f(2), 22) = =5 =

229 2ib 2
Nasli smo
> x(cos(ax) +isin(ax))de = _,
. o = Tie
in s tem tudi:
> xcos(ar)dr 0 [ rsin(ar)dr o—ab
o 2402 e 22y '

Na koncu imamo zaradi sodosti podintegralske funkcije iskani integral:

e

/00 rsin(ar)dr w
0 x? 4 b? 2

Drugi integral izracunamo po istem postopku, z integracijo funkcije

(Z) B eaiz _ eaiz
P =202 ™ (= bi)(z + bi)

vzdolz iste krivulje C kot prej funkcijo f(z). Tudi tokrat ocenimo inte-
gral I(R) po kroznem loku in dobimo

™

|I(R)|<m‘

Torej gre I(R) proti 0, ko R — co. Ker je
eaizg e—ab e—ab

Res (9(2), 22) = 9%  2ib  2ib

dobimo v limiti, ko R — oc:

[ (cos(ax) +isin(ax))dx | e
fég(z) dz = LOO o = 2miRes (g(z), 22) = t

Torej velja:

ab

/00 cos(ax)dr  me~ /00 sin(ax) dx
b )

=0

—oo T2+ b2 —oo T2+ b2
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25.

in zaradi sodosti podintegralske funkcije nazadnje

ab

/00 cos(ax)dr  me”
o x2+b2 2

7, metodo ostankov izracunajte
/00 Inzxdz
0o x2+4a?’
kjer je a pozitivna konstanta.
Resitev

Kompleksno funkcijo

Inz Inz

f(z) = 24 (z —ai)(z +ai)’

ki ima enostavna pola z; = —a? in zo = ai ter razvejisce v tocki z = 0,
bomo integrirali po taki krivulji kot v prejsnjih dveh nalogah, le da se
bomo razvejis¢u izognili po zgornji polravnini po polkroznici malega

radija €. Vzeli bomo R > a in € < a. Na negativni polovici realne osi

je treba vzeti x| = —z in zato Inz = In(—x) + 7.
Y (2)
C
| V)
"R —c 0| ¢ R T

Sedaj imamo:

jlif(z)dz:/_s (In(—z) + 7i) dz "‘/ER Inx dx IR+ () =

_R ZE2+CL2 I2+CL2
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= 2miRes (f(z), z2) .
Prvi integral, ozna¢imo ga s K(e, R), je sestavljen iz dveh delov. V
prvega naredimo zamenjavo integracijske spremenljivke z — —x in
dobimo:

K(e, R) = /_: (In(—=z) + mi) dz _ /_: M—l—m’ /—a de

22 4+ a? 22 4 a? R 224 q?

Rlnxd '
/E % + %(arc tg(R/a) — arctg(e/a)) .

Ko e — 0in R — oo, gre K (e, R) proti

/00 Inzdx w25
0

- _'_ .
22 +a?  2a
Sedaj moramo analizirati Se integrala I(R) in J(¢), definirana z izra-

zoma.:

™ (In R+ ip)iRe™ dyp (O (Ine +ip)ice™ dp
I(R> _/0 R2e2i% { g2 ’ J(g) _/7r £2e2ip | g2 :

Ocenimo:

TR(ImR+m)de R(InR+m)w
1R)| < [ =
1(R) < [T BT e

Ocitno gre I(R) proti 0, ko R — oco. Prav tako ocenimo

me(|lne|+m)de  e(|lne| +m)m
17)] S/ a? — g2 T @22

Hitro ugotovimo, da tudi J(g) gre proti 0, ko € — 0. Tako po limitnem

procesu R — oo in € — 0 najdemo:

Inz dm ) ,
ff )dz = 2/ o —a =2miRes (f(z2), z2) .
Sedaj izracunajmo Se
In(ia) Ina+im/2
2¢i  2ai

Res (f(2), 22) =

b
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26.

tako da imamo nazadnje:

/00 Inzdr 7% 7wlna 7%
0

x24+a?  2a a 2a

Iskani integral je torej:

2 4+a2  2a

/00 Inzdx mlna
; )

Z metodo ostankov izracunajte
/00 In? z dx
o x2+a?’
kjer je a pozitivna konstanta.
Resitev

Kompleksno funkcijo

In? 2 Inz

fz) = =

22+a?  (z—ai)(z+ai)’

ki ima enostavna pola z; = —a? in zo = ai ter razvejisce v tocki z = 0,
bomo integrirali po isti krivulji kot v prejsnji nalogi, le da se bomo
razvejiscu izognili po zgornji polravnini po polkroznici malega radija e.
Vzeli bomo R > a in € < a. Na negativni polovici realne osi je spet

treba vzeti || = —x in zato In z = In(—xz) + mi.
Izracunajmo

In®(ia)  (Ina+ir/2)? In’a+milna—7%/4
2ai 2ai N 2ai '

Res (f(2), 22) =

Integrala po obeh kroznih lokih gresta v limitah ¢ — 0 in R — oo proti

0 in kot rezultat obeh limitiranj dobimo:
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jéf(z) Qs — /000 In® z dx —I—/O (In(—z) 4+ 7i)* dx — omiRes (f(2). 7).

2 4+a?  Jow x? + a?

7 zamenjavo r — —x v drugem integralu dobimo:

2/00 ln2xdx+2 ,/00 Inz dz 2/00 dx
—— + 27 —— — T =
0o 2%+ a? 0o 224 a? 0o 224 a?

3

_ ArIn®a + 4ir?lna — 7
B 4a

Upostevamo znani integral

/00 dz 7
o 22+a® 2a’
primerjamo realna dela leve in desne strani, pa dobimo:

/00 n’xde B ArIn’a — 7t
0

2 +a2 2a 4a

Prenesemo drugi ¢len na desno stran, delimo z 2, pa imamo rezultat:

22+ a2 Sa

/OO In®zde w(41n®a + 72)
; .
Dopolnilo

S primerjavo imaginarnih delov pa bi imeli

22 4+ a? a

I

© lnzdr 7w*lna
27r/
0

kar nam zopet da znani integral:

22+a2  2a

/00 Inz dx mlna
; )
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27. 7 metodo ostankov izracunajte Dirichletov integral

/00 sin x dx
0 x

Resitev

Kompleksno funkcijo

ki ima enostaven pol z; = 0, bomo integrirali po taki krivulji kot v

prejsnji nalogi. Najprej je

e dz —c e dy (0= icei? dp (R dy 7 e BEYiRe dyp
$=== +/ a2 +/ °
c z -R T ™ ge'? € T 0 Rew

V prvi integral na desni strani uvedemo novo spremenljivko x +— —x
in ga zdruzimo s tretjim integralom, ostala dva pa poenostavimo in
dobimo:

iz R gj d T T i
%6 Z:Q’L/ S x—l/ Gwewd@‘f‘i/ GZRevng:O.
C z € Xz 0 0

Drugi integral na desni strani stremi proti 7, ko ¢ — 0. Tretji integral

pa ocenimo z uporabo Jordanove neenakosti:

/7r piRe” dgp‘ _ /Tr piRecos etising d(p’ _ /7r pRicosp,—Rsing dgo‘ <
0 0 0
/2 . /2 0o
< 2/ e sine dp < 2/ e eI dp < 2/ e eI dp = .
0 0 0 R

Torej gre tretji integral proti 0, ko R — oo. Po limitnem procesu

e — 0, R — oo dobimo:

QZ,/OO sin x dx im0
0

T
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Konéno imamo

Dopolnilo

1. Rezultat lahko posplosimo z uvedbo realnega parametra a:

1, a>0,
©gin(azr)dr w
/ —_— = 0, a=0,
0 T 2
-1, a>0.

Krajse lahko zapisemo tudi:

= —sign(a

/000 sin(a;c) dx 72T (a).

2. Sedaj ni tezko izracunati Se integral

/OO sin? z dx
0 x?

ki se ga lotimo kar z metodo per partes:

dx

u=sin*z, du = 2sinzcosxdr = sin(2x) dx, dv = —5 . U=
x

Na koncu dobimo spet Dirichletov integral:

1 .,
5 =— —.sin“x
x x

/00 sinwdr e N /OO sin(2x)dr  w
0 0 0

x 2"

Rezultat je torej:

/00 sinzdr 7w
0

x2 2

3. Izracunajmo Se nekoliko splosnejsi integral

Y

/00 sin(az) sin(bz) dx
0 x?
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kjer sta a in b pozitivni konstanti.

Lotimo se ga spet kar z metodo per partes:
u = sin(ax) sin(bzx) , du = [acos(ax)sin(bzx) + bsin(az) cos(bz)| dx =

= %[sin((a—l— b)x)—sin((a—b)x)] dx+ ;) [sin((a+0b)z)+sin((a—b)x)] dz,

d 1
dv = —f , U= ——
x x
Ocitno je
1 oo
— -sin(ax)sin(bx)| =0
x 0

in integral lahko izrazimo z Dirichletovim integralom:

o (b d
/ sin(az) 51211( v)dv _ %[sign(a +b) —sign(a — b)]+
0 T

b
+Zﬂ[sign(a +b) + sign(a — b)] = g min(a, b).

Nasli smo, kar smo iskali:

=5 min(a, b) .

/00 sin(az)sin(bzx)dr  w
0

xr2

4. Za pozitivni konstanti a in b lahko sedaj izracunamo Se:

/00 (cos(2ax) — cos(2bx)) dx '

Najprej faktoriziramo razliko kosinusov, nato pa upostevamo prejsnji

rezultat:

/000 (cos(2az) — cos(20x)) dx 5 /000 sin((a + b)x) sin((b — a)x) dx

2 2

=mmin(a+b,b—a) =m(b—a).
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28.

Tako imamo nazadnje rezultat:

/Ooo (cos(2ax) — cos(2bx)) dx =7(b—a).

22
5. Izracunajmo na podlagi znanih rezultatov Se integral

/00 sin® z dx
0

3

Poskusimo kar z metodo per partes:

3 d 1
u=sin’z, du=3sinrcoszrdr = = sinxsin(2z)dr, dv = @ , V= ———= .
2 a3 222
Dobimo:
. 3 . .
% gin® z dx P ©ginzrsin(2r)dr 3 7w
/0 3 T 2 PO 0 +Z/0 2 T 42 min(1, 2)
Torej je:

/00 sin® z dx B 3
0 x3 8

Z metodo ostankov izracunajte integral
oo e dx
\/700 1 + e* ’
kjer je a realna konstanta med 0 in 1.
Resitev

Kompleksno funkcijo

eaz

) = 1=

bomo integrirali v ravnini kompleksnih stevil (z) v pozitivni smeri vz-

dolz ograje C pravokotnika z ogliséi — R, R, R+2mi, — R+2mi, v katerem

ima funkcija enostaven pol zg = m.
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Y (2)
R4+ 2mi R+ 2m
C
20 @
-R 0 R

Dobimo:

§ 1) dz =

R 9% do 21 ol a(R+iy) zdy —-R ea(m+2m’) dx 0 ea(_R_;,_iy) idy
/R1+ex /0 14 eBtiy g 14 evt2m /277 o R =

amt

— = —2mi e
e

= 2mi Res (f(2), z0) = 2mi ¢
e

Naredili bomo limitni proces, ko R — oco. Prvi integral na desni strani

bo pri tem presel v iskani integral

0o el ]
[ [Tl
—oo]_—i‘ex

tretji, ze izlimitirani integral, pa poenostavimo:

_ a(z+2mi) az ,2ami ax
/ o e dx _ _/OO e e dx _ i /00 e dr _ami]
oo 14 ext2m —00  1l4e” 0o 1 4 €*

Drugi integral pa ocenimo:

/27r e BH) iy
; =

/Qﬂ— eaReaiy Zdy
1+ eftiy 0

< /27r edy B 2melt
1+ eflewy 0

R_1 eR—-1"

Ker je 0 < a < 1, gre o¢itno integral proti 0, ko R — oo.

Za tretji integral imamo:

/O ea(_R"!‘iy) fldy
2 1—e R eR_1

/Qﬂ- e—aReaiy Zdy
~ 1+ €7R+iy 0

o e—aRdy 27T€(1—a)R
b o ety ondon
1+ e ety 0
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Ker je 0 < a < 1, gre prav tako integral proti 0, ko R — oco. Na koncu
dobimo:

I —e?"™] = —27je™
Torej je nazadnje

7 —2mied™ 271 T

1 — e2ami eami _ p—ami sin (CL’YT) :

Dopolnilo

V pravkar izracunan integral

o e dx s
/ = — ,0<a<1,
—oo 1 +€*  sin(am)

vpeljimo novo integracijsko spremenljivko

1 ., l—u
= ), e = .
14 e® U
Preprost premislek pokaze, da stari integracijski meji x = —oo ustreza

nova meja u = 1, meji z = oo pa u = 0. Poleg tega takoj z diferenci-

ranjem dobimo

du

de = Cu(l—w)

n zato:

% AT u(l — 1
/ € ar_ _/ u)* = / uw (1 —u)* tdu = — AR
—o 1+ €7 weu(l—w) o sin (am)

Spomnimo se definicij funkcij

1
B(p,q)z/ W1 —w) du, p>0,q>0,
0
in
I'(p) :/ uP e du, p >0,
0
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29.

ali Eulerjevih integralov ter povezave med njima:

T'(p)T'(q)
T(p+q)

Torej lahko zapisemo, ¢esar nismo uspeli pri realni analizi:

B(p,q) =

B(a,1 —a) =T(a)T'(1 —a) = ,0<a<1.

sin (ar)
V posebnem primeru a = 1/2 dobimo
()= oray =
sin ( )
iz ¢esar najdemo:

r(1>:ﬁ.

Posledica tega rezultata je po substituciji u = 22 Poissonov integral:

/ e’ dx:2/ e dx:2/ u2e“du—I‘(2) = /7.
0 0

—0o0
Z metodo ostankov izracunajte integral

/00 ch(ax) dzx 7

—00 chzx

kjer je a realna konstanta med —1 in 1.
Resitev

Kompleksno funkcijo

fz) ==

~ chz

bomo integrirali v ravnini kompleksnih stevil (z) v pozitivni smeri vz-
dolz ograje C pravokotnika z oglis¢i —R, R, R+ wi, — R + mt, v katerem

ima funkcija enostaven pol zg = 7i/2.
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y (2)
—R+mi R+ m
C
20 @
—R 0 R

Dobimo:

¢ 1(z)az =

R e g a(B+iy) dy —R ealztmi) o 0 eal=F+) iy
B /R chzx /0 ch(R + iy) +/R ch(z + i) +/7r ch(—R + iy) a
- ' eawi/2 )
=2miRes (f(2),20) = 2mF ———— SNEY = 2 ea™/2

Naredili bomo limitni proces, ko R — oo. Prvi ¢len tedaj konvergira

proti integralu

7 /00 e dx

—00 chzx ’

tretji pa proti

ax ax
_eam /OO e dx — €a7ri /oo e dx — eaﬂ'i T
—oo ch(x + i) —oo chz

Drugi integral najprej ocenimo:

/Tr ea(R'i"iy) Zdy
0

B /ﬂ eaR azyldy
~ |Jo chRcosy+ishRsiny| —

ch(R + iy)
eaRdy 7T€aR 27T67(17a)R
< < - S——
0 \/chQRcos2y+sh2Rsin2y sh R l—e

ker je vedno ch R > sh R. Zaradi pogoja —1 < a < 1 konvergira ta
integral proti 0, ko R — oo. Isto ugotovimo za Cetrti integral. Tako

najdemo:

T+e™™ T = (1+e™) =2 e™/?,
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Primerjajmo realna dela obeh strani dobljene enachbe:
(14 cos(ma))l = 2cos*(ma/2)] = 2m cos(ma/2).

Tako imamo nazadnje:

]:/00 e“‘”dx: T

—0o chz  cos(ma/2)

Ce zamenjamo integracijsko spremenljivko = z —z, dobimo:

/OO e “dr T
o chx  cos(ra/2)’

Ce oba integrala sestejemo in upostevamo enakost 2 ch(ax) = e*+e %,

lahko konéno napisemo:

/00 ch(az)dr s
o« chz  cos(ra/2)’

Dopolnilo

Naj bo b pozitivno stevilo in a Stevilo med —b in b. Potem lahko na

podlagi zgornjega rezultata izracunamo Se integral

[

z uvedbo nove integracijske spremenljivke u = bx, dx = du/b:

-b<a<hb.

wa

2b

/00 ch(az)dr /00 ch(au/b)duv =
)

~ ch(bx) chu ~ bcos ¢

Pogoj —b < a < b oziroma —1 < a/b < 1 mora biti izpolnjen zato, da

lahko uporabimo rezultat prejsnje naloge. Izracunali smo:

= -b<a<hb.

— ch(bz)  bcosZt’

/00 ch(azx) dx T
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30. Z metodo ostankov izracunajte integral

/00 cos(ax) dx

—00 chz

kjer je a realna konstanta.
Resitev

Kompleksno funkcijo

f(z) =

bomo integrirali, tako kakor v prejsnji nalogi, v ravnini kompleksnih

chz

stevil (z) v pozitivni smeri vzdolz ograje C pravokotnika, ki ima oglisca
v tockah —R, R, R+ mi, — R+ mi, v katerem ima funkcija enostaven pol
2o = i /2.

Dobimo:

¢ 1(2)az =

/ T o /ﬂ- e (R+1y) Zdy R eai(x+7ri) dax /0 eai(—R—i—iy) Zdy
0

r chz ch(R+iy) Jr ch(x+ mi) * = ch(—R+ iy) -
eaiﬂ'i/2
= 2mi Res (f(Z), ZO) = 2m W =27 €7a7r/2 .

Naredili bomo limitni proces, ko R — oo. Prvi ¢len tedaj konvergira

proti integralu

00 eaim dx
[= / ,
—00 chzx

tretji pa proti

Cun oo eaix dz Cun oo eai:v dzr o
—e / — —=e¢ / =e "].
—oo ch(z + i) - chz

Drugi integral najprej ocenimo:

7 pai(R+iy) idy
/0 ch(R + iy) | B

/” eV e~y jdy <
0 chRcosy+ishRsiny| —
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s e_aydy 1 e -~
| <[y
0 \/ch2 Rcos?y + sh® Rsin?y  Sh 1t Jo

pri ¢emer smo upostevali, da je vedno ch R > sh R. Ta integral pa
konvergira proti 0, ko R — oco. Isto ugotovimo za cetrti integral. Tako

najdemo najprej relacijo
I[+e ™ I=(1+e ") =2me /7,

nato pa se

00 eaix dr o 677{'0,/2
[= / - .
-~ chz 1+ e—ma

Nazadnje dobimo:

/00 cos(ax)dr T
“w chx  ch(ra/2)’

Dopolnilo

Naj bo b pozitivno, a pa poljubno realno stevilo. Potem lahko na

podlagi zgornjega rezultata izracunamo Se integral

[

in sicer z uvedbo nove integracijske spremenljivke v = bx, za katero

velja dx = du/b:

/00 cos(ar)dr 1 /00 cos(au/b)du m
% ch(br) b J chu ~ bch %

Nasli smo:

—o ch(bz)  bchZt’

/00 cos(ax) dx T
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31. Z metodo ostankov izracunajte integral

/00 cos(ax) dx

b
o ch’z

kjer je a realna konstanta.

Resitev

Kompleksno funkcijo

bomo integrirali, tako kakor v prejsnji nalogi, v pozitivni smeri vzdolz

ograje C pravokotnika, ki ima oglisca v tockah —R, R, R+ 7i, — R + 7,

v katerem ima funkcija pol druge stopnje v zop = 7i/2.

1=
T o T e (R+1y) Zdy R eai(erm') dr 0 6ai(fR+iy) Zdy
/R ch? z /o ch®(R + iy) +/R ch?(x + i) +/7r ch*(—R +iy)

= 2miRes (f(2), 20) .

Dobimo:

Naredili bomo limitni proces, ko R — oo. Prvi ¢len tedaj konvergira

proti integralu '
[ /00 e dx

—00 Ch2 X

tretji pa proti

aix aix

T e [ dz e

—€ 2, N —€ —w 3 = —€ _[ .
—oo ch®(x 4 i) - ch®z

Drugi in cetrti integral o¢itno konvergirata proti 0, kar ugotovimo tako

kot v prejsnjih nalogah.

Zato lahko izrazimo:
I—e I =(1—-e")I=2miRes(f(2),2)-
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Residuum funkcije f(z) najlaze najdemo iz njenega Laurentovega raz-
voja okrog tocke zp = mi/2. V ta namen naredimo zamenjavo spre-

menljivke: w = z — 7i/2:

f( ) ez 6ai(w—l—7ri/2) Can)2 pdiw
Z) = = i =
ch?z  ch*(w + 7i/2) sh? w
_ gpan/ v _ gp-an/? 1+ aiw — a®w?/2 + . .. _
1 — ch(2w) —2w? —2w*/3+ ...
1 :
= ¢ /2 (—2—m+A—|—Bw+...>
w?  w
Torej je Res (f(2), 20) = —iae™™/? in zato

—7a/2

—o ch’z 1—ema ’

[ /00 e¥ dyr  2mae

Nazadnje dobimo:

/OO cos(ar)dr  ma
—oo  ch?x sh(ma/2)

Dopolnilo

Naj bo b pozitivno, a pa poljubno realno Stevilo. Potem lahko na

podlagi zgornjega rezultata izracunamo Se integral

% cos(ar) dx
[

z uvedbo nove integracijske spremenljivke u = bx, dx = du/b:

/00 cos(ax)dr 1 /OO cos(au/b)du  wa
— ch®(br) b J-o ch®u  b*shiE’

Rezultat je torej:

/00 cos(ar)dr  ma
— ch*(bz)  b?shZt’
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V posebnem primeru, ko je a =t in b = 1/2, dobimo integral, s katerim

izrazimo karakteristicno funkcijo logisticne verjetnostne porazdelitve:

/00 cos(tr)dx  4mt
—oo ch*(z/2)  sh(mt)’

32. 7 metodo ostankov izracunajte integral

/00 sin(ax) dx

—00 shx

kjer je a realna konstanta.
Resitev

Kompleksno funkcijo '
e(l’LZ

fz) =

bomo tokrat integrirali v ravnini kompleksnih stevil (z) v pozitivni

smeri vzdolz ograje C v tockah 0 in 27 obrezanega pravokotnika z
oglisci —R, R, R + 27i, —R + 2mi, v katerem ima funkcija enostaven
pol v 2y = mi. Polkrozca s srediS¢ema v tockah 0 in 27 imata polmer

€ > 0. V limiti bomo spustili ¢ — 0 in R — o0.

Y (2)
—R+2mi R+ 2mi
N
C
20 @
N
-R 0 R T

Integral funkcije f(z) po C razdelimo na 8 delov. Po spodnji levi

polovici stranice imamo

I /—6 e dg; |

-r shz
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ki v limiti konvergira proti

/0 eaz‘x dr
—o0 shz ’
Integral po spodnjem polkrozcu je

0 eaiaewi&jeigp ng
[2 :/ -, <
x  sh(eet) 7

ki o¢itno v limiti konvergira proti —im.

Po spodnji desni polovici stranice imamo

R @ oy
I :/ ,
3 5 Shﬂf

ki v limiti konvergira proti

00 e(zim dﬂﬁ'
/0 sho
Integral po desni stranici pravokotnika je

2m pui(BHiy); gy
=[S
o sh(R+iy)

ki konvergira proti 0, kar pokazemo na isti nacin kot v prejsnjih nalogah.
Integral po desni polovici zgorne stranice je

B /5 eai(x+2m') dr
* " Jr sh(z + 2mi)

ki konvergira proti

aix
our /00 e dx
—e .
0 shx

Integral po zgornjem polkrozcu je

i ‘;/”emem+wwngawd¢
7 Jar sh(2mi + cei¥)

Y
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ki o¢itno v limiti konvergira proti —ime 27,

Integral po levi polovici zgornje stranice je

R eai(w+27ri) dx
o [ e
—e sh(x 4 2mi)

ki konvergira proti

Koncéno, integral po levi stranici pravokotnika je

/ 0 eai(fR+iy),L‘ dy
5 /27r sh(—R+iy)’

ki konvergira proti 0, kar pokazemo na isti nacin kot v prejsnjih nalogah.

Ko vse izlimitirane integrale sestejemo, dobimo:

0o piT d 0o pAiT d
/ S . 6_2‘”/ € M jre~ = 21i Res (f(2),20) -

—0 shzx —0 shzx

Nié¢ tezko ni izrac¢unati:

Res (f(z),20) = lim e m) —e

22—l sh z

Torej imamo:

00 aiazd
(=) [~ i1 = 267 ) = i1 - e )R,
—oco SN

Po krajsanju s faktorjem 1 — e~ in po preureditvi dobimo:

= T e = ) e
0 shx 1+ema ema/2 4 g=ma/2

00 AT d 1 — e—ma wa/2 _ ,—mwa/2
/ —— ' ‘ ; c = 7i th(ra/2) .

Torej smo kon¢éno nasli:

/00 sin(ax) dx _ %a '

—00 shx
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Dopolnilo

Naj bo b pozitivno, a pa poljubno realno Stevilo. Potem lahko na
podlagi zgornjega rezultata izracunamo Se integral
/00 sin(az) dz
—oo  sh(bx)
z uvedbo nove integracijske spremenljivke u = bx, dx = du/b:

a
th 22

/OO sin(azr)dr /00 sin(au/b) du T
b shu b 2b

—oo  sh(bz)

Z odvajanjem po parametru a dobimo Se:

/00 wcos(ar)dr w0 (th Wa) o
—~ sh(bz)  bda 202 ch’ I

Tako imamo integrala:

/00 sin(ax)de — m L T /00 zcos(ax)de @
— sh(br) b 20" Jo sh(bx)  2b2ch*Ze’

. Z metodo ostankov izracunajte integral

/00 sh(az) dx |

—00 shx

kjer je a realna konstanta, ki ustreza pogoju —1 < a < 1.
Resitev

Kompleksno funkcijo
sh(az)
J(z) = sh z

bomo tokrat integrirali v ravnini kompleksnih stevil (z) v pozitivni

smeri vzdolz ograje C v tocki 2mi obrezanega pravokotnika z oglisci

—R,R,R + 2mi,—R + 2mi, v katerem ima funkcija enostaven pol v
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29 = mi. V tocki z = 0 ima funkcija odpravljivo singularnost, ker
obstaja lim, ,osh(az)/shz = a. Polkrozec s srediséem v tocki 2mi
naj ima polmer ¢ > 0. V limiti bo ¢ —+ 0 in R — oo. Pri pogoju
—1 < a < 1 integrala po desni in levi stranici pravokotnika gresta proti
0, ko R — oo. Integral po polkrogu polmera 0 < ¢ < 1 okoli tocke 272

je enak

I(¢) /7T sh(a(27i + ee'?))ice’ dy Z./Z’T ee'? sh(2ami + ase') dp
) = ' - _ .
2 sh(2mi + eet?) . sh(ze®)

in o€itno je
27
lim I(e) = —i/ sh(2ami) dp = wsin(2ar) .

Integral funkcije f(z) po zgornji stranici pravokotnika je

/5 sh(a(2mi + z)) dx /R sh(a(2mi + z)) dz
r  sh(2mi+x) —e sh(2mi + z)

?

kar stremi, z upoStevanjem adicijskega izreka v izrazu sh(2mai + ax),

proti

B /00 sh(a(2mi + x)) dz

o sh(az)dz
—oo  sh(2mi + x) cos(2ar)

—00 shx

Y

ko R — oo in € = 0. Tedaj dobimo:

% sh(ax) dz % sh(ax) dz , o ,
/_Oo W—COS(QCW) /_OO W—i—ﬂ sin(2am) = 2mi Res (f(2),1) .

Residuum lahko hitro izracunamo:

sh(az)(z — mi)  sh(ami)

Res (f(z),mi) = Zh_)rgrlz s ) = —isin(am).
Tako imamo:
% sh d
(1 — cos(2ma)) /_OO Séi(x;)x = —msin(2an) 4 27 sin(ar) .
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Z malo trigonometrije izraz poenostavimo:

% sh d
2 sin?(ar) / shaz) dv = —2msin(an) cos(am) + 27 sin(aw) =

—00 shx
= 27 sin(am)(1 — cos(ar)) = 4n sin(ar) sin®(ar/2).
Po zadnji poenostavitvi najdemo:

/00 sh(ax)dr to O
—00 shx T 2

Dopolnilo

Naj bo b pozitivno stevilo, stevilo a pa naj bo med —b in b. Potem

lahko na podlagi zgornjega rezultata izracunamo Se integral

S substitucijo u = bx, du = bdxr namre¢ dobimo:

© sh(az)dr m am
i S I B b.
/_oo sh(br) b Bgpr USOeS

. Z metodo ostankov izracunajte integral
e A
/o 1+xz 7

kjer je p realna konstanta, 0 < p < 1.

Resitev

Kompleksna funkcija f(z) = zP71/(1 + 2) ima v tocki z = 0 razvejisce
in v tocki 29 = —1 = €™ enostaven pol. Residuum funkcije v tej tocki
jer

Res (f(Z), Zo) = (67”">p71 — epﬂiefﬂ‘i _ _epﬂ-l' .
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Funkcijo f(z) integriramo po zgornjem bregu pozitivne realne osi od ¢,
0 <e<1,do R, R> 1, nato po kroznici |z| = R, nato po spodnjem
bregu pozitivne realne osi od R do € in nazadnje po kroznici |z| = e.

Tako prehodimo v pozitivni smeri krivuljo C.

Y ()

-
PO i

[ B

Velja:
féf(z) dz = 2miRes (f(z), 20) .

Naj bo I(e) integral funkcije f(z) po kroznici |z| = € v negativni smeri:

2m gPe(P—1)iveiv o
1) = ¢ dz =i [ v
© |z|=¢ J(z)dz ' 0 1+ ceew

Ocitno zaradi 0 < p < 1 velja:

}:1_13(1] I(e) =0.
Naj bo J(R) integral funkcije f(z) po kroznici |z| = R v pozitivni

smeri: o
21 RPe(P=Divei® o

J(R) = 7I§Z|:Rf(2) dz = Z/0 Rei® + 1

Ocitno velja:

‘<27TRP_ 2m
“R—-1 R''P—RvP’

|/ (R)
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Zaradi 0 < p < 1 potem velja:
lim J(R)=0.
R—o0

V limiti R — oo in € — 0 dobimo po zgornjem bregu pozitivne realne

/Ooch_ld:c
o 14z’

po spodnjem bregu pozitivne realne osi pa

0sl1

/0 (ze™ )P~ dx / oo pp~le2milp=1) gy opri /00 P~ dx
o0 I+ l+z o l+ux

Tako smo nasli

o0 p—1 00 mp—1
[ 2y,
o l1+=x 0

od koder dobimo

. oo pP—1 g A
(1 — ™) / ’ T~ omier :
o 1+

Po preureditvi imamo:

oo xP~Ldy . ePm 27i T
/ = —2m - = _ - = — .
o 14z 1 — e epmi — e=PTi gin(pm)
[zracunali smo:
oo pP~1dy T
/ = — , O<p<l1.
o 14z sin(pm)

Dopolnilo

Ce v zgornji integral vstavimo novo integracijsko spremenljivko u =

1/1 + x, dobimo:

oo gpP~L(yx
= P(1—u)P tdu=B(1 - =T(p)T(1 —p).
[T = [t wp du =B~ p.p) = D)IN( - p)
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35.

Ponovno smo nasli:

B(1 —p,p) = T(p)T(1 —p) = Singm C0<p<l.

Z metodo ostankov izracunajte integral

/00 2P dx

0o 1+2xcos\+ a2’

kjer sta p in A realni konstanti, —1 <p <1, -7 < A < 7.
Resitev

Kompleksna funkcija f(z) = 22/(1 + 2z cos A + 2?) ima v tocki z = 0

i (m+A)i

razvejisce, v tockah z; = —eM = e Al (m=A)i

inzg = —e ™ =ce pa

enostavna pola, ¢e je A # 0. Residua funkcije v teh tockah sta tedaj
22 25

Res(f(z),z1) = L Res (f(2),22) = ;

21 — 22 22— 21

njuna vsota pa

Z;f _ Zg ep(7r+>\)i _ ep(7r—)\)i

Res (f(z),2z1) + Res (f(2), 22) = = =

21 — 29 e(m+A)i _ o(m—A)i

— _€p7ri Sln(p)‘)

sin A
V primeru A = 0 dobimo funkcijo f(z) = 2P/(z + 1)?, ki ima razvejisce

v tocki 2 = 0, v 29 = —1 = €™ pa pol druge stopnje.

R‘eS (f(z)y _]-) - hm (Zp)l — pe(p_l)ﬂ—i — _pepTri )

z—e™t

Funkcijo f(z) integriramo po enaki krivulji C kot v prejsnji nalogi in

dobimo:
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sin(pA)

féf(z) dz = 2mi (Res (f(2), 21) + Res (f(2), 2)) = —2mi ™ 22 B2

Naj bo I(e) integral funkcije f(z) po kroznici |z| = ¢ v negativni smeri:

6p+1 ePiv ol dg&

2
I(e) = 7( dz = —i / . |
() |2|=¢ f(z)dz ! 0 14 2ee?® cos \ + e2e?i¥

Ocitno zaradi —1 < p < 1 velja:

lim I(g) = 0.

e—0

Naj bo J(R) integral funkcije f(z) po kroznici |z2|] = R v pozitivni

smeri:

27 RPTLePieete dp
J(R) = 74 dz =i / ‘ |
(R) |2|=R f(z)dz =i 0 14+ 2Re™ cos \ + R2e%i¥

Ocitno velja:

2m RPHL o

TS o=y = v gt

Zaradi —1 < p < 1 potem velja:

lim J(R)=0.

R—o0

V limiti R — oo in € — 0 dobimo po zgornjem bregu pozitivne realne

osi

/00 P dx
o 14+2zcos\+z2’

po spodnjem bregu pozitivne realne osi pa

0 (xe*™)Pdx apri /00 xP dx
= —€ s
0o 1+ 2z cos A+ z2 o 14 2xcos+ 2
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Tako smo nasli:

/00 aP dx opri /00 xP dx sin(pA)
_2pmi = —97i pm
0o 1+2xcosA+ x? 0o 1+2xcos+ x? sin A\
od koder dobimo za p # 0
(1 . €2pm) / a? dx = — 271 epm Sln(pA)
o 14+ 2xcosA\+ z? sin A\

Po preureditvi imamo:

/00 2P dx _ 2miePsin(ph)

0 1+2rcosA+a22 (1 —e2Pmi)sin\

27 sin(p) _ 7wsin(pA)

(ermi — e=Pmi)sin A sin Asin(pn)

Izrac¢unali smo:

0 D i
/ P dx __wsin(pA) ~1<p<l,p#0,—-m<A<m,A#£0.
0

1 +2rxcos A+ 22  sinAsin(pr)’

V primeru A =0, p # 0 pa

[e's) P d
/ R —1l<p<l1l,p#0.
0

(1+z)2  sin(pr)’

Enak rezultat bi dobili z limito:

o0 P dx o gPdx . msin(pA) pr
= / = lim =

li .
xo0Jo 1+ 2z cos A + 2 (14x)2  X>o0sinAsin(pr)  sin(pr)

Za A =0, p=0 imamo

/00 dx _1
o (1+x)2 77
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36.

kar je pri A = 0 isto kot

lim P

=1.
p—0 sin(pm)

Prip=0, 0 < XA < 7 gre za integral

/00 dx _/00 dx B
0 1+2zcosA+a22 Jo (z4cosA)2+sin?)\

x4 cos |~ 1 A
~ sin A arctg sinA |, B sim/\<7r/2 ~arctg(ctg A)) = sin \
Enak rezultat bi tedaj dobili tudi z limito:
msin(pA) A

lim

p—0sin Asin(pr)  sin A’

Prip =0, —m < A < 0 dobimo enak izraz, saj je potem 0 < —\ < 7 in

zamenjava A — —\ obliko rezultata ne spremeni.
Skratka, ¢e v primerih, ko je vsaj en od parametrov p in A enak nic,
vzamemo ustrezne limite, velja:

/OO P dx _ wsin(pA)
0 1+2wcosA+a2 sinAsin(pr)’

—l<p<l,—7m<A<m.

Z metodo ostankov izracunajte integral
/00 2P dx

o (1+22)?
kjer je p realna konstanta, —1 < p < 3.

Resitev

Kompleksna funkcija f(z) = 27/(1 + 2?)? ima v tocki z = 0 razvejisce,

v tockah 21 = —i = €3™/? in 2, = i = ™% pa pola druge stopnje.

Residua funkcije v teh tockah sta tedaj

Res (f(2),21) = lim (( # )2>/ _ 211071(]?21 — pzo — 22) _

z—21 Z— 2y (Zl _ Z2>3
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4q ’

2P ' zé’fl(ng — pz1 — 223)
R Y e R e
B 6p7ri/2(p - 1)
B 44 ’
njuna vsota pa je po krajSem racunu:
_ (p B 1) . Pl

Res (f(z),2z1) + Res (f(2), 22) = sin(pm/2)el™ .

Funkcijo f(z) integriramo po enaki krivulji C kot v prejsnji nalogi in

dobimo:

jif(z) dz = (p — 1)mi sin(pr/2)e’™ .

Naj bo spet I(e) integral funkcije f(z) po kroznici |z| = € v negativni

smeri: o
2 €p+1€pw’eup d(p

() = ]l{z|:€f(z) dz — —z'/o T ea

Ocitno zaradi —1 < p < 3 velja:

limI(e) =0.

e—0

Naj bo J(R) integral funkcije f(z) po krozmici |z| = R v pozitivni

smeri:

2 Rp+1ppiv pip dgp
_ dz =i / iy
Im=§  fEd=i] T Py

Ocitno velja:
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Zaradi —1 < p < 3 potem velja:

lim J(R) =0.

R—o0

V limiti R — oo in € — 0 dobimo po zgornjem bregu pozitivne realne

/00 P dx
0 Qa2
po spodnjem bregu pozitivne realne osi pa

/0 (ze*™)P dx opmi /00 aP dx
RS e RS T
0o (

o (1+22)? 1+22)2°

08l

Tako smo nasli:
0 pPdx oori [ 2P dx - N
b arap | G = o D sinGom/2e
od koder dobimo

[ a2Pdx . -
(1 — ™) /0 A+ = (p — 1)mi sin(pm/2)eP™ |

Po preureditvi imamo za p ¢ {0, 1,2}:

/00 a?dx  (p—1)mi sin(pr/2)er™
0 (1 +x2)2 - 1 — e2pmi -

_ (p—Dmisin(pr/2)  (p— 1)mi sin(pm/2) (1—p)m

e—PTi _ opri —2i sin(pm) - dcos(pm/2)

Izra¢unali smo:

©  xPdx (1—p)m
= -1 1,2}.
/O (1 + $2)2 4COS(p7T/2) ) < p < 37 p ¢ {07 ) }

Izjemne primere pogledamo posebej. Pri p = 0 imamo integral, ki

nastopa v eni od prejsnjih nalog:

/00 dx o
o (I+a2)2 4°
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Isti rezultat bi dobili z limito

1—-pm «

p0 4cos(pm/2)  4°

Pri p =1 gre za integral

/00 T dx
o (1+22)?2’

ki ga izracunamo s substitucijo u = 1 + 22, du = 2x dx:

/00 xdx /
0o (14 a2)? T2
Do enakega rezultata bi prisli tudi z limito

1-pm —T 1

ol 4cos(pm/2) =1 27 sin(pr/2)  2°

Pri p = 2 pa imamo integral

/OO 22 dx
o (14222’

v katerem naredimo substitucijo = 1/u, dz = —du/u? in dobimo:

/OO 2?2 dx _/00 du  m
o (14+22)2 Jo (14+u2)? 4°

Popolnoma isti rezultat pa dobimo z limito:

l-pm -7

o2 dcos(pr/2)  —4 4~

Ce v izjemnih primerih p € {0,1,2} vzamemo ustrezne limite, potem

velja:

—-1l<p<3.

/000 ( wPde (1-p)7

1+ 222 4cos(pr/2)’
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37. Izracunajte integrala

/00 Inzdx /00 dx
o 1+a3" Jo 1423
Resitev

Kompleksna funkcija f(z) = In® z/(1+2%) ima enostavne pole v tockah

2 = —1, 29 = €™/3 in 23 = ™/3. Vzamemo tisto vejo funkcije In z,

kjer ima z argument med 0 in 27. Za residue dobimo:

Res (f(2),21) = (1) = (1) -

(=12 3 3
L) 2 7
Res (f(2),22) = SR = 5 2mi/3 _ a(1+2\/§).

1n2(e57ri/3) 25’/T2 Cami 257_(_2 .
Res (f(2),22) = 3(ebmi/3)2 o7 € il = H(l —iV3).

Z integracijo funkcije f(z) po krivulji C iz zadnjih nalog dobimo v

limitah R — oo in € — 0O:
3 3, 3
8731 873/3
=2m > Res(f(z),2) = o + 5

k=1

/°° In® z dx /00 (Inz + 2mi)? dx
o 1423 Jo 14 a3

S primerjavo realnih in imaginarnih delov najdemo:

1+23 277

1+ a3 9

/OO Inzdx 272 /00 dx 213
0 0 '

Dopolnilo

Integral

/00 dx
o 1+a3
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38.

lahko izracunamo tudi drugace. Vanj vpeljemo novo integracijsko spre-

menljivko v = 1/(1 + 2?). Dobimo

1
dr = —gu"l/g(l —u)"3 du

in nato:

= i, 1
/ de__ f/ w31 —u) 2B du = ~B(2/3,1/3) =
0 3 Jo 3
n

1+ 23
_ 27 _27r\/§
© 3sin(n/3)  3v/3 09

7 metodo ostankov izracunajte integrala

/00 In? z dx /00 In* z dx
o 14227 Jo 1422

Resitev

Za integracijsko pot vzamemo enako krivuljo C kot v prejsnjem primeru.
Za prvi integral vzamemo funkcijo f(z) = In® 2/(1 4 2?), ki ima v tocki
z = 0 razvejisce in enostavna pola v tockah z; = —i in 29 = 7 ter

zapisemo

if(z) dz = 2mi (Res (f(2), 21) + Res (£(2), 22)) .
Vzamemo tisto vejo funkcije In z, kjer ima z argument med 0 in 27.
Brez tezav izracunamo:

In®z  (3mi/2)° 2773
R pu— 1‘ pu— =
es (f(2),21) = lim —— o G

Iz (wif2)? 3
Res(f(z),zg)_lzgr%2+i_ e
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Integrala po kroznicah gresta proti 0, ko R — oo in € — 0. Dobimo:

/OO In® z da /00 (Inz +27mi)3de 1374
0 0 '

1+ 22 1+ 22 -y

Ko poenostavimo levo stran, imamo:

< In?zdx lnzdx o dx 1374
. 4127 / 8i 3/ - .
67”/0 1+ 22 TR A

/Wlnzdx_o
o 1+a22

kar lahko izrac¢unamo tudi z razdelitvijo na integrala po intervalih (0, 1]

Od tod sledi

n [1,00), nato pa v enega od njiju uvedemo novo integracijsko spre-

menljivko z = 1/u, in

6 /OOIH xdx 47T4:i7r4‘
14+ 22 4

Torej imamo prvi rezultat:

/Ooln2xdx 3
o 1422 8

Na splosno velja:

/Omwzo, n=012..
kar zlahka preverimo z razdelitvijo na integrala po intervalih (0, 1] in
[1,00) in z uvedbo nove integracijske spremenljivke = 1/u v enega
izmed njiju.
Za drugi integral v nalogi vzamemo funkkcijo g(z) = In° z/(1 + 22),
ki ima prav tako v tocki z = 0 razvejisce in enostavna pola v tockah

z1 = —1i in 29 = ¢ ter zapisemo
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7({9(2) dz = 2mi (Res (g(2), z1) + Res (g(2), z2)) .

Vzamemo tisto vejo funkcije In z, kjer ima 2z argument med 0 in 27.

Brez tezav izra¢unamo:

In°z  (37i/2)° 2437
R = 1 — S
es(9(2), 1) = lim —— o o

In® 2 B (mi/2)5 B o

Py 2% 64

Integrala po kroznicah gresta proti 0, ko R — oo in ¢ — 0. Dobimo:

/Ooln5xdx / lnx+2m5dx_ 12175
o 142 1+ 22 N 16

Po razvoju binoma imamo:

o~ In*xd < In®zd < Inzd
—10m'/ n x+407r2/ ne x—|—807r32'/ nrar
0 2 o 1 2 0

1+ +u 1+ a2
80t /00 Inzde 39,75, /00 dz _ 12175 .
o 1422 o 1+ 2 16
Po izenacitvi imaginarnih delov in z upostevanjem prejsnjega rezultata
najdemo
o In*z dx 12175
~107 [ 1075 — 1679 = — .
"l 142 T 4 16

0Od tod konc¢no sledi rezultat:

1+22 327

/OO In*zdr 57
0

Dopolnilo

Na tak nacin lahko postopoma izra¢cunamo integrale oblike

/00 In?" z dx
o 14227
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kjer je n naravno Stevilo ali 0. Funkcija g,(z) = In*™ 2/(1 4 2?) ima
prav tako v tocki z = 0 razvejis¢e in enostavna pola v tockah z; = —1¢

in 2o = 1, zato lahko zapiSemo

§,9(2) dz = 2mi (Res (9(2), 21) + Res (g(2), 22)) .

Vzamemo tisto vejo funkcije In z, kjer ima z argument med 0 in 2.

Brez tezav izra¢unamo:

Res (gn(2), 1) = lim In?*t _ (3mi/2)%n+1 _ _(37T)2n+1(_1)n

i z— i —2i 92n+2

. 1n2n+1 > (7.‘.@'/2)2n+1 7T2n+1(_1)n
Res (gn(z)a ZQ) - IZILI} 241 = 2 - 22n+2

Integrala po kroznicah gresta proti 0, ko R — oo in ¢ — 0. Dobimo:

/00 In?" 2 de / (Inz 4+ 2mi)*"*de w22 (—1)"tY
0 14 a2

2n+1
1+ 22 - 22n+1 (3 —-1).

Po razvoju binoma imamo:

B Z <2n + 1) z)QnH_k /oo In* 2 dz _ o2t (—1)ntly (32n+1 D,
0

1 + 1»2 22n+1

Za lihe k so integrali enaki 0, preostane pa nam po preureditvi rekurzija

za sode k:
n 2n + 1 < n?*ydy  p2nt!
_1 k 2 2n72k/ — 32n+1 o 1 )
kz:%( ) ( 2% >< ) ) 1z g )

Na podlagi rezultatov

/00 B /00 In? 2z dx B (71')3 /00 In 2 da _: <7r>5
01—|—x2_2 T+22 \2) 7Jo 1+22 ~\2

dobimo iz zgornje rekurzije na primer Se

0016 7
/ n:vdx:61<7r>
o 1+22 2
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in lahko sklepamo, da velja na splosno:

o In?" z dz m\ 2t
—_ = — =0,1,2,...
/0 1+I’2 Ean <2> ) n ) Ly Sy )

kjer so 5, neka naravna Stevila. Zaporedje teh Stevil se zacnez 1,1,5,61.

Izkaze se, da lahko zapisemo g9, = |Ea,|, kjer so Es, Eulerjeva stevila.

Eulerjeva stevila E, so koeficienti v razvoju

1 i E, ., 2] < T
—_— = —2" za |z| < —=.
chz (= n! 2
Iz definicije sledi, da je F5,.1 = 0 zan = 0,1,2,.... Torej velja na

splosno:

o In" xdx m\ "+
= (Z) B, n=0,1,2,....
/0 1+ a2 <2> [Enl, n

Naj bo a pozitivna konstanta. Potem lahko izracunamo tudi integrale
/00 In" x dx
0o a4+ a?

z uvedbo nove integracijeske spremenljivke x = au:

/00 In"xdr /00 In"(au) adu 1 /OO (Ina + Inw)™ du
0 0 0 ’

a? + x2 a? 4+ a?u? a 1+ u?

Ko uporabimo binomsko formulo, dobimo:

o In"zdx 13 (n % 1n* u du
et etede ln—k / )
/0 a? + x2 az<k>n ao 1+ u?

k=0

[zrazimo z Eulerjevimi Stevili:

oln"zdr 1S (n\, ,n [T\
/0 a2+$2z<k>ln a<2) Bl

a2

Ko opustimo ¢lene, ki so enaki 0, dobimo:

<In"zdr 172 /(n 7\ 2k+1
- - 2 (2) |l
/0 a? 4 22 2 o) “\2 Bl

@ =0
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39.

V posebnem primeru imamo:

o Inzdx T < In?zdx T
R | , / 7:7412 2 )
/0 a4+ 22 2a na o a?-+ x? 8a< a7

Z metodo ostankov izracunajte integral

/00 sin(az) dx
0

e2rr _ 1’
kjer je a pozitivna konstanta.
Resitev
Kompleksna funkcija f(z) = €"*/(e*™*—1) ima enostavne pole v tockah
2, = ki, kjer je k poljubno celo $tevilo. Funkcijo f(z) integrirajmo po
pozitivno orientirani, enostavno sklenjeni krivulji C, kot jo kaze slika,

pri ¢emer sta R > 11in 0 < e < 1/2. Naj bo

R eiaac dr
I(z,R) :/E g

Iskani integral, oznac¢imo ga z I, je imaginarni del tega integrala, potem

ko stevilo R pozenemo prek vseh meja, € pa proti 0.

lei—}

~

20:0 < R

Na obmocju, ki ga ograjuje krivulja C, je funkcija f(z) analiti¢na in

zato je

jéf(z)dz:O.



Integral po spodnji stranici obrezanega pravokotnika naj bo

)

e dx /R cos(ax) dx+ , /R sin(ax) dzx
= _— 1 _—

627rx -1 6271'1: -1 627rx -1

G(e,R):/ng(z)dz:/gR

po zgornji stranici pa

e 6ia(:c+i) dzr
/R e2m(z+i) — ] -

H(e,R) = /R F(2)dz = e " G(s,R).

Po desni stranici dobimo integral

Re+i UjelaltBtw) gyl e Wy
J(R) = /R f(z)dz = /0 cen(Rtiy) — 1 ¢ /0 o2nRo2miy _ |
Ocitno je
L e=% dy 1—e @
< =
R < [ Gt = a1y

kar pa gre proti 0, ko R — oo.

Po levi stranici pravokotnika je

€ e qe MW d l—e =9y
K(e) = f(z)dzz/ u__i/ .
1 5

1_e _e e2myi ] e2myi _ 1 °
Ko upostevamo enakost €™ — 1 = 2isin(my)e™?, najdemo:

1—¢ 6_aye_ﬂ-yi dy

1—¢ 1—¢
k(e = [T gy [ o gty
(e) : sn(rg) i eMdy— [ e ctg(my) dy

Preostaneta Se integrala [y(e) in I;(¢) po ¢etrtinah kroznic okoli tock 0

oziroma 7. Integral

i
/0 €' ige' dy
xj2  emee?

konvergira proti —i/4, ko ¢ — 0. Analogno velja za integral
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e2m(itee®) _ =€

—m/2 glali+ee’?)jocip dy
I = | ~ e

7(1 /ﬂ/2 elase’? jceip dy
0
ki konvergira proti —ie=*/4, ko ¢ — 0. Ker velja
}éf(z) dz = G(e,R) + J(R) + H(e, R) + Ii(¢) + K() + Io(¢) = 0,

dobimo po primerjavi imaginarnih delov na levi in desni strani relacijo:

/ER simar) dr o 1(Ry) — e /ER sinfaz)dz

627r:v -1 e27rz -1

l1—¢
S +5 [ e dy+S(ho(e)) = 0.
Potem ko ¢ — 0 in R — oo, dobimo z upostevanjem zveznosti funkcije
3(2) enacbo:

1
4

1 /1 1
e*a—i-f/e*“ydy——:().
2 Jo

J—e ] —
¢ A

Po njenem preoblikovanju pa

1 1
l—e)I=—-(14e")——(1—e1).
(=)= {1+ — o (1-e)

Torej je
1 1+4e® 1
4 l—e 2a 4

Tako smo konc¢no izracunali:

I /Ooosm(“x)dx _ i cth(a/2)

627r:c -1

I

1
2a

Dobljeni izraz je pravilen tudi za a = 0, ¢e priznamo limito

S =0
l—e® 2a a=0  4a(e® —1)

a—0

. 14+ e @ 1 Coae*+a—2e*+ 2
lim = lim =

za rezultat.
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40.

Dopolnilo

Za pozitivni konstanti a in b imamo z uporabo preproste substitucije

takoj integral:

©gin(az)dr 7 1
————— = — cth b) — —.
/0 ebr — 1 2% © (wa/b) 2a

Naj bo f(z) racionalna funkcija, ki nima polov na pozitivnem delu
realne osi, pa tudi ne v tocki z = 0, in stopnja Stevca funkcije f(z) naj
bo vsaj za 1 manjSa od stopnje imenovalca. Dokazite, da je

[t e (SO L),

I’z +72 = Inz—7’

pri cemer je ag = —1, v tockah ay,as, ..., a, ima funkcija f(z) pole,

In z pa je tista veja logaritma, kjer ima z argument med 0 in 2.

Dokaz

Integrirali bomo funkcijo g(z) = f(2)/(Inz — i) vzdolz krivulje C
na sliki. Funkcija g(z) ima razvejisée v tocki z = 0, pol v tocki,
kjer je Inz = mi, to se pravi v tocki ag = —1, ter pole tam, kjer
jih ima racionalna funkcija f(z), denimo v tockah ai,as,...,a,, ki
pa niso na pozitivni polovici realne osi, pa tudi ne v z = 0. Radij
veCje kroznice naj bo R > max{ag,as,as,...,a,}, radij manjse pa
0 < € < min{ag, aj, as, ..., a,}. Hitro se vidi, da integral I(R) funkcije
g(z) po krozmici radija R z rasto¢im R gre proti 0, integral J(g) po
manjsi kroznici pa prav tako, ko ¢ — 0. Integrala po zgornjem in

spodnjem bregu pozitivne realne osi pa sta

B fz)de /E fl)de R fz)dx

.y
e lnx —me

r (Inz + 2mi) — mi e Inz+mi’
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41.

tako da je vsota obeh:

B flz)de (B f(z)dx o R f(x)dx

e Inx —m e Inzx+mi e Infz+72°

Y ()

(=

Po izreku o ostankih velja

R f(x)de

I3 1n2 s _'_ 7T2 k=0

%zg(z) dz = 2mi

Ko R — o0 in € — 0, dobimo po krajsanju s faktorjem 27i:

/Ooof(—ZRes ZRes( f(z)

In?z + 72 Inz— i’

+ I(R) + J(g) = 2mi zn: Res (g(z

),ak) .

7 uporabo pravkar dokazane trditve izracunajte za pozitiven a integral:

00 dz
/0 (z +a)(In®x + 72)

Resitev

Vzamemo funkcijo f(z) = 1/(z + a), ki ima enostaven pol a; =

—a in

izpolnjuje pogoje trditve. Izracunati moramo residua funkcije g(z) =
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42.

f(2)/(Inz—mi) pri aqg = —1 in a3 = —a. Vzemimo primer a # 1. Tedaj

jer
1 1 1
Res L),,ao = lim s — = lim =
Inz— mi =-1(z+a)(nz—7i) a—1>-1(1/2) 1—a
Res L),,al = lim cta ~ = ! . =
Inz— i =—a(z4+a)(lnz—mi) In(—a)—mi

B 1 1

" (na+7i) -7  Ilna’
Torej je

/00 dx 1 n 1 41
= a#1.
o (r+a)n’z+72) 1-—a Ina’

Za a = 1 pa bi dobili rezultat z limitiranjem a — —1 zgornjega izraza:

/00 dx . ( 1 n 1 ) 1
= lim — ==
o (z+1D(In*z+72) a>1\l—a Ina 2

Enak rezultat bi dobili tudi, ¢e upostevamo, da ima tedaj funkcija g(z)

pol druge stopnje v tocki ag = —1:

o (25) < i) -

. z+1 Y\ o ozlnz—miz—2—-1 1
= lim () = lim - = —.
=—=-1\Inz — i ==-1  z(lnz —mi)? 2

Z uporabo prej dokazane trditve izracunajte za pozitiven a integral:

/00 dz
o (224 a?)(In’x +72)’

Resitev

Tokrat vzamemo funkcijo f(z) = 1/(2? + a?), ki ima enostavna pola

a1 = —ai in as = a7 in izpolnjuje pogoje trditve. Izracunati moramo
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residue funkcije ¢g(2) = f(2)/(Inz — i) pri a9 = —1, ay = —ai in

a; = at.
f(2) . z+1 1 2+l
EACYE — — lim —— ~ —
Res <lnz i ) (224 a®)(lnz—mi) 14 a? Soinz — i
_ ! lim Lt
S 1+a?e—-1(1/2) 14a?’
Res &,al = lim - Z+C.LZ <~ =
Inz—mi z——ai (z + ai)(z — ai)(ln z — i)
B 1 B 1
~ (=2ai)(In(—ai) — 7))  (—2ai)(Ina + 7i/2)’
Res &,ag = lim : ° c.w < =
Inz— i z—ai (z 4 ai)(z — ai)(ln z — i)

B 1 B 1

(2ai)(In(ai) — wi)  (2ai)(lna — 7i/2)

Vsota zadnjih dveh residuov je

1 1 1 B n
2a¢i \Ina —mi/2 Ina+7i/2)) 2a(ln*a+n2/4)"
Torej je nazadnje:

dx T 1

/0 (22 +a?)(Inz +72)  2a(ln’a—+72/4) 1+a®

43. Bodita a in p konstanti, a > 0 in 0 < p < 1. Izracunajte integrala
/ 2P~ cos(azx) dz / 2P~ sin(ax) dx .
0 0
Resitev

Integrala bomo izracunali z integracijo funkcije f(z) = zP~'e™%* po

krivulji C, ki jo vidimo na sliki.
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0 € R T

Integral po kroznem loku polmera R je:
/2 ) i
I(R) :/ (Re™)P~te R Rie™ dyp .
0

Ker za 0 < ¢ < 7/2 velja neenakost — cos ¢ < 2¢/m—1, lahko ocenimo:
TR
- 2a

w/2 w/2

|I<R>| < Rp/ efaRcosgo ng < RpefaR/ eQaRap/ﬂ' ng (1_efaR) )
0 0

Torej gre I(R) proti 0, ko R — oc.

Integral po kroznem loku polmera ¢ je:
7'('/2 . ip . 77/2 . ip

J(e) = —/ (ee)P~lem % gie? dyp = —z'/ (ee")Pe™ " dy

0 0

Iz tega takoj razberemo, da J(g) — 0, ko ¢ — 0. Po Cauchyjevem

izreku velja:

jif(z) dz = /ER aPlem o da:—i—[(R)—l—/RE yP~LeP=Vim/20 =0t gy 1 J(e) = 0.
V limitah ¢ — 0 in R — oo dobimo
/oo 2P lem dy — jelP~Dm/2 /Oo yPleT W dy = 0
0 0
in nato
e_p”/21"(p)a_p = /OOO yP e dy .

Po primerjavi realnega in imaginarnega dela obeh strani imamo:

/0°° yP~ ! cos(ay) dy = COS(pWa/pQ)F(p) : /OOO yP~sin(ay) dy = Sin(pwc{f)r(m .
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44. Naj bo f(z) omejena in cela funkcija. Z uporabo izreka o residuih
dokazite Liouvillov izrek, ki pravi, da je taka funkcija lahko samo kon-

stanta.

Dokaz

Vzemimo poljubno velik R > 0 in razli¢ni kompleksni stevili a in b, ki

sta znotraj kroga |z| < R. Potem velja po izreku o residuih:

I(R) = 21m /|z—R (Z_ﬂ(;)(jz_b) = Res (g(z),a) + Res (g(z),b),

kjer je g(z) = f(2)/((z — a)(z — b)). Funkcija ¢g(z) ima enostavna pola

v toc¢kah a in b in residuuma:

Zato je

I(R) = z—a)(z—0) a—>b

 2mi

1 fz)dz f(a) = f(b)
/|zR ( '

Po drugi strani pa z obi¢ajno parametrizacijo kroznice |z| = R, torej z

z = Re'¥, ocenimo:

[I(R)| =

1 /27r f(Re*?)iRe™ dyp < MR

2mi Jo  (Re® —a)(Re® —b)| — (R—|a|])(R—|b])

Pri tem je M > 0 konstanta omejenosti funkcije f(2): [f(2)] < M za
vsak kompleksen z. Ce R — oo, potem I(R) — 0 in zato je

fla) — f(b)

=0.
a—>b

To pomeni, da je f(a) = f(b), ne glede na izbiro razliénih tock a in b v

ravnini kompleksnih stevil. Funkcija f(z) je lahko le konstanta.
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45. Izracunajte integrala

2w 9 2w 9
/ cos™" xdx, / sin“" x dx
0 0

pri cemer je n nenegativno celo stevilo.

Resitev

Uporabili bomo Eulerjevo formulo

1 . )
CoST = 5(6” +e '),

iz katere z binomsko formulo dobimo:

1, , 1 2% (2n) . ‘
COSanL' — 2%(67,:5 + 6—1:1:)271 — 2% ];] < L >ekzm6—(2n—k’)zx —

1 2 (2n :
_ = (2k—2n)iz
. ( ' >e |

k=0
Ker je

2w .
pix _ .
/0 e’ dx = 2mid,y ,

kjer pomeni 9, , pri celih Stevilih p in ¢ Kroneckerjev simbol, imamo:

27 1 r2r (27 /9 ,
/0 cos?" x dr = 2%/0 (Z (;) e<2k_2n)2x> dr =

k=0
1 2% (2n) f2r , 2r 2% (2n 21 (2n

- (2k—2n)ix dr = == 5 _an '
i & () 1= G (o = 22(0)

Analogno dobimo z uporabo Eulerjeve formule

: 1 iT —ix
sinw = o (e —e ™),
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in binomske formule tudi:

I (-1 & 2n\ :
L 2n T —iz\2n __ 2n—k kiz ,—(2n—k)iz __
sin”" x = OIEL (e—e ") = 5on kE:O(—l) ( i >e e =

n 2n
_ (;2171) Z(_1)2n7k (%:L) o(2k—2n)iz

k=0
Z integracijo dobimo:

2 1) 2 2n 2 )
/0 sin® z do = c 222 /0 (Z(—l)zn_k< ;) 6(%_2”)”) de =

k=0
()" & otk [ 2N /27r (2k—2n)i
— —1)?" NPT o —
22n kz:%( ) k) Jo ¢ v
(—=1)m2m 2 ok (210 (—=1)"2r 2n 2m (2n
= —1)" Sop—omo = ~———(—1)" = ,
922n I;::O( ) k 2k=2n,0 22n ( ) n 22n \ n

Torej velja:

21 2 2
/ COSQnZ‘d.TZ/ sin? ¢ dp = — (n)) n=0,1,2,....
0 0

22n—1 n
Dopolnilo

Zaradi simetrijskih lastnosti funkcij sinus in kosinus dobimo Wallisova

integrala:

w/2 /2 2
/ cosQ"xdx:/ sin? z dr = — ( n), n=0,1,2,....
0 0

22n+1 n

Brez tezav ju zapisemo tudi v obliki

/2 /2 2n — !
/ COSQnZL’dZL‘:/ sinQ”xdx:w-E, n=1,23,....
0 0 2n)!l 2

Pri tem pomeni:
2n)l=2-4---(2n), (2n+1!I=1-3---2n+1).
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Posebej definiramo 0!! = 1.

Kako pa je v primeru, ko sta pod integralskim znakom lihi potenci

sinusa in kosinusa? Kako je torej z integraloma

/2 _— w/2 _—
/ cos”" ™ xdx, / sin® ™t xdr, n=0,1,2,...7
0 0

Dovolj je izracunati enega od njiju, kajti integrala sta enaka, kar spoz-
namo po substituciji * = 7/2 — u:
w/2

w/2 0
/ cos™ ! xdr = — / cos™ (7 /2 — u) du = / sin® !y du .
0 /2 0

Eden od nacinov za izracun integrala je uporaba substitucije

t=sin’z, z=arcsinVt, dr=

s katero dobimo:
™2 ont1 Lot i 1
/ cos™" xdmzi/ t (1—t)”dt:§B(n+1,1/2):
0 0

_ T+ 1)I(1/2) nly/m
2I'(n +3/2) 2(n+1/2)(n—1/2)---(3/2)(1/2)y/7
_ 2"n! _ (2n)!!

@n+1)2n—1)---3-1  2n+ DI

Imamo torej rezultat:

(2n)!!

20,1,
Cnypi TS

/2 S /2 _—
/ cos®™t xdx:/ sin®t rdr =
0 0

Sedaj lahko celo izpeljemo Wallisovo formulo. Za 0 < z < 7/2 je

0 <sinz < 1 in zato je tedaj za vsak naraven n:

0 <sin®z <sgin®z<sin®lr<l.
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Z integracijo po intervalu [0, 7/2] dobimo
/2 /2 w/2
/ sin?" 'z dx < / sin® z de < / sin?" 'z dr < g .
0 0 0

Z znanimi vrednostmi pa to pomeni:

(2n)! Cn—1!" 7 (2n-2)! =«
< oLl < .
(2n+ )N o)l 2 " (2n-D1I 2
S to relacijo osamimo stevilo 7/2:
(2n)!! (2n)! T (2n—=2)I  (2n)!

Cnt DI @Dl ~2 " @n_l @2n_Di°

S preoblikovanjem dobimo:

[(25127)!1!)!!]2 2n1+1 3" [(2(7122)'1')1'12 ' 21n

Zaporedje (a,)22; s splosnim ¢lenom

o)l 17 1
( ))”]

ap = .
l(Qn—l 2n + 1

=

je o¢itno navzgor omejeno s 7/2, je pa tudi narascajoce, saj velja:

o)t 17 1
on — 1)!!] @nr1)2@n+3)

anﬂ—an:[( 0.

Zato je zaporedje (a,)?; konvergentno. Prav tako je konvergentno

zaporedje (b,)7; s splosnim ¢lenom

(2n)n>”r 21?1_l (zn)u)”r L 2n+1 2041

bn: - . . n
m— 1 om— 1 m+1  om " Top
(

n
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2n—|—1_

2 1
lim b, = lim <an- nt >:hman-lim = lim a,, .
Ker pa je
s
a, < = <b,,
2
velja

lim a, = lim a,, = —
n—oo n—oo

Tako smo izpeljali Wallisovo formulo:

T ) (2n)!! 2 1
— = lim . )
2 nooo | 2n—1D)I1 2n+1

Za izracun Stevila 7 ni primerna, ker zaporedji (a, )5 in (b, )5, prepocasi

konvergirata.
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Bernoullijeva Stevila
1. BERNOULLIJEVI POLINOMI IN BERNOULLIJEVA STEVILA
Sestavimo tako polinomsko zaporedje
B,(z), n=0,1,2,...,
pri katerem bo stopnja polinoma B, (z) enaka n in
B .i(z)=(n+1)B,(z) ter /01 B, (z)dr =0,0 za n=0,1,2,....

Vsako polinomsko zaporedje, v katerem je stopnja ¢lena enaka indeksu, imenu-
jemo pravilno zaporedje. Zaporedje Bernoullijevih polinomov je torej pravilno.
Ker mora biti By(x) konstanta, imamo takoj: By(z) = 1. Iz pogoja B (z) =

1 dobimo B (x) = x4y, konstanto ¢; pa izra¢unamo iz pogoja [y B (z) dx =

0 in dobimo: Bj(z) = x — 3. Podobno razvijemo ostale polinome B, (x).
Zapisimo jih nekaj:
BQ($> = 1,
1
Bl (33) = T 5 y
1
By(r) = 2 -2+ 6
1
B — 3 2,2 -
3(x) T -5 + 5%
1
Bi(z) = 2t —22% 422 — —
1() x T S 30
Polinomi B,(x), n = 0,1,2,..., so Bernoullijevi polinomi, imenovani po

Jakobu Bernoulliju (1654-1705). Polinomi so monicni, kar pomeni, da je

njihov vodilni koeficient vselej enak 1.
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pri katerem dobimo: Bl(O) = —3in Bl(l) =
By(1) =1,zan > 1 paje

B (1) /B d:p—(n—l)/oan_l(x)dx:O.

Na kratko lahko to ugotovitev strnemo v zvezo:

B,(1) — B,(0) = 6p—1p0 -

Za By(x) je seveda By(0) =

1
5

Polinome B, (z) razvijmo na intervalu [0,1] v trigonometri¢ne Fourierove

vrste

B, (x) ~ - 040 ) 4 Z ( cos(2kmx) + Bk sin(2k7r:6)) ;

pri ¢emer Fourierove koeficiente ak in ﬂk izracunamo po formulah:
al™ = 2/ By(z) cos(2knz)dr in A" = 2/ B, (z)sin(2k7z) dx .

Vsote Fourierovih vrst naj bodo funkcije v, (z), za katere takoj ugotovimo,
da so povsod zvezne, odvedljive pa niso pri vseh celih argumentih z. Izjema
je funkcija v (x), ki ni zvezna pri nobenem celem argumentu z. Na intervalu
0,1] seveda velja: ¢,(z) = B,(z) za vse indekse n # 1. Za n = 1 pa je
(z) = Bi(z) za 0 < x < 1. Grafa funkcij ¢ (x) in ¥o(x) kaze spodnja

skica.

y y = Pa()
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Oc¢itno lahko vzamemo:
O =25, in BV =0 za k=0,1,2,....

Zaradi zveze B! _ (x) = (n+ 1)By,(x) je dovolj izracunati Fourierove koefi-

ciente za 11 (x). Dobimo:

1
CV]E}):O za k:071727-.. ln /Bl(gl):_ﬁ za 1727""

Tako imamo naslednjo Fourierovo vrsto:

2 & sin(2kmx)

Pi(z) = “or 2
k=1

Ker je
Uo(z) =2¢1(z) za 0<z <1 in YPo(x)dx =0,
0

dobimo najprej
cos 2k7mc)

() = 2 QWQZ

nato pa korak za korakom ugotovimo, da se da funkcije 4, () sodega indeksa

n razviti po kosinusih, lihega indeksa pa po sinusih:

g (2n)! & cos(2kma)
Vo (x) = 2(—1)" 2y ; Em za n=12,...,

(2n 4+ 1)! & sin(2k7x)
(2m) 2T & Z E2ntl

VYoni1(z) = 2(=1)"! za n=01,2....

7 Eulerjevima formulama
e — cos(2kma) + isin(2kwr) in e 2™ = cos(2kmx) — isin(2k7x)

dobimo kompleksno obliko:




kjer sestevamo po vseh celih stevilih £, razli¢nih od 0.
Na prvi pogled vidimo, da so funkcije 19, () v tocki z = 0 za n > 1 dajo

izraziti z Riemannovo funkcijo ((s), ki je za s > 1 definirana kot vsota vrste:
_y L
o ke
Bernoullijeva stevila B,, definirajmo sedaj takole:
B,=B,0) za n=0,1,2,....

Za prvih nekaj indeksov hitro najdemo:

1 1 1
30:1,31:—5732 633—0 By = 30

Ker so funkcije ¢, (z) za n # 1 povsod zvezne in se na intervalu [0, 1] ujemajo

s polinomi B, (z), lahko tedaj zapisemo tudi:

B, = 1,(0) .

Torej je za vse lihe n od vkljuéno 3 naprej B,, = 0. V primeru sodih indeksov
pa imamo

(27T)2n
2(2n)!

Bo=2(-1* 2 c(on) i ((2m) = (~1)"

B ,(2m)% 1 B w2
)= (Bl
B 5 (2m)* Iy w4
(=05 (55) = 5o

Ker velja za n > 1 relacija

1 > 1 T
1<gﬁ§§? — <2,

By, za n=1,2 ...



to se pravi

1<¢(2n) <2,
imamo upostevaje zvezo med Bs, in ((2n) oceno:

2 _|Bu| __4
emz = (2n) © (2m)n

Ker so stevila B,, z lihim indeksom od vklju¢no 3 naprej enaka 0, imamo zato

naslednji rezultat:

lim — =0
n—oo nl
Ker je
2(2n)!
Bay, ;
| Ban| (2m)2"
velja

A0, | Bonl = oo

Na intervalu [0, 1] so Bernoullijevi polinomi sodih indeksov takole omejeni:

Do te ocene pridemo s sklepom:

(2n)!

| Bon ()] = [th2n ()] < 2 (27T)2n§(2n) = [Ban| -

Rodovna funkcija G(z, z) v eksponencialni obliki za zaporedje Bernoullijevih
polinomov B, (x),n = 0,1,2,..., je v splosnem funkcija kompleksnih spre-

menljivk x in z, ki razvita v potencno vrsto glede na z generira te polinome:

G(z,z2) = i)BZ('x)z"

Podobno vpeljemo rodovno funkcijo H(z) v eksponencialni obliki, v splosnem

kompleksne spremenljivke z, za Stevilsko zaporedje B,,, n = 0,1,2,..., ki
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razvita v potencno vrsto glede na z generira stevila B,,:

Pois¢imo eksponencialni obliki rodovnih funkcij G(z, z) in H(z) Bernoullije-
vih polinomov oziroma Bernoullijevih stevil. Ker je B, = B, (0), mora veljati

zveza: H(z) = G(0,z). Naj bo torej najprej:

G(z,2) = i Bn('x)z”
= n!
Zan>2in0<x <1 velja
2
|B71<!x) = wjﬂf!x) = (ziw“”) = (272r)”7r6 < (25;)71
in zato
0 ()

Zato vrsta za funkcijo G(z, z) absolutno in enakomerno konvergira za |z| < 27

glede na x € [0,1]. Prav tako konvergira vrsta

-

n=1 : n=1

an 1 ©

Z n—l

n=1 —

=2G(x,2),

n!

in sicer proti 2% (z, z). Torej zados¢a G(z, z) parcialni diferencialni enacbi

oG
%(%, Z) - ZG(QZ’,Z) ;

ki ima splosno resitev
G(z, z) = c(z)e™,

kjer je ¢(z) samo od z odvisna funkcija. Ker je

[} ctwzyae= [ (i W(m)z") dx = 2 ([ Bwar) 2 =1

n=0
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in po drugi strani

/01 G(z,z)dr = /01 c(z)e” dr = c(2) :

imamo izraz za c(z):
z

er —1°

c(z) =

Pripomniti je treba, da ima ¢(z) pri z = 0 odpravljivo singularnost.

smo prisli do rodovnih funkcij:

ze™? = B,(z)
G = = "
(z,2) e —1 nz:‘; nl
in
z = B, ,
H(Z) = . = 7'
e#—1 ‘= n!

Tako

Vrsti konvergirata za |z| < 2w, to se pravi na odprtem krogu radija 27 s

sredis¢em v tocki 0 v kompleksni ravnini. Ta krog sega do najblizje singu-

larnosti funkcije ¢(z). Vse singularnosti so v tockah z = 2mmi, kjer je m

poljubno celo stevilo. Za m = 0 pa imamo, kot je bilo receno, odpravljivo

singularnost.

2. POTENCNE VRSTE IN BERNOULLIJEVA STEVILA

Videli smo, da je stevilo By = —% nekaj posebnega. Zato prenesimo ¢len Bz

v izrazu za rodovno funkcijo Bernoullijevih stevil na drugo stran enacaja in

dobimo:
z 1 i Bgn n

ez—1+§Z:nZ::0(2n)!z

Po preureditvi lahko zapisemo

0 Bn
gCth%:Z 22 ga 2| < 2m.

n=0 (271)'
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Po zamenjavi spremenljivke z — 2z pa Se:

00 22n32
zcthz = 2 oza |z <.
= o)

Ker velja preprosta enakost cthiz = —i ctg z, dobimo z zamenjavo z — iz:
00 22”B2n
zetgz =) (—1)" 22" za |zl <7
2

Iz elementarne enakosti

z 2z 2z

shz er—1 e22—1

dobimo z rodovno funkcijo:

1_22nan
——22 (2n)!) 2 ga |z <

in po zamenjavi z — iz z upostevanjem enakosti shiz = i sin 2z Se:

e8] 1 _ 22n7 B n
Z ) 2 a2 <.
- (2n)!

sin z

Iz druge elementarne enakosti 2 cth 2z = cth z 4 th z pa sledi razvoj

00 22n(22n _ 1)B2n o1 T
thz:; @) z za |z| < 3

Ker je thiz = 1tg 2, velja seveda tudi

> 220(22" — 1)B, 7
tgz =S (1" s <.
gz ngl( ) (2”)' Z za ’Z‘ 2

1z enakosti

o0 2n
In Sh—z =cthz — 1 = 27 Bn 2t
z z = (2n)!

dobimo po integraciji od 0 do z

shz i 22 32n o |z|<§
2

n:l
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in po zamenjavi z — 12 Se

sin z > 220 B, T
1 = L < —.
T n;( Vaman® @ Fl<y

Pa se kaksna funkcija z Bernoullijevimi stevili v razvoju v Maclaurinovo vrsto

bi se nasla.

3. ENAKOSTI Z BERNOULLIJEVIMI POLINOMI IN STEVILI

S preureditvijo enakosti

ze¥ i By (x) n
ee—1 “= nl
v obliko
Lo TGy

dobimo s primerjavo koeficientov enakost

n

By (z) n! " 1 n
n: = _— B
v ,§0 Ko (n—k+1) ,;)n—kﬂ k) B

ki velja za k = 0,1,2,.... Z zamenjavo sumacijskega indeksa k — n — k pa

lepse:

i)
=S —— (") Byi(a).
Sk 1\k

Za Bernoullijeva stevila takoj dobimo:

) : <n>
T T Bn—k: = 571,0 .
2+ 1\k

Z odvajanjem izpeljemo enostavnejso formulo

n—1 n ln—k(n n
S == (k) Burle) = 2 (k) P =2, <k> Pt

k=0 k=1
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ki velja za n > 1. Lepse in enostavneje jo lahko prepiSemo v rekurzivno

formulo
nz" ' 4+ By(z) = (1 + B(x))", kjer je B*(z) = Bi(x), By(z) =1.
Podobno dobimo za Bernoullijeva §tevila rekurzivno formulo:
O+ B, =(1+B)", Kkjer je B¥*=DB,,By=1.

Bernoullijevi polinomi premorejo celo adicijsko formulo. Z razvojem funkcije

G(z +y,z2) = G(x, z)eY* dobimo najprej

= Bur+y) & Bulr) &y,
2T Tt

nato pa s primerjavo koeficientov:

Buz+y) =3 (Z) Bu(z)y™™"

V posebnem primeru y = 1 imamo

(T + 1) Z() ,
v primeru z = 0 pa

B0 =3 () Bl

k=0
Pisimo raje x namesto y, pa smo dospeli do naslednje oblike za Bernoullijeve

polinome:

B(z) = i (Z) B *

k=0
Ta pove, da so vsi koeficienti Bernoullijevih polinomov v tesni zvezi z Bernoul-

lijevimi Stevili. Zgornjo enakost lahko zapiSsemo simboli¢no takole:
B.(x)=(x+B)", B"=B,, By=1.

160



Z ze izpeljano formulo imamo nazadnje
Bu(z+1) — B,(z) = na"*.
Iz enakosti G(z, —z) = ¢*G(—x, z) = G(1 — z, z) dobimo tudi enakost
B,(1—z)=(-1)"B,(x).
7 zamenjavo x — —x pridemo do enakosti
(—=1)"B,(—2) = By(x) +na"'.

V posebnem primeru dobimo za nenegativni celi Stevili x = k in n iz ze
izpeljane zveze

Bpyi(x +1) = Bpaa(2) = (n+1)z"
enakost

Boir(k+1) = Bpoa(k) = (n+ 1)E" .

Ce vse te enakosti sestejemo po k od 0 do m, dobimo sumacijsko formulo

U 1
o B, 1(m+1)—- B, ,
S = g (Bra(m+ 1) - B

kjer vzamemo 0° = 1.

V primerih n = 1 in n = 2 lahko preverimo znani formuli
U 1 Ui 1
Yok=-mim+1), Y K =-mm+1)2m+1).
k=1 2 k=1 6

Brez tezav izpeljemo formulo, ki vsebuje integral:

1

[ Bu&)dt = = 1Bua(@) = Bra(a)]

Pri tem upostevamo enakost B, ,(z) = (n+ 1)B,(x). Z metodo integracije

per partes izracunamo tudi integrale oblike
1
/ B,(x)Bp(x) dx.
0
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Za m =n =0 dobimo 1, za m > 1,n > 1 imamo

m!n!
(m+n)!

m—+n

/01 By (2)Bp(z) do = (—1)"*

in 0 sicer. V posebnem primeru imamo

2( 2n!?
/B o) dr = o c(en).

Bernoullijevi polinomi imajo tudi formulo, ki jo je odkril W. Raabe, za

mnozenje argumenta z naravnim Stevilom m:

1
:1+ez+€2z+.__+e(m—1)z’
ez —1

iz katere najprej izpeljemo

mzx max oz mzx ;22 mzz ,(m—1)z

mzeFr . mze n mze™*e n . mze
er —1 emz — 1 emz — 1 emz — 1 emz — 1

mze 6(

in
1 m—1
mG(mz, z) = G(z,mz) + G(xr + —,mz) + -+ + G(x + ——,mz),
m m
nato pa posamezne Clene razvijemo v potencne vrste in primerjamo koefi-
ciente. Ce prepisemo formulo za mnozenje argumenta v obliki

S (2)

m" m .2

takoj spoznamo v njej Riemmannovo integralsko vsoto funkcije B, (x + t)

argumenta t za delitev intervala [0, 1] na m enakih delov. Ker je

B (1) et

mm
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za n > 0, imamo po limitnem prehodu m — oo rezultat

x—/ x+t

ki pa oc¢itno drzi tudi za n = 0.

To formulo lahko izpeljemo tudi z adicijskim izrekom za Bernoullijeve poli-
nome. D. H. Lehmer pa je dokazal, da je pravilno zaporedje moni¢nih poli-
nomov, ki ustrezajo Raabejevi enakosti, ravno zaporedje Bernoullijevih poli-

nomov.
4. EULER—MACLAURINOVA SUMACIJSKA FORMULA

Funkcije ¢, (z) in stevila B, vpeljana na zac¢etku, bomo uporabili v Euler—
Maclaurinovi formuli, ki na zanimiv in véasih uporaben nacin povezuje vsoto

in integral.

Privzemimo, da je funkcija f(x) integrabilna in zadostikrat zvezno odvedljiva
na intervalu [p, ¢, kjer sta p in ¢ celi nenegativni Stevili in p < ¢q. Najprej
imamo za celo Stevilo k € [p, q:

U @de= [ few@ dr = [ i) de.

k

Z integracijo per partes dobimo:

k+1

[ 5@ e = f 0 1-0) = fR e+ 0) — [ P de

Ker je ¢¥1(k+1—0) = By = 5 in ¢ (k+0) = —B; = —1, imamo:

[ payde = L+ )~ [ Py de

Formula povezuje totno vrednost integrala in njegov priblizek, dobljen po

trapezni formuli. S seStevanjem dobimo splosnejso formulo:

@)+ 4 1)t fa =D+ 50 = [ f@ydo+ [* ) ds
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Z veckratno integracijo per partes pa dobimo Euler—-Maclaurinovo formulo:

1 1 q
SO+ Hp+ 1)+t fa =)+ S0 = [ @)t

2
" B
kjer je
1 ¢ o 1 7 Lion /
R, = —W/p FON (2o (x) dar = —(2n+1),/ PO (@), () de =

= e ] O @ @)

Izkaze se, da je R,, oblike
BQn
(2n)!

kjer je stevilo ¥, med 0 in 1, ¢e imata odvoda f?"~1(x) in f@"+1) () na inter-

R, = %9,

[fem () = fe D ()]

valu [p, ] isti predznak. Obstajajo pa tudi druge oblike za R,, pri druga¢nih
pogojih, ki jih mora izpolnjevati funkcija f(z).
Z uporabo Euler-Maclaurinove formule lahko na primer najdemo zvezo z

Euler-Mascheronijevo konstanto in izpeljemo Stirlingovo formulo.

Euler-Maclaurinova formula za pozitivno funkcijo f izraza razliko med plos¢ino
lika pod grafom funkcije f na intervalu [p, ¢| in skupno ploséino trapezov, ki

so temu liku prirejeni, kot je prikazano na sliki.

AN

p p+1 qg—1 ¢ x
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Ploséine trapezov so po vrsti:

L Fa—1)+ @)

SU®) + 1+ 1), 5@+ )+ fo+2), 5

2
Njihova skupna ploscina pa je priblizek za integral funkcije f na intervalu
[p, ql: ) X

)+ o+ )+ 4 fla=1) +5f(0).

Ta izraz pa imamo v Euler—-Maclaurinovi formuli.

1. Vzemimo najprej funkcijo f(x) = e**, kjer je 0 < 2 < 1 in z kompleksno
Stevilo, kar ni v dani situaciji nobena ovira, le nazornega geometrijskega
pomena nimamo. Vzemimo v Euler—-Maclaurinovi formuli p = 0 in ¢ = 1.

Ker je f®)(z) = zFe*®, imamo razvoj

1+1Z /
— —e° =
2 2 0

Pri tem velja ocena

e — 1)+ R,

Rl = |oh [ ey e < oo = g (1)
IO T e R e 07 ETR B
Pri tem smo upostevali neenakost
(2n)! (2n)!
(2)] <2 on) < 4 .
W}Q (.Z')| = (271')2” C( n) — (271')2"

Za |z| < 2m seveda gre R, proti 0, ko n raste prek vseh meja. Zato po

poenostavitvi dobimo najprej

1 L B
S+ =—(c=1) l1+2 = 2’“]
z

in nazadnje Ze znan razvoj:
o0
Ban 2n

z z

2 (an)l”
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2. Oglejmo si funkcijo f(x) = 1/x za x > 1 in izberimo p = 1 ter g = n v
predhodnici Euler-Maclaurinove formule. Najprej dobimo:
1 1 1 n1
R R +—+— / — () do
1T

7, dodatkom clenov % in % na obeh straneh gornje enakosti dobimo na levi

strani n—to delno vsoto harmoniéne vrste:

1 1 1 1 1 n ]
14—+ -—+... +—=—-—+—+4+1 —/— d
+2+3+ +n 2—1—2n—|—nn 1x2¢1(x)x

Ni se tezko prepricati, da je zaporedje integralov

n 1
— Y (r)de, n=1,2,3,...
/1 e Y1 ()
Cauchyjevo in zato konvergentno. Zato obstaja

I <1+1+1+ Loy ) 1 /001
= lim T R S S =
n—00 2 3 n o 2 1 x2

Stevilo v = 0.577 215664 901 532.. . . je znamenita Euler-Mascheronijeva kon-

stanta. Med drugim smo izracunali tudi integral:

o ] 1
/1 ﬁwl(x)dx:§—'y.

3. Podobno dobimo za funkcijo f(z) = Inz pri > 1 in pri izbiri p = 1 in

qg=n:
1 1 n n ,
§ln1—|—ln2+...+ln(n—1)+§lnn:/ lnxd:c—i—/ (Inx) "¢ (z) dx
1 1
Iz tega takoj sledi

1 n ]
lnn!:—lnn+nlnn—n+1+/ —(x) dx
2 1 x
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Ker je 2y (x) = 19 '(x), dobimo z integracijo per partes in z upoStevanjem

zveze o(n) = 12(0) = By = 1/6 enakost
1
Inn! = <n—|—2> Inn—n+R,,
kjer je
11 1 1 m1
PRRL U N Y YN
21 T prelelde
Podobno kot pri prejsSnjem primeru ugotovimo, da obstaja konéna limita
o= lim R,
n—oo
zaporedja s splosnim ¢lenom
1
R,=Inn!— (n—|—2) Inn+n
in zato tudi konc¢na limita
|
lim ef = lim L:eo‘:ﬁ.

n—o00 n—oo nn \/ﬁ e~ "

Konstanto 8 izracunamo z Wallisovo formulo

o)l 171
( ))”]

— = lim .
2 nooo|(2n—1 2n+1

in dobimo 8 = +/27. To pomeni, da velja Stirlingova formula
n! =c,n"e "V2nm,

kjer je ¢, neko zaporedje, ki ima limito 1. Za namecek imamo Se en integral:

11

o 1
/1 Pl/)g(l’) dxr = In(27) — e

V numeric¢ni analizi lahko Euler—-Maclaurinovo formulo uporabimo pri izpel-

javi formul za priblizno integracijo.
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5. BERNOULLIJEVA STEVILA V VERJETNOSTNEM RACUNU

Pravimo, da je slucajna spremenljivka X porazdeljena po logisticnem zakonu
L(a, ), ¢e je njena porazdelitvena funkcija F'(z) oblike

1
~ 1+exp(—(z—p)/a)

Pri tem je o poljubno pozitivno Stevilo, ki mu pravimo merilo, i pa poljubno

F(x)

realno stevilo, ki mu pravimo lokacija porazdelitve.

1

0.5

0 H z

V posebnem primeru ¢ = 0 in @ = 1 govorimo o standardiziranem lo-
gisticnem zakonu. Sluc¢ajna spremenljivka, porazdeljena po zakonu L(0,1),
ima verjetnostno funkcijo oblike

1
1+ exp(—n)

F(x) = ;(1+th(x/2))

in gostoto
exp(—x) 1

P = F) = o)~ 1@

Za karakteristicno funkcijo

o0

@(t) = Elexp(itX)] = / p(z) exp(itz) dx

—00
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standardizirane logisti¢ne porazdelitve dobimo

/OO cos(tx) dz ot
1) ch?(z/2)  sh(mt)’

Zadnji integral smo izracunali z ostanki. Zacetni momenti p, slucajne spre-

menljivke X, porazdeljene po zakonu L(0,1), dobimo po formuli
w, = E[X"] = / "p(x)dr =i "™ (0), n=0,1,2,....

Zato razvoj funkcije ¢(t) v potenéno vrsto da vse momente u/,. Ker je

funkcija ¢ soda, imamo: 5, , =0zan =0,1,2,.... Z znanim razvojem
sh(nt) = (2n)!
P RoB, g,
o (2n)! ’

dobimo:

= (—1)"(2 = 2*")7*"By,,, n=0,1,2,....
Nekaj zacetnih momentov porazdelitve L(0, 1)
o =1, py =0, py =
Tako imamo
/ : / 2 1 2
EX]=p3 =0 in D[X]=py—py — 37

Za splosno logisticno porazdelitev L(u, ) je:

art

sh(ant)

p(t) = exp(iut)

Oznacimo njene zacetne momente z p,. 1z izraza

H’n:Z " ,un kaM%? n=012...,
k=0 k
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najdemo:
po =1, i1 = p, u2:u2+;a2ﬂ2.
Torej:
BX|=p=p in DX|=pm 4 = o’
Torej je lokacija p matemati¢no upanje slucajne spremenljivke, ki je porazdel-

jena po zakonu L(p, «), merilo « pa lahko izrazimo s formulo

kjer je o[X] = 1/ D[X] standardna deviacija te spremenljivke.
6. BERNOULLIJEVA STEVILA V TEORIJI STEVIL

Vsa Bernoullijeva stevila so racionalna. 7Z namenom, da bi resil Fermatov
zadnji izek, je E. E. Kummer vpeljal pojem regularno prastevilo.

Prastevilo p je regularno, ce ne deli Stevcev stevil By, By, . .., B,_3. Prastevilo
je iregularno, ¢e ni regularno. Od 2 do 100 imamo samo tri iregularna
prastevila: 37, 59 in 67. To je vedel ze Kummer leta 1847. Vemo tudi, da je
vseh prastevil nesteto, ne vemo pa, ce je nesteto tudi regularnih prastevil. K.
L. Jensen je leta 1915 dokazal, da je iregularnih prastevil nesteto. Kummer
je dokazal, da je Fermatov zadnji izrek velja za vsa liha regularna prastevila
in za vsa iregularna prastevila, ki jih je poznal. Ugotovili so, da je okrog 60%
prastevil regularnih.

Vsako Bernoullijevo stevilo By, za n > 0 lahko zapisemo tudi v obliki

1
BQn:Cn_Zma

kjer je C), celo stevilo, sestevamo pa po tistih naravnih stevilih k, ki delijo

indeks 2n in za katere je k + 1 prastevilo. Tako imamo na primer:

1 1 1
B = 7:]_— — —
2 6 (2+3>’
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1 1 1 1
B = —:1— — — —
6 42 (2 3 7)’
1 1 1 1
By = —— —1—(-4+-4°>
8 30 (2 3 5)’

1
691 1 1 1 1 1
By = ——2 11— (= L
12 2730 (2+3 5+7+m)’
7 1 1
By = —=2—(-+-=
1 6 <2_%3>’
3617 1 1 1 1
B — p— —
16 510 0 <2+3+5+1J

7. NEKAJ NALOG

1. Izracunajte integral
/00 R
o er—1"
kjer je s > 0.

Resitev

Zapisimo podintegralsko funkcijo v obliki:

xs—l e—xl,s—l

00 00
— — efmxsfl Z efka: — Z xsflef(kJrl):r
er—1 1—e*®
k=0 k=0

Z integracijo dobimo:

[TESE SR [Tt = 5 R S T,

k=0

2. Izracunajte Se integral

/00 x5 Vdx
o shx ’
kjer je s > 0.
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Resitev

Zapisimo podintegralsko funkcijo v obliki:
!t 2Ty
shex 1—e2

s—1

0o 0

_ —x _s—1 —2kx s—1_—(2k+1)x

=2e "z E e —25 7 e .
k=0 k=0

7 integracijo dobimo:

o ps~1dr NS = T(s)
_9 / s=1,~@k+l)z _ 9N~ _ 2\8)
/0 2 ‘ kZ:% (2k + 1)°

8

— 9T(s) (i kl -y (22)s> — T (s)C(s) (1 - 21) .
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Eulerjeva stevila

Kompleksna funkcija f(z) = 1/chz ima pole v tockah z, = (2k + 1)mi/2,
kjer je k poljubno celo stevilo. Ker je f(z) soda funkcija, ima v okolici z = 0

razvoj v potencéno vrsto oblike:

Chz_];)@k)!z “ ‘Z|<2'

Konvergencni krog potencne vrste namrec sega od sredisca razvoja do naj-
blizje singularnosti funkcije f(z). Koeficienti For, k = 0,1,2, ..., so Eulerjeva
Stevila. Lahko sicer definiramo FEj, za vse cele nenegativne indekse k, toda
potem je oc¢itno Ej = 0 za lihe k.

Z zamenjavo z — 1z takoj najdemo tudi razvoj:

> E s
— _1\k D2k 2k ™
=> (-1 k)] 2 za |z| < 5"

Ker je f(0) = 1, imamo Ey; = 1. Podobno kot Bernoullijeva stevila B,
premorejo tudi Eulerjeva rekurzivno formulo.
Najprej lahko izrazimo Ey, = f¥)(0) in z 2n-kratnim odvajanjem enakosti
f(z)chz =1 sge:

o~ (21 1 enky oy )

> ch (2)f"(z)=0 za n=12,....

im0 \ K
Ker ima funkcija ch z odvod lihega reda enak sh z, ki pa je 0 za z = 0, za

odvod sodega reda pa ch z, ki je za z = 0 enak 1, imamo:

n (9
3 ( n) ch®=) () FPR(0) =0 za n=1,2,....
2\ ok,

To pa pomeni:
" (2n
Z<2k>E2k:O za n=12 ...

k=0
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Tako lahko Eulerjeva stevila izra¢cunamo postopoma. Iz

2 2
E By =
dobimo Fy = —1. Iz

(e (e (s

pa F; = 5. Na tak na¢in izracunamo Se Fg = —61, Fy = 1385. Simboli¢no

lahko napisemo rekurzijo za n > 2 tudi takole:
(E+1)"+(E-1)"=0, EY=E,, Ey=1.

[zracunali smo ze integral:

/00 cos(ax)dr s
“w chax  ch(ra/2)’
Sedaj pa lahko izrazimo z Eulerjevimi Stevili:

T 00 E2k 7T2k+1a2k:

ch(ra/2) kz:% (2k)! 2%

za |a| <1.

Po drugi strani pa lahko tudi zapisemo:

* cos(ax)dr o dv X (=1)F 22 > 0 12k dx
/ =2 [ > (2h)] /0 '

—c  chzx chx (= ! P chz

S primerjavo koeficientov pri potenci a?* dobimo:

00 12k o 7\ 2k+1
/0 chzx - <2> 2

Ce pa vpeljemo novo integracijsko spremenljivko z = Inw v integral na levi

strani, dobimo:

% 2%k dy oo In** u du 7\ 2kl
e 2 e =) e
0o chx 1 14w 2
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Ker je ocitno

/OO In?* u du B /1 In?¥ udu /OO In?* u du
1 14u? 1+u2 2 1+u2’
imamo nazadnje rezultat:

o n?* 1 dx 7\ 2k+1
L = (5) Eal ko

Nasli smo pa tudi

n on+1 o n?*pdy  p2t?
_1 k 2 2n—2k/ — 32n+1 _ 1 .
g ) ( 2% >< ) ) Trz g )

Ce sedaj integrale v vsoti izrazimo z Eulerjevimi stevili, imamo zanje nasled-

njo rekurzijo:

n 2 1\ E 2n+1_1
<"+ ) 2 _ 3 n=01,23,....

= 2k 42k 24n+1 ’

Ker so Eulerjeva stevila lihega indeksa enaka 0, lahko zapisemo tudi:

2n+1 <2n T 1> Ek 32n+1 -1

3 =2 __ _ — n=0,123,...,
= k 4k 24n+1

in po odpravi ulomkov simboli¢no:
(E+4)"t =23 —1), E'=FE, E=1.

Izpeljava zgornje formule je videti kot streljanje s topom na vrabca. Ali se
nemara ne bi dalo priti do nje drugace? Ali ne bi morda rezultat posplosili
tako, da bi izrazili (F + x)™ v neki primerni obliki? Pri tem je = poljubno
Stevilo. Poskusimo takole:

o 1 _OOCCkk ooEvj j_oo nEk ‘,L‘nfk -

k=0 " j=0 J- n=0 \k=0
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“SEE)A)

S tem smo preoblikovali funkcijo G(z, z) v obliko

o0

G(z,2)=> Fu(a) 2" |z <

n!

™
9 )

n=0

kjer so

Fue) =Y (Z) By

k=0
polinomi, katerih lastnosti moramo raziskati. Njihova rodovna funkcija je

ravno G(x, z) = e"*/ch z. O¢itno je Fy(x) =1 in F,,(0) = E,, za vsak indeks

n. Stopnja polinoma F,(z) je ravno njegov indeks n. S tem smo nasli
(E+2)"=F,(z), E"=E,, E=1.

Radi pa bi imeli postopek, kako polinome F),(z) najti brez Eulerjevih stevil.

Povecajmo v rodovni funkciji x za 1:
Glz+1,2) =@tz — = Z

Po drugi strani pa velja tudi razvoj:

Gr+1,2) = et L m ez = 3 Lk S

- nZO (Z 5 )m_lk,)!) s=y ( (Z)Fm) ay

k=0

Torej velja enakost
" (n
o \k
Naj bo ¢; = 1 za vse sode indekse j in 0 sicer. Iz enakosti

z:o o = =chz-G(x,2) Z Z
n= : 7=0 k=0
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dobimo po istem postopku

" (n
J — Z <k> Can,k(iE),
k=0
drugace zapisano:

2} /o

k=0
Z odvajanjem dobimo nove relacije. Najprej je
a o0 F/
aZ(:z:,z) =2G(1,2) = T;)T;f?) 2"
Nato
= Frlb(x) n—1 = F?é—l—l(x) n = Fn(x) n
G(z,2) =) Zn!(n+1)z => 2"

Torej imamo za odvod relacijo:

F/

L@):Fn(x), n>0,
n+1

oziroma

Fl(x)=nF,1(z), n>1.
Ker je Fo(z) = 1, je F{(z) = 1 in zato Fi(z) = x + By = z. Iz Fy(z) =
2F(z) = 2z dobimo Fy(z) = 2* + Ey = z*> — 1. Podobno dobimo iz Fj(z) =
3Fy(z) = 32% — 3 se Fy(x) = 2® — 3z. Zapisimo se Fy(z) = z* — 622 + 5.

Zaporedje polinomov F;, se pri¢ne torej takole:

Fo(x) = 1

Fi(z) = =z

Fy(z) = 22 -1

Fy(z) = 2°—3x
Fy(z) = 2*—62+5
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Oglejmo si se

(z—1)z (z+1)z T2 (=% z
e +e e (e % + €*)
Glx—1,2)+G(r+1,2) ch z ch z ¢

Po eni strani je

X F(r—1)+F,(z+1)

Q(x—l,ZHQ(mH,Z):;) i 2",
po drugi strani pa
Glx—1,2)+G(x+1,2) =2 x—|z”.
— n!

Torej velja naslednja enakost:
Fole—1)+F,(x+1)=22", n=0,1,2,....

Kaj se zgodi, ¢e zamenjamo v polinomu F,(z) spremenljivki z predznak?

Velja enakost

B etz B ) Fn(—l’) .
G(=w2) = ch z _nZ:% nl
pa tudi enakost
G(—z,2) = e®(=2) B i(_l)nFn(CL’) n
U ch(—2) & n!

Imamo novo relacijo:
F.(—x)=(-1)"F,(z), n=0,1,2,....

Polinomi F,(z) so torej sode funkcije, ko je indeks n sodo Stevilo, in lihe

funkcije, ko je n liho stevilo.

Ker je (£ + z)" = F,(x), velja:



To pa pomeni:

(E+2)""1 =2 Ey, =2.

Nasli smo:

(E+2)"' =2 E'=E,, E=1.
Sedaj lahko postopek nadaljujemo:
(E+4)"=F,(4)=2-3"—F,(2)=2-3"—(2—-F,(0)=23"-1)+ E,.

Zato je
(B +4)>t =232 — 1), E*=FE,, E=1.

Po istem postopku dobimo korak za korakom:
(E + 6)2n+1 — 2(52n+1 o 32n+1 + 1), Ek = Ek, EO — 1’

(E + 8)2n+1 — 2(72n+1 . 52n+1 + 32n+1 . 1) ’ Ek = Eka EO —1.

Da bi na tak nacin izrazili tudi (£ + 1)" = F,(1), (E+ 3)" = F,(3),..., si

oglejmo
e* 2¢* (e +e %)+ (e — e ?)
1 = = = =1+thz.
G(1,2) chz e*+e* e +e 2 tthe
Iz razvojev
62

chz n

:1—1—;::1 ! z
in -
O 247(2°" — 1) Ba,
1+thz:1+z ( |) n =1
n=1 (2%)

sklepamo, da je
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n

22n22n_an
( 5 )2, n=12...,
n

pri cemer so B,, Bernoullijeva Stevila. Zato lahko izrazimo:

Fy1(1) =

22n(22n _ 1)BQn
2n ’

(B+1)"1 = Ef=E,, Ey=1,
22n(22n _ 1)B2n
2n ’
22”(22" —1)Bsy,
2n ’

Pogosto smo postavljeni pred nalogo, kako iz sistema enacb

Z(Z)ak:bn, n=012,...

k=0

(B +3) 1t =22 EF¥=FE,, FEy=1,

(B +5)2nt =oin=1 _ 9 4 EFY=E,, Ey,=1.

pri znanem zaporedju (b,)>°, izraziti zaporedje (a,)%,. Najlaze je to nare-

diti tako, da vpeljemo formalni potenéni vrsti

00
bn n

a(z):ioanz”, b(z)zzn!z

TL' n=0
in izrac¢unamo:
i © 1 ; 00 ar ] n n on 00 bn "
ea(z):Zﬁz'ZE'z:Z > . ) E:Z—z =b(z).
§=0 k=0 n=0 \k=0

Zato je

a(z) = e *b(z) = i (_})j

J!

Z].kz()kk!:zkzz<

n
n=0 =

n 2" > a
—D)"F b )| =Y S
e () - S
Sedaj lahko kar preberemo:

ap = Z(—l)"‘k<z>bk, n=0,1,2,....

k=0
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Funkcija Lobacevskega

1. VPELJAVA S FOURIEROVO VRSTO

Oglejmo si kompleksno stevilo
2(p)=1—€¥=1—cosp—ising, 0<p<2r.
Zapisimo ga v obliki:

2£—Zz's.ingcos§:2sinf (Cosgo_WjLisin(p_W) .

z(p) = 2sin

2 2
Torej je
. P ©—T
|z(p)] =2sin =, argz(p) =
2 2
in s tem:
Inz(p) = In(1 — cosp —ising) = In (QSing) +i7 ; &
y = —1In(2sin(p/2)) / /2 y = —arg(1 — €%)
| 2
—71'/2 .................................................................
Iz znanega razvoja
o0 Zn
111(1—2):—27’ ’Z|<1’
n=1 n

dobimo po Abelovem izreku:

, >, e > cos(np) . sin(ny) ( _ gp) Q=T
l ]_— Wy = — = — _ _— ]_ 2 — .
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Torej veljata razvoja v Fourierovo vrsto:

ZM ln(2sin§), 0<p<22m,

n=1 n

> sin(ng) wT—
= , 0< o< 2m.
2 n 2 7 "

n=1

Na podoben nacin ali pa Se krajse, z zamenjavo ¢ — ™ — ¢, dobimo:

z:(—l)’”rlM =1In (2005 SO) , <<,
1 n 2

o0

Z(—l)nﬂsmgln@) = g, —T<@<m.
n=1
Ocitno veljata splosnejsa razvoja:
QSIIl’— M, o #2kn, ke Z,
In 20055‘ = Z(—l)”“cosgln@, o# 2k+ 1), keZ.
n=1

2. LASTNOSTI

Naredimo zamenjavo ¢ — 2¢ in dobimo razvoj:

—In|2sinp| = , @oFkm kelZ.

i cos(2nyp)
n=1 n
Funkcija na levi strani enacaja ima osnovno periodo 7' = w. Hitro se da

videti, da ima funkcija na desni strani integral

9
—/ In |2sin ¢| dp,
0

ki definira neelementarno funkcijo Lobacevskega. Tako jo je imenoval J.

Milnor in Lobacevskemu v ¢ast oznacil z rusko ¢rko JI. Torej:

1 & sin( 2m9

9
JI(9) = _/0 In|2sin | dp = QZ
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Nova funkcija je definirana na vsej realni osi, je liha in ima osnovno periodo
T=m:
J(=9) = =JI(9), J@W+m) =J(9).

Nicle ima pri vseh celih mnogokratnikih stevila 7 /2:

JI(0) = JI(£7/2) = JI(£m) = JI(£37/2) = ... = 0.
Lokalne ekstreme dobimo iz pogoja stacionarnosti JI'(9) = —In |2sin 9| = 0.
V tockah
0= 42

=35 nm
ima lokalne maksimume, v tockah

5

% + 2nm

pa lokalne minimume. Pri tem je n poljubno celo stevilo.

Y y = JI(V)

—ﬂ/zh\\\\\\\_//// 0 wfix\\\\\\v///éj/;

Pri ¢ = 7/4 dobimo:

1 & si 2 1 1 1 1 1 /1 t
JI(7/4) = 52 mr/) (1—+—+ >=2/ VBT
— 0o x

T2 32 52 7

Z uvedbo tako imenovane Catalanove konstante

L arct
G,::/arC 8T 1 = 0.915965 .
0 xXr

lahko zapiSemo:
1
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Funkcija JI(¢) zadosca funkcionalni enacbi:

T((r —9)/2) = J(9/2) — ;H(ﬁ) .

Veljata namrec¢ enakosti:

Jd((r—0)/2) = ; 2 sm(n(;;—ﬁ)) _ ; i<_1)n+181n752“9) ,
mo2) - 33
M(r-0/2)-T10/2) = 3 Sof-1r -y 2g) s B L),

7, zamenjavo v — —2¢ dobimo iz funkcionalne enacbe:
(/2 +9) = T(—9) — ;JI(—219) |
Ker je funkcija JI(d) liha, imamo takoj
T(m/2+9) = —JI(0) + ;H(Qﬁ)

oziroma

TI(29) = 2(JI(9) + JI(9 + 7/2)) .

Predvidevamo, da bo za vsako naravno stevilo m veljala Se splosnejsa for-

mula:

JI(mY) = m[JI(9)+JL(I+m/m)+ JL(I+ 27 /m)+...+ JL(I+ (m—1)7/m)].
Bodita m in n naravni stevili. Izracunajmo

sin(2nd)+sin(2nd+2nm /m)+sin(2nd+4nm /m)+. . .+sin(2nd+2(m—1)nmw/m).

Ce stevilo m deli §tevilo n, potem so ocitno vsi ¢leni med seboj enaki sin(2n1)
in vsota je enaka msin(2nd). V nasprotnem primeru pa zgornjo vsoto

zapisemo kot imaginarni del kompleksne vsote
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e?nu? + €2nu9+2nwr/m + €2n119+4m71'/m 4.+ e2nu9+2(mfl)nz7r/m _

— p2nid (1 + p2nim/m + plnim/m 4.+ 62(m—1)ni7r/m> _

_ 62"“9 1 — e(2m'7r/m)'m _ e2m’19 1— €2m‘7r 0
1 — e2nim/m 1 — e2nim/m
Torej lahko izrazimo:
= 17 & sin(2nd + 2nk
S I+ kn/m) = fzzm n +n7r/m):
k=0 2 iD=
o0 1 m—
—Z— Z n(2nd + 2nkmr/m) =
2= n? P
R | 1 >, sin 2m7“19) 1
=5 ; ()2 -msin(2rmyd) = — Z %H(mﬂ) :

Upostevali smo tiste ¢lene, pri katerih je n deljlv z m. Preostali so enaki nic.

Tako smo izpeljali enakost:

m—1
J(md) =m > JI(I+kr/m), meN.
k=0

Iz relacije JI(7) = 0 dobimo najprej

—/ In(2siny) dp =0,
0
nato pa iz relacije
—7rln2 — / In (sing) dp =0
0
Se znana integrala

/2 /2
/ In (sin ¢) d@z—zan, / In (cos p) d(pz—zan.
0 2 0 2

Njuno enakost preverimo s substitucijo ¥ — 7/2 — ¢. Elementarni racun

poteka takole:
w/2 ) 1 7 ) 1 o7 )

/ In (sing) dp = 5/ In (sing) dp = 5/ In (2sin(p/2) cos(p/2)) dp =
0 0 0
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1 /= 1 g7
= z1r12 + 7/ In (sin(p/2)) de + 5/ In (cos(p/2)) d
0
T/ 2 T /2
ln 2+/ (sinu du+/ (cosu) du = 5 In 2+2/ In (sing) dp.
0
Iz enakosti

w/2 T w/2

/ In (sing) dp = B In2+ 2/ In (siny) dp

0 0

nato sledi znani rezultat.

Pois¢imo se Fourierov razvoj funkcije (1/2)1In|ctg(yp/2)|. Zapisimo:

1
iln ctgi‘ =3 <ln 2cos(§’ —1In QSin;OD =
1 (& cos(n > cos((2n — 1))
— 1 n+1 "2\ X
(Srymeipel s S o) - S e
Tako imamo Fourierov razvoj:
1 cos((2 —1)y)
| .
antgz‘ 57 — 1 , wFkm kel
[zracunajmo
9
/ J1(6)d6 .
0
Dobimo:
sm 2n0 131 9,
/0 / d0 =3 nz::l ?/0 sin(2nf) df =
_ 1 ad 1 1 & cos(2nd)

n=1

Funkcija .H(19) je za 0 < ¥ < 7 dvakrat odvedljiva:
J'(9) = —In(2sind), JI"(0¥) = —ctgd.

Iz znanega razvoja

00 2 nBQn
detgd =) (=1)"
£ a0
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lahko sedaj poiséemo razvoj funkcije JI(¢) v vrsto, ki bo vsota logaritemskega

¢lena in potencne vrste. Najprej prepisimo:

2 B2n

detgd =1+ — (Va
2" )
S tem imamo
" 1 - +1 nB?n 2n—1
_ — = —— TL 19 " 19 .
JI"(9) ctg 3 2:: @) , O<d<m

S prvo integracijo dobimo:

2 nBQn
2n)(2n)!

Pri tem je C' integracijska konstanta. Torej velja tudi razvoj

T (¥) = —In(2sin®) = 1m9+z n“ 9"+ C, O<d<T.

> 2" B
”“72"192" C, 0<d<r.
2811119 nz::l (2n)(2n)! T i
V limiti ¥ — 0 dobimo:
1
In-=C.
i)
Tako smo nasli: C' = —In 2. Zato velja razvoj:
J'(W)=—In2—1nv + i(—l)”“%ﬁ?“ 0<d<m
@n)n)” |

Z drugo integracijo dobimo:

22n an

JI(9) = —91n2—91In 19+z9+§:(—1)"+1 (2n)(2n + 1)(2n)!

n=1

VYD, 0<d <.

Pri tem je D druga integracijska konstanta. V limiti ¥ — 0 dobimo D = 0
in tako imamo koncno:

22nan
(2n)(2n + 1)(2n)!

JL(Y) = —91n(29) + 0 + i(—n“ﬂ

n=1

9T 0<d <.
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Sedaj bomo razvili v poten¢no vrsto Se funkcijo
f(0) =Jl(r/2 —9).
Ocitno imamo sedaj za —7/2 < ¥ < m/2:
f'(0)=—=J'(r/2 = 9) =In(2cos ), [f"(¥)=—tg?d.
Iz znanega razvoja

= 227(2%" — 1) B, 7
t ,19 — -1 n—1 ”11921171 19 o

imamo sedaj:

" - n22n(22n — 1)BQH 2n—1 m

Za funkcijo f(v)) veljata zacetna pogoja f(0) = 0 in f’(0) = In2, zato z

dvema zaporednima integracijama dobimo:

J(r/2—=9U)=0In2— i(_l)nH (zné(é?:—:ll))g:)'

n=1

921 ga w|<g.

3. PRIMER UPORABE

[zracunajmo maso m nehomogenega neomejenega telesa nad polsfero z =
V1 — 22 — 32, ki je omejeno z ravninami y = 0,2 = cosa in y = xtga, pri
¢emer se masna gostota telesa spreminja po zakonu ¢ = 1/2%. Pri tem je
0<a<m/2

Projekcija nasega telesa na ravnino xy je trikotnik D.
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) y=ztga

9] dz 1 dsS 1 fcosa rtg dy
e [as [T el p S Ly ey
D Vicez—2 23 2Jpl—a?2—y> 2o 0 1—a2—y?

Zapisimo posebej notranji integral:

/ztga dy _ 1 /“ga (m —y)+ (m—i_ y) d
0 1—a22—y2 2/1—2%)o (VI—22+y)(V1—2a2—y)

1 rtg o 1 1
e — + dy =
zm/o <m+y m_y> Y

1 \/1—7952—1—yy:“ga

= In

2V1—a?  V1—2a2—y|,
B 1 In \/1—x2+xtga
2V1—22 V1—-a22—ztga

Torej se masa nasega telesa izraza v obliki:

/Cosa Vi—a?+atga  dx
T4 V1—22—ztga \/1—x2'
Sedaj vpeljemo v dobljeni integral novo integracijsko spremenljivko z relacijo

T = COSU.

4m:/W/ansinu+cosutgaduz/W/ansinucosa+cosusinadu'

o sinu — cosu tg o o Sin u cos @ — €os u sin «
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Uporabimo adicijska izreka, pa dobimo:

7r/2 /2 "
o — / sin(u + a) du — / In(2sin(u+a)) du—/ In(2sin(u—a)) du =

smu—a) a a

/24

T/2—o
= In(2sin ) dp — / In(2siny) dy =
0

= /Oﬂ/%a In(2sin ) dyp — /02& In(2sin ) dyp — /Oﬂ/za In(2sine) dyp =
= —JI(7/2+4a)+J1(20)+JI(7/2—a) = —JI(7/24a)+JI1(2a) -l (a—7/24T) =
= 2JI(7/2 + a) + 1 (2a) = 2JI(«) .

Upostevali smo identiteto JI(29) = 2(JI(J) + JI(Y + 7/2)). Torej imamo
rezultat:

m = —Jl(a).

Nalogo lahko posplosimo tako, da za integracijsko obmocje A vzamemo ka-
terikoli trikotnik AABC, ki je vértan kroznici 22 +4% = 1 v ravnini zy. Masa

telesa je odvisna od kotov
a=/BAC, p=/CBA, v=/ACB.

Na skici so vsi koti ostri, kar pa ni nujno, kot se da hitro videti.
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Masa telesa je o¢itno vsota mas teles nad trikotniki AABO, ABCO, ACAO.
Masa nad prvim trikotnikom je JI(7), nad drugim JI(«) in nad tretjim JI(3).

Celotna masa je torej
m = JT(a) + JI(B) + J1(4)

Kdaj je masa m = m(a«, 3,7) najvecja? Kote povezuje znana relacija o +

B+~ = m. Ustrezna Lagrangeva funkcija je:
L(ev, B,7) = () + JL(B) + JI(7) = Ma+ F+~y —7).

Potrebni pogoji za ekstrem so:

gi(&,ﬁﬁ) =JI'(a) = A= —In(2sina) — A =0,
gg(oz,ﬁ,’y) = JI'(B) — A= —In(2sinf) — A =0,
oL

67)/(@,5,7) =JI'(y) = A= —In(2siny) — A =0.
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Takoj vidimo, da morajo biti vsi trije koti med seboj enaki: a = 5 =~ = 7/3.
Najvecja masa je priblizno m = 1.0149416.
Dokazimo, da velja:

3J1(7/3) = 2J1(x/6) .
Najprej imamo:
JI(27/3) = 2J1(w/3) + 2JI(n/3 + w/2) = 2JI(7/3) + 2J1(57/6) =
= 2J1(x/3) + 2J1(57/6 — 7) = 271(n/3) — 2J1(x/6) .
Velja pa. tudi:
T(37/3) = 371(n/3) + 3JL(x /3 + 7/3) + 371 (/3 + 27 /3) =
— 3J1(x/3) + 3J1(2n/3) + 3J1(r) = 3JL(x/3) + 3(2J1(x/3) — 2J1(x /6)) =
= 9JI(x/3) — 6J1(/6) = 0.

It tega sledi po krajsanju s 3 zveza 3JI1(w/3) = 2JI(7/6).

4. NEKAJ INTEGRALOV S FUNKCIJO GAMA

1. Izracunajte Raabejev integral
1
/ InT(z)dx.
0
Resitev

Z logaritmiranjem enakosti I'(x)I'(1 — x) = 7/sin(mz), 0 < = < 1,

dobimo najprej
InI'(z) + InT(1 — 2) = In7 — In(sin(rz)),
nato pa z integriranjem
1 1 1
/ InT'(x) dz +/ InT'(1 —2)dx =Inm — / In(sin(7z)) dx .
0 0 0
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V drugi integral naredimo substitucijo u = 1 — z, v tretjega pa v = 7x:
1 1 1
/ InT'(z) dx —|—/ InT(u)du =Innm — —/ In(sinv) dv .
0 0 mJo

Zadnji integral je znan in zato imamo

1

2/ InT(z)der =Inm+1In2 = In(27).
0

Tako imamo konc¢no:

1
/ InT(z)dr =Inv2r.
0

. Naj bo a > 0. Izracunajte

a+1
/ InT(z)dx.
Resitev

Naj bo

a+1
F(a) = / InT(z) d .
7 odvajanje po parametru a dobimo:
F'(a) =InT(a+1) —InT(a) =In

=Ilna.

Torej je
F(a) :/lnada:alna—a+c,

kjer je ¢ integracijska konstanta. Ker je

a—0 a—0

1
lim F'(a) = lim(alna —a) +c=c= / InT'(z)dxr =InvV2r,
0
je ¢ = In+/27. Tako imamo rezultat:

a+1
/ InT'(z)de =a(lna—1)+1Inv2r.
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3. Izracunajte integral
1
/ InT'(z) sin(7z) dx .
0

Resitev

Z logaritmiranjem enakosti I'(z)I'(1 — ) = n/sin(nz), 0 <z < 1, in z

mnozenjem s sin(rz) dobimo najprej
InT(z) sin(rz)+InT(1—2) sin(rz) = In7sin(7wz) —In(sin(7x)) sin(rz) ,
nato pa z integriranjem

/01 InT'(x) sin(rz) de + /01 InT'(1 — z)sin(rz) de =

=Inm /01 sin(mrz) dx — /01 In(sin(7z)) sin(7rz) dx .

V drugi integral naredimo substitucijo u = 1 — x, v tretjega in cetrtega

pa v = mx:

/01 InT'(z)sin(rz) de + /01 InT'(u) sin(7u) du =

1 1 =
= 2T [ Ginvdo — —/ In(sinv) sinvdv .
m Jo 7 Jo
Tako imamo
1 21 1 =
2/ InT'(x) sin(nz) de = nr_ —/ In(sinv) sinvdv .
0 T 7w Jo

Zadnji integral bomo izrazili z uporabo znanega razvoja

cos(2nv)
—In(2sinv) Z , O<v<m,

iz katerega dobimo:
cos(2nv) sinw
—In(sinv)sinv =1n2-sinwv + Z — O<v<m,
n

n=1
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Integrirajmo:

—/ In(sinv) sinv dv = ln2/ sinv dv + / cos(2nv) sinv dv =
0 0

nln

— 22+ 2 ;n /Oﬂ(sin((Qn +1)0)) —sin((2n — 1)) dv =

™

0

=2In 2+i (%(2:@—1) cos((2n — 1)v)) — %(2:&_‘_1) cos((2n + 1)1))))

1 1
=2In?2 — =
" +Z< 2n+1) n(2n—1)>
1 1 oo 1 1
=2In2+2 S - ).
et ;(Qn 2n+1> ;(271—1 2n>

Obe dobljeni vrsti se dasta sesteti:

Y (N U S S
~\2n 2n+1) 2 3 4 5 ’
1 1 1 1
=l—-4-—-+...=In2.
§<2n—1 2n) SR t
Torej je

—/ In(sinv)sinvdv =2In2+2(1 —In2) —2In2=2—-2In2
0

in s tem
1 21 2—2In2
2/ InT'(x)sin(rz) de = 0Ty 1 :
0 T T
to se pravi
1 1 1—1In2
/ InT'(z) sin(mz) de = =T 4 =c
0 T 7r

Nazadnje izrazimo rezultat takole:
1 1
/ InT'(x)sin(nz) de = — <1 +1In ) :
0 s 2
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4. Izracunajte integral
/01 InT'(z) cos(2nmz) dz
kjer je n poljubno naravno stevilo.
Resitev
Podobno kot v prejsnji nalogi imamo
2 /01 InT'(z) cos(2nmz)dr = Innw /1 cos(2nmz) alx—/1 In(sin(7z)) cos(2nmz) dx .

0 0
Prvi integral na desni je 0, v drugega pa vpeljemo novo integracijsko

spremenljivko v = 7wz in dobimo:
1 1 T
2/ InT'(z) cos(2nmz) de = ——/ In(sin v) cos(2nv) dv .
0 7 Jo

Spet uporabimo znani razvoj

> 2
—In(sinv) =In2+ > cos(2kv)

O<wv<m
) )
ke1 k

in dobimo:
™ i 1 ™

—/ In(sin v) cos(2nv) dv = 1112/ cos(2nv) dv+» E/ cos(2kv) cos(2nv) dv .
0 0 = kJo

Prvi integral na desni je spet 0, integral v vrsti pa je 0, ¢e je k # n in
za k =n:
T, 1y ™
/ cos”(2nv) dv = 7/ (14 cos(4nv)) dv = —.
0 2 Jo 2
Torej je
i ™
— [ In(si 2nv) dv = —
/0 n(sinv) cos(2nv) dv 5

kar nam da najprej

! 1
2/ InT'(z) cos(2nmz) de = —
0 2n

in na koncu:

1 1
/ InT'(x) cos(2nmx) de = — .
0

4n
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Iracionalnost nekaterih Stevil

Znan je preprost dokaz, da je Stevilo v/2 iracionalno, kar pomeni, da se ga
ne da zapisati v obliki kvocienta dveh naravnih, tujih si stevil. Teze pa je
dokazati iracionalnost stevil e in 7, ki pogosto nastopata v matematiki in
tudi v teh nalogah.

1. Iracionalnost stevila e lahko dokazemo z osnovno vrsto

1+ ! + L + ! + + L + ! +
e = — = =+ 4= ..
1 20 3l n!  (n+1)!
Za vsak n > 1 lahko ocenimo vsoto
L + L + L +
Tp =
n+1)! (n+2)! (n+3)
takole:
S R ! +...) <
ry, =
(n+1)! n+2 (n+2)(n+3)

<

1 1 1 1

(n+ 1) <1+n+1+ (n+ 1) +> BRI
on+1 1

(n+1n  nln’
Vzemimo, da je vsemu navkljub Stevilo e racionalno, recimo e = a/b, kjer
sta si a in b tuji naravni Stevili. Imenovalec b ne more biti 1, ker bi bilo v
takem primeru Stevilo e naravno, vemo pa, da je 2 < e < 3. Torej je b > 2.
Ravno s stevilom b pa sedaj zapisimo:

_a_ L 1 1
6—6— +ﬂ+i+§+...+a+rb.

Torej bi veljala relacija:
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Stevilo

bi bilo potemtakem ocitno naravno stevilo. Hkrati pa bi veljala relacija

1 1
blry, < b — = - < 1.
" bbb
Torej bi imeli relacijo

O0<ap <1,

kateri pa naravno stevilo a; ne more ustrezati, saj med 0 in 1 ni nobenega
naravnega Stevila. To pomeni, da je bila predpostavka o racionalnosti Stevila

e napacna. Stevilo e je torej iracionalno.

2. Dokaz iracionalnosti stevila 7 pa je dosti bolj zapleten. Ce bi bilo stevilo
7 racionalno, denimo m = a/b, kjer sta a in b tuji si naravni Stevili, potem bi
bilo tudi stevilo 72 = a?/b* racionalno. Toda dokazati se da, da je stevilo 72
iracionalno, tako da je zato tudi 7 iracionalno stevilo. Pri tem nam pomaga
naslednja, ze v nalogah dokazana enakost, v kateri je n poljubno nenegativno

celo Stevilo:

[e.9]

/7r (1 — )" sinx dr = / v (y 4+ 7)) + (y — wi)* e Vdy.
0 0

Realni izraz (y + mi)*" + (y — mi)?" lahko pretvorimo z binomsko formulo

takole:
\2n Non s (21 k\:k_k, 2n—k
(y+m)>" + (y —mi)™" =) k (14 (=1)")i"n"y .
k=0
Na desni strani ostanejo samo ¢leni s sodim sumacijskim indeksom, zato

lahko zapisemo:

- 2
(y+ )2 + (y — i) =2 Z(—l)"< n) -
k=0 2k
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Denimo, da bi bilo stevilo 72 vsemu navkljub racionalno tevilo, recimo 72 =
a/b, kjer sta a in b nenegativni tuji si celi stevili. Ocitno je b > 1, ker 72 ni

celo stevilo. Zato bi imeli enakost

(Zb;)! [(y +70)*" + (y — 7i)*"] = 2 Zn:(_l)kll <2n> bty 22k

Zato bi lahko zapisali:

" T on . - 1 (2n nete [ an—ok —
(2n)!/o " (m—x)? 31nmd:v:2kzz%)(—1)k2n)!<2k>akb k/ Yk gy =

" dn — 2k)! (2n
S ()
Ker je kvocient (4n —2k)!/(2n)! = (2n+ (2n —2k))!/(2n)! za 0 < k < n celo

Stevilo, binomski koeficient @Z) pa tudi, bi bil integral

o
I, = )l / (7 — z)*" sin x dx
n)! Jo

pozitivno celo Stevilo za vsak n.

Ker pa je
r+(mr—x) 7
_ < —
x(m —x) 5 5
za 0 <z <7 in zato
2n 2n 7T4n
M (m—x)" < S
velja:
pn /ﬂ- 2n( )2n . e < prpintl Ta2n 71.2\/1—)
n = " (m — x)"sinx dx = , a=
(2n)! Jo 247 (2n)! (2n)! 4
Ker oc¢itno konvergira vrsta
o] a2n
ho —
o };0 (2n)!”
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je zadosceno potrebnemu pogoju za njeno konvergenco:
) aQn
lim

=0.
Potemtakem za vse dovolj velike n velja:
0<I,<1,

kar pa je v protislovju z ugotovitvijo, da je I,, celo stevilo za vsak n. To pa
pomeni, da 72 in 7 ne moreta biti racionalni stevili.

Stevili 72 in 7 sta torej iracionalni Stevili.
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