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Predgovor

Znanje matematike se lahko utrdi ali poglobi le tako, da se matematic¢ne
koncepte in racunske postopke preizkusi in vadi z reSevanjem vecjega Stevila
nalog. To znanje je potrebno obvladati na vseh podrocjih, Se posebno pa v
naravoslovnih vedah.

Pri¢ujoc¢a zbirka vsebuje naloge z reSitvami oziroma z nasveti za re-
Sevanje. Obsega snov matemati¢ne analize pred diferencialnim in infinite-
zimalnim rac¢unom, torej indukcijo, realna in kompleksna Stevila, zaporedja
in vrste, realne funkcije ene spremenljivke, ter limite in zveznost funkcij.
To so osnovni koncepti, ki jih je nujno razumeti na podro¢ju matematicne
analize. Nastajala je od $tudijskega leta 2009/10 do sedaj, v tem ¢asu na-
mrec¢ na Pedagoski fakulteti Univerze v Ljubljani med drugim vodim vaje iz
predmeta Osnove matemati¢ne analize. V veliki vecini zato vsebuje naloge z
vaj, izpitov in kolokvijev pri omenjenem predmetu. Vrstni red nalog, njihova
struktura, tezavnost in oblika naravno sledijo toku premisljevanja Studenta.
Vecinoma so samostojne in se praviloma ne sklicujejo na ostale naloge. Zelo
malo nalog zahteva znanje iz kasnejSega razdelka. ReSitve, vecinoma rezultati
in uporabni nasveti, pa tudi precej v celoti resenih nalog, so na koncu.

Zbirka je tako Se posebej pisana na kozo Studentom Pedagoske fakul-
tete, Studijskega programa dvopredmetnega ucitelja matematike, ki analizo
poslusajo v prvem letniku Studija. Gotovo pa bo prav prisla tudi Studentom,
ki poslusajo sorodna predavanja na drugih fakultetah. Njen osnovni namen
pa je pomo¢ pri Studiju. Zbirka sama seveda ni dovolj za popolno razume-
vanje vsebovanih snovi. Pravi pomen bo dobila Sele v povezavi s celotnim
Studijskim procesom.

Pa veliko veselja pri reSevanju!

Ljubljana, marec 2015 dr. Tadej Starcic¢
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1 Matemati¢na indukcija

1. Z indukcijo dokazi, da za vsak n € N veljajo naslednje enakosti:

() 14+4+7+...+(3n—2) =21
(b) 1° +23+33+...+n3:(@)27
() 1-24+2-2243-22 4+ ... +n-2"=(2n—2)2" + 2,
(d) 1- 1142204331 +...+n-nl=(n+1)—1,

)

(e) 1(1* —1)+2(22—1)+...+n(n2_1):m#_

&N

7 indukcijo dokazi, da za vsak n € N velja

sin(2"x)

cos(z) cos(2x) - - - cos(2"1x) = 9 sin(z)’

z € (0,m).

w

. Z indukcijo dokazi, da za vse n € N veljajo neenakosti:

(a) 12-20422.22432.23 4. . 4+ n?.2" > 2n(n—2) 2",
2%+3i2+...+l<2—%,
<1+ 3.

3

T
N |+
+
W=
_|_
+
S|

-

7 indukcijo dokazi, da za vse n € N in « > —1 velja neenakost

(I+2)">14+nz (Bernoullijeva neenakost).

ot

7 indukcijo dokazi, da je za vsako naravno Stevilno n Stevilo

12—1—\/12—#\/...4—\/12—1—\/@ (n korenov)

manjse od 4.

o

7 indukcijo dokazi naslednje trditve o deljivosti izrazov:

(a) Stevilo 6 deli izraz n® + 5n za vsako naravno Stevilo n.
(b) Izraz 22"*1 + 3n — 2 je deljiv z 9 za vsak n € NU {0}.
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10.

11.

12.

13.

(c) Tzraz 5™ + 2 - 11™ deljiv s 3 za vsako naravno Stevilo n.
(d) Tzraz 3-5" 427" —5 je deljiv z 8 za vsako naravno Stevilo n.

(e) Stevilo 22" — 1 je deljivo s 15 za n > 2. (Nasvet: Upostevaj, da je
22"+1 _ (271)2')

. Z indukecijo dokazi, da je zadnja Stevka Stevila 22" za n > 2 enaka 6.

. .. o .. 4 3 « .
. Z indukcijo dokazi, da je izraz - + - + & naravno Stevilo za vse n € N.

7 indukcijo dokazi, da je vsota notranjih kotov konveksnega n-kotnika
(n > 3) enaka (n — 2).

trikotnik

n — kotnik

Za vsako naravno Stevilo n > 23 obstajata nenegativni celi Stevili z,y,
ki reSita enacbo 7z + by = n.

Na nekem otoku se placuje le s kovanci po 12 in 5 centov. 7 indukcijo
pokazi, da lahko placamo vse zneske nad 48 centov.

7 indukcijo dokazi, da lahko za vsak n € N Sahovnico dimenzij 2" x 2"
brez enega vogala pokrijemo z majhnimi L-dominami, ki pokrijejo tri
polja.

7 indukcijo dokazi, da n paroma nevzporednih premic, od katerih se
nobene tri ne sekajo v isti tocki, razdeli ravnino na w + 1 delov.



2 Realna Stevila

1. Ulomka % in % najprej okrajsaj, nato pa ju zapisi v decimalni obliki.

2. Ali se vsak ulomek zapiSe kot periodi¢no decimalno Stevilo? Ali je
decimalno Stevilo enoli¢no dolo¢eno?

3. Stevilo 11, 265 zapisi kot ulomek. Razlozi, zakaj lahko vsako periodi¢no
decimalno Stevilo zapiSemo kot ulomek? Ali je tak ulomek morda eno-
li¢cno dolocen?

4. Naj bosta z in y dve Stevki. Periodi¢no decimalno stevilo 0, xy zapisi
v obliki ulomka.

5. Dokazi, da se v decimalnem zapisu iracionalnega Stevila vsaj ena Stevka
pojavi neskonc¢nokrat.

6. Pokazi, ali so naslednja Stevila iracionalna:

)

)

)

)

) 2v3+3V2,

) s

) VVE =3+ V543,
) logs(7),

) logg(7),

)

log1 (7).

7. Ali je katero od $tevil iracionalno za vsako (kak$no) naravno Stevilo n:

=/, f—vﬁg /14 v

(ée ne gre v splosnem, premisli vsaj za n = 3.)



10.

11.

12.

13.

Naj bo ’a’ > 0 priblizek za v/2. Dokazi, da je potem ];LTQ; Se boljsi
priblizek za /2.
Naj bo z € Q\{0} in y, z € R\Q.

(a) Dokazi, da velja x +y,x -y € R\Q.

(b) Kaj lahko poves o $tevilih y + 2, y - 2, 22 in /27 Ali so vsa dobro
definirana?

S pomocjo aksiomov za mnozenje dokazi, da za realna Stevila z, y in z
velja:

(a) Ce je x # 0 in zy = 1, potem je y natanko doloen. (enolicnost
obratne vrednosti)

(b) Ce je z # 0 in 2y = z2, potem je y = 2. (pravilo krajsanja)

Analiti¢no in grafi¢no resi naslednje neenacbe oziroma enacbe:

(a) |3z +2] > 2,

(b) |z + 1| < |2z] — 1,
(¢) |2z + 3| < |4z — 3|,
(d) 22+ 1] < |z —1]+ =,

(e) [T =]z =1 =2,
() 251<1,
(g) |22 —2—1]=1.

)
)
)
)
)
)

Dokazi, da veljajo naslednje enakosti oziroma neenakosti:
(a) max{z,y} = ZHHH gy € R,

min{z,y} = “EY gy e R,

(b) 27 < Vay <L <y i iy z,y € RY.

& ||
< |-

Naslednjim mnozicam najprej pois¢i nekaj zgornjih in spodnjih mej,

nimum, ¢e obstajajo.
(a) 'A = [07 1) U {_47 _37 _1}7
(b) C =Rt U(-3,5],



(¢) B={(=3)" |m €N},
(d) € ={(-1)"+ % | meN}.

14. Dana je mnozica B = {y/z | x € Q, z > 0}.
(a) Utemelji, zakaj sta 0 in —1 spodnji meji mnozice 5. Razmisli, da
je 0 natan¢na spodnja meja mnozice 5.

(b) Ali je 10000 zgornja meja mnozice B? Ali obstaja kaksna zgornja
meja mnozice B? Kaj pa maksimum mnozice?

15. Dana je mnoZica A = {32 | m € N}.

(a) Utemelji najprej, zakaj je 0 spodnja meja mnozice A. Nato razlozi,
zakaj je % minimum oziroma natancna spodnja meja mnozice A.

(b) Pokazi, da $tevili 0.9 in 0.99 nista zgornji meji mnozice A.

(c) Utemelji najprej, zakaj je 1 zgornja meja mnoZice A, nato pa
pokazi, da je 1 tudi natancna zgornja meja mnozice A.

16. Naj bo A omejena podmnozica realnih $tevil, ter naj bo
—A:={-al|aec A}

Naslednje trditve najprej ilustriraj na preprostem primeru, ko je mno-
zica A = [1,3) U {4}, nato pa napravi Se splosni dokaz:
(a) —sup A je spodnja meja za —A, —inf A pa zgornja meja za —A.
(b) inf(—A) = —sup A.
(c) sup(—A) = —inf A.




3 Kompleksna Stevila

1. Dano je kompleksno Stevilo z = 3+ 4:. Izrac¢unaj oziroma dolo¢i realne
in imaginarne dele naslednjih Stevil:
Z—2+2 1—1
_ Im(
2+1 |z| +1

(2 —3i)(z — 1 —3i) +i% ).

2. (a) Dokazi, da za kompleksna Stevila z # 1 z absolutno vrednostjo 1,
t.j. [z] =1, velja Re(4) = 0. Natan¢neje, dokazi

Z+1—i Im(z)
z—1 1—Re(z)

(b) Resi enacbo 2 = 2. Ali ima reSitev absolutno vrednost 17 Kaj

o
pa reSitev enacbe z—ﬂ = ci, kjer je c € R?

3. V kompleksni ravnini predstavi naslednje mnozice:

(a) A={z€ C|Re(z) <2, Im(z)> -1},

(b) B={2€C||z] =2, =T <arg(z) <},

(c) C={2€C||z—i| <2, Im(z)>0},

(d) D=4{z€C|l<|z—1+1i] <4, Im(z)> -2},
() E={z€C||z+1i]=|z+1]},

(f) F={2€C||z—3|+]|z+ 3| =10},
(g) G={2€C|(2+3i)z+(2—3i)z =2},
(h) H={z€C|zz—iz+iz=3}.

4. Dokazi, da velja

1 1 1 )

Kaj geometrijsko predstavlja zgornja mnozica? Narisi jo.

5. V kompleksni notaciji zapisi pogoj, da je mnozica

(a) polkrog z robom s sredis¢em v 0 in z radijem 3, ki lezi v ’spodnji’
polravnini.



6.

10.

(b) kolobar brez roba z radijema 1 in 3 ter s sredis¢em v 1+ 4.

Dokazi ali ovrzi naslednje enakosti:

(a) iIm(wz) + zIm(—iw) + wIm(:2) =0, =z,weC,
(b) iRe(wz) + zRe(—iw) + wRe(iZ) =0, 2z w € C,

() |z +w)®+ |z —w? = 2|z + 2Jw?, zweC.
(paralelogramska enakost)

(d) flz] = Jwl| < ]z =w|, zweC

. Izracunaj vse kvadratne korene

Y3—4i, J/=6-28i.

(Nasvet: Zapisi a + ib = +/3 — 44, kvadriraj in resi dobljeni sistem
enach.)

. Dano je ogliéée z1 = \/§ + ¢ pravilnega sedemkotnika s srediééem A\

v v

polarnl obliki.

(Nasvet: Opazi, da z vrtenjem oglis¢a okrog sredis¢a za ustrezne kote
dobimo ostala oglis¢a, polarni zapis dveh sosednjih oglis¢ se torej raz-
likuje le za kot 2.

Dana so kompleksna Stevila z1, 25 in 23, ki pripadajo oglisS¢em enako-
strani¢nega trikotnika.

Vv v

(a) Dokazi, da je 21 + 25 + 23 = 0, Ce je teziSCe trikotnika v 0.

veivy

(b) Naj bo z; = 1 — 2i in teZis¢e enakostrani¢nega trikotnika v 1.
Dolo¢i e ostali dve oglis¢i tega trikotnika.

7 uporabo polarnega zapisa poenostavi naslednje izraze, t.j. vsa Stevila
podaj v obliki z realnim in imaginarnim delom:

(a ( )100
(b )2000

(c
(d

1+2 )

(15
(1 Z\/_)2015
(

)
)
)
) (23 +20)205.

10



11.

12.

13.

Opisi preslikavo f:C — C, ki je podana s predpisom f(z) = iz + 2.
Preslikavi poisci tudi njeno inverzno preslikavo.

Z uporabo Moivreove formule
(cos(a) +isin(a))” = (cos(7a) + isin(7a))
izrazi sin(7a) in cos(7a) le s sin(a) ter cos(a).

Dana kompleksna Stevila z zapiSi v polarni obliki in v polarni obliki

nato zapisi vse njihove kubi¢ne in vse pete korene (t.j. reSi enacbi

w3 = 2 oziroma w® = 2), ter jih oznac¢i v kompleksni ravnini:

(a) —

(b) —2 — 21,
(c) V3~

(d) —1+2\/_

Poskusi e izra¢unati kubi¢ne korene katerega od Stevil (t.j.podati z
realnim in imaginarnim delom).

14. Poisci vsa kompleksna stevila z € C, ki resijo enacbe

24+ (1-i)z—i=0,
Re(z +1iz) = 0,

|z| +z2=2+1.

2?2 4+ 1Im(z) =2z + 3,
Im($2) = Re(3£).

(g) Tm() = g
(h) z* = —16,
25 _ 1+4i

z = z3. (Nasvet: Pomagaj si s polarno obliko kompleksnega Ste-
vila.)

11



Zaporedja

. Neka banka ponuja 0.1% letno obrestno mero in mese¢ni pripis obresti.
7. zaporedjem opisi, koliko denarja imamo na banki po n-tem mesecu,
n € N, ce

(a) le na zafetku polozimo 100 EUR.
(b) na banko vsak mesec polozimo obrok po 100 EUR.

Ali je katero od zaporedij geometrijsko? Koliko denarja imamo po dveh
letih? V koliksnem ¢asu se nam vloZeni denar podvoji?

. Kvadratu s stranico 2 vértamo manjsi kvadrat tako, da njegova oglisca
lezijo na razpolovis¢ih stranic vecCjega kvadrata, manjSemu kvadratu
nato spet vértamo kvadrat, itd. DolZine stranic, plos¢in in obsege kva-
dratov zapis$i v zaporedja in dolo¢i splo$ne ¢lene. Ali je katero od

zaporedij geometrijsko?

. Izracunaj obseg in plosc¢ino trikotnika Sierpinskega. Trikotnik Sierpin-
skega dobimo z naslednjim postopkom. Za¢nemo s trikotnikom, v kate-
rem med seboj povezemo razpolovisc¢a stranic. Dobimo $tiri manjse tri-
kotnike in srednjega izrezemo. Postopek ponovimo na preostalih manj-
sih treh trikotnikih. To ponavljamo na vsakem novonastalem manjsem
trikotniku.

. Dana so zaporedja:

n2
(a) Qn = n—:_217
(b) an = (1),
© 5450

e [zracunaj nekaj zacetnih ¢lenov zaporedja oziroma dolo¢i splosni
¢len. Ali je kak ¢len zaporedja enak g oziroma, %?

12



e Ali je katero zaporedje monotono (padajoce oziroma naras¢ajoce)?
(Nasvet: Opazuj predznak razlike a, 1 — a,, oziroma kvocient %
primerjaj z 1.)

e Ali je katero zaporedje navzgor oziroma navzdol omejeno? Ce
je odgovor pritrdilen, poskusi dolo¢iti tudi infimum in supremum
zaporedja.

5. Par zajckov v enem mesecu odraste. Po dveh mesecih in nato vsak
naslednji mesec ima par odraslih zajcev po dva potomca razlicnega
spola. Pari potomcev spet po enem mesecu odrastejo in imajo vsak
naslednji mesec prav tako dva potomca razlicnega spola itd. Z zaporedji
O, M, oziroma F), predstavi stevil¢nost odraslih, mladih oziroma vseh
zajcev v n-generaciji, ter pois¢i rekurzivne zveze zaporedij.

6. Zaporedje F, je podano z rekurzivno formulo F,,o = F,.1 + F), in
zaCetnima Clenoma Fy = 1 in Fy, = 1. (Fibonaccijevo zaporedje.) 7
indukcijo dokazi:

(a) Doy Fr = Foa — 1,

(b) ZZ:1 For, = Fony1 — 1, ZL For_1 = Fy,

(c) F3, je sodo Stevilo za vse n € N,

)

(d) Fy, je deljivo s 3 za vse n € N.

7. Dano je zaporedje a, = 1 + 3.5

(a) Ugotovi, od kod naprej se ¢leni zaporedja od $tevila 1 razlikujejo

za manj kot ﬁ.

(b) Po definiciji limite zaporedja pokazi lim, . a, = 1, t.j. za polju-
ben € > 0 pois¢i N (odvisen od €), da bo |a, — 1| < ezan > N.

8. Izracunaj naslednje limite:

(a) Timoo T () limy, o0 275,

(b) Timy, o0 FEEEZEL (g) Tlimy oe(1 + 2)7,

(¢) limnyoo(v/n+1—/n), () Timy, o(1 — £)5mH,
(d) Timy, o 37, (i) limyo(1 4 2) 74 P2,
(e) lim, 00 %, () limnﬁm(z—fé)‘"”,

13



. n2 n .
(k) limp, o0 (2555) g () limy, o {/22

(1) limy,—e0 L cos(2n), (0) limy o0 /202 + 1,

on

n!’

(m) lim, oo

9. Pois¢i vsa stekalisca zaporedij a,, = cos(2) in b, = (—1)"(1 + 2).
10. Poisci primere zaporedij z naslednjimi lastnostmi:

(a) omejeno zaporedje z vsaj dvema stekalis¢ema,

(b) strogo monotono konvergentno zaporedje z limito 1 in natan¢no
spodnjo mejo —1,

(c) nekonvergentno (neomejeno) zaporedje z natanko enim stekali-
S¢em,

(d) zaporedje z neskon¢no stekalisci.

11. Dana so zaporedja

(a) Ap = Zg_—:__i, (1) An = %a
(b) @, = T () an = (-1 &L,
_ n 3n24+2 n+1
© @ = ()" + 2 mr () e =
n  V2n2 n n
(d) ap = (—1)" - Y2pEen, (1) an = 35,
(e) an = sin(%"), (m) ap, =n+e™",
(f) a, =" cos(), L\3n
@ . — Bt sin(oe) () an=(1+%)"
8 T on4l 4/ )
nm n!
(h) an = (n?+1) cos(g), (0) an = &%,

v v

o Ce zaporedje konvergira, mu pois¢i limito. V nasprotnem primeru
pa poisci vsa stekalis¢a danega zaporedja, nato pa za vsako stekali-
S¢e poskusi najti kaksno konvergentno podzaporedje, ki konvergira
k temu stekaliScu.

e Razis¢i omejenost zaporedij. Ce je katero zaporedje omejeno, mu
dolo¢i natan¢no zgornjo oziroma natan¢no spodnjo mejo.

e Ali je katero od zaporedij monotono (t. j. naras¢ajofe oziroma
padajoce)?

14



12. Dani sta zaporedji s splosnima ¢lenoma

_loon n?

(7% I
n:

(a) Dokazi, da sta zaporedji prvih 99 ¢lenov naras¢ajoci, od nekega
¢lena naprej pa strogo padajoci. (Nasvet: Opazuj kvocient dveh
zaporednih ¢lenov.)

(b) Utemelji, da je zaporedje omejeno, ter ima natanko eno stekalisce
(limito). Dolo¢i to limito.

13. Dana so zaporedja vsot:

() an =1+ =5+ .-+ 35,

(b) an=rg+ 75+ -+ 30
_ 1 1 1
e Pokazi, da je vsako od zaporedij monotono (t.j. narascajoce ozi-
roma padajoce).

e Ali je katero od zaporedij omejeno oziroma konvergentno?

14. S pomocjo definicije dokazi, da zaporedje a, = ”TH je Cauchyevo, za-
poredje b, = 1+ % + % +...+ % pa ni. (Nasvet: Opazuj by, — b,.)

15. Poisci limite oziroma stekali¢a kompleksnih zaporedij:

(a) a, =1",
(c) ¢, = ”Tﬂ(cos(%) +isin(%r)),
(d) dn =ncos(Y) + 3241

16. Zaporedje je podano z rekurzivno zvezo a, 1 = %an + % in zacetnim

¢lenom a; = 1. Ugotovi, ali je zaporedje monotono ali konvergentno
oziroma izracunaj limito.
1

17. Zaporedje b, je podano z rekurzivno formulo b,,; = 175, In prvim

¢lenom b; = 1.

15



(a) Dokazi, da je podzaporedje lihih ¢lenov padajoce in omejeno, pod-
zaporedje sodih ¢lenov pa narascajoce in omejeno.

(b) Izrac¢unaj nekaj ¢lenov zaporedja. Kaj opazi§? Kako bi opisal
splosni ¢len?

18. Zaporedje je podano z rekurzivno formulo a,; = %ai + 1 in prvim
élenom a = 1.

(a) Z indukcijo dokazi, da je zaporedje navzgor omejeno z 2 in nara-
Scajoce.

(b) Ugotovi, da zaporedje konvergira in izra¢unaj limito.

19. Dano je zaporedje

xn:\/2+\/2+...+\/§ (n korenov).

(a) Z indukcijo dokaZi, da je zaporedje z, navzgor omejeno z 2 in
naraScajocCe. Ali je to zaporedje konvergentno? V primeru, da je
odgovor pritrdilen, izracunaj limito zaporedja.

(b) Z indukcijo dokazi, da so vsi ¢leni zaporedja iracionalna Stevila.
Pokazi tudi, da je z, = 2 cos(55r)-

16



Vrste

. Izracunaj vsote naslednjih vrst:

00 n+3
(a) f5+a5 37+ (d) 302 s
0o -5 n+3
b) Z+&+E+..., (e) o, B
00 oo (=5)"t3+1
(©) Xt B @D (f) o2, St

(Nasvet: Pri prvih treh vrstah gani formulo za n-to delno vsoto vrste
in jo nato potrdi z indukcijo, ali pa si pomagaj s parcialnimi ulomki.
Pri drugih treh vrstah pa uporabi geometrijsko vrsto.)

. Naj bo C razpolovisée intervala [0, 1]. S Cy ozna¢imo razpolovisée 0CY,
s (5 oznacimo razpolovisée CyC4, s C4 oznac¢imo razpolovisée C5C5 in
tako naprej. Kateri toc¢ki se priblizuje zaporedje C,7

. PolZ pri¢ne svojo pot v koordinatnem izhodiééu ravnine Najprej gre
za 3 v desno, nato gor za 2 T potem za 2y levo nato za dol potem
pa spet desno za §§27 itd. ( r.) Kateri
tocki se priblizuje polz?

(Nasvet: Posebej opazuj gibanje polza v smeri z-0si oziroma v smeri
y-0si.)

. Izracunaj plosc¢ino in obseg Kochove snezinke KC. Kochova snezinka
je ravninski lik, ki ga dobimo z naslednjim postopkom. Zac¢nemo z
enakostrani¢nim trikotnikom Ky s tremi (Ny = 3) stranicami dolzine
dy = 1, nato pa nad srednjo tretjino vsake od njegovih treh stranic
nalepimo enakostrani¢ni trikotnik s stranico dolzine % Dobimo lik 1y
z N; = 12 stranicami dolzine d; = % Nato spet nad srednjo tretjino
vsake od dvanajstih stranic lika C; nalepimo enakostrani¢ni trikotnik
s stranico dolzine %, tako dobimo lik Ky z Ny = 48 stranicami dolZine

dy = é. Postopek nato ponavljamo in ponavljamo...

Skiciraj like ICo, K1, Kq in ICs.
Dokazi, da je Stevilo stranic IC,, enako N, = 3 -4".

a

(a)

(b)

(¢) Pokazi, da je dolZina stranice K, enaka d, = (3)".

(d) Izrac¢unaj obseg o, = N,, - d,, lika K, ki ga dobimo po n-korakih,
ter dolo¢i o(K) = lim,,_,« 0,, ¢e obstaja.
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(e) Izpelji formulo za plod¢ino p,, = \/Tg + %3 S (3)" lika Iy, ter
izracunaj p(K) = lim,,_, pm, Ce obstaja.

5. Dokazi, da za delne vsote harmonic¢ne vrste velja

1 1 1
1+§+§+...+E>ln(n+l), n € N.

(Odtod vidimo, kako hitro harmoni¢na vrsta divergira.) Ali poznas

kaksen enostavnejsi dokaz, ki dokazuje le divergenco harmoni¢ne vrste?

6. Ugotovi, ali vrsti konvergirata:

ii—1+1+1+ i +1+1+1+
on 2 4 4 7 om — 3 5 7

n=1 n=1

7. S primerjanjem z znanimi vrstami razis¢i konvergenco naslednjih vrst:
(a) Yool T (d) Yoo, (1 —52)",
(b) Yot et (&) 3ot i
00 vn (9] 1
2on1 w1y ) 2nze gy

—
o
~—

8. S pomocjo korenskega in kvocientnega kriterija razisci konvergenco na-
slednjih vrst:

(a) Yool g, () >0

(b) >onts e (f) oo, 2

() Y, s (5) Y, ”2';3;,
) (b)

00 2" —3n oo 2Mpl
(d Zn 1 2n+1l4p2> h Zn 1 nn

( =)

Y

9. Iz zaporedja (a,)nen s pozitivnimi ¢leni sestavimo vrste Y - | an, > oo, ab

o 3mt2 n=1"n
: n
m E n=1 Tan.
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(a) Dokazi: ée vrsta Z:’ a,, konvergira , potem tudi vrsti > °° a3

n=1"n
1Il Zn 1 1+

(Nasvet: Najprej razmisli, da so ¢leni zaporedja a,, od nekod na-
prej po absolutni vrednosti manjsi od 1.)

3

(b) Pois¢i primer zaporedja a,, s pozitivnimi ¢leni, da bo vrsta > >~ a?

konvergentna, vrsta » > | a, pa ne.

10. Razis¢i pogojno in absolutno konvergenco naslednjih vrst:

(a) Yoo, Sno,

(€) >onts ol
(d) 252, = (=1r(d -2,

o0 1
£) 2t (D) setantay
(Nasvet: Upostevaj, da je arctan naras¢ajoca in arctan(z) < z za

x>0.)

11. Huda mravljica pri¢ne svojo pot v koordinatnem izhodiS¢u ravnine.

Najprej gre za 1 v desno, nato za % navzgor, zatem za % v levo, nato
za }l navzdol, potem pa spet desno za z , itd. Dokazi, da je mravljica

namenjena proti neki toc¢ki? (Ni potrebno ugotoviti, kateri tocki se
bliza.).
(Nasvet: Posebej opazuj gibanje mravljice v smeri z-osi ter nato v smeri
y-0si.)

12. Ugotovi, za katere a € R™ naslednje vrste konvergirajo absolutno ozi-
roma pogojno, ter kdaj ne konvergirajo:

(a) 20 ()"
(b) >t (= )"”2%,
() X0 S
a2n
(d) 20 i
: : _ co (=)™ 1 1 1 1 . .
13. Dani sta vrsti S = > "=~ =1— 35+ 3 — 7+ : + ... in njena

n=1 n
preureditev, kjer dvema pozitivnima ¢lenoma vedno sledi negativen:
S’—1+1 1+1+1 1+1+1 1+
3 2 5 7 4 9 11 6
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(a) Pokazi, da je podzaporedje lihih ¢lenov vrste

— (=4 2)+ (-1 +
Son+1 = 53

)

)+(—1+1)+...+(—i+ !

1
45 6 7 om  2n+1

konvergira k tevilu, ki je manjse od 2. Se vet, S = S, m
(b) Pokazi, da je podzaporedje vsakega tretjega ¢lena delnih vsot pre-
ureditve
1 n 1 1
n—3 4n—1 2n

),

)+

1 1

/
=1+ =N+ (=+=—-Z=
San = 3 2) (5 7T 4

narasc¢ajoce, ter sklepaj, da preureditev vrste ne more konvergirati
k 2. Ali §" sploh konvergira?

14. Razis¢i konvergenco naslednjih vrst kompleksnih Stevil:

oo (3+44)™
n=1 5N )
oo n2(3+49)"
n=1 6™ ’
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Realne funkcije

. Doloc¢i definicijska obmocdja, poisci nicle, pole in asimptote, ter narisi
grafe osnovnih funkcij:

(a) f(z) = —a® = 52% + 3,
(b) f@) = it

(© f@) =27~ 1,

() g(x) = logy(e +2) + 1,
(e) f(x)=3sin(2z) + 1,

(f) g(x) = 5 — arctan(z).

Katere izmed nastetih funkcij so omejene in katere so narascajoce ozi-
roma padajoce?

. Dolo¢i definicijska obmocja naslednjih funkcij:

(a) f(x) = \/\x+3\—2+2x

(b) g(z) = arcsm( =2),

(¢) f(x) = arccos(z + 1) tan(3z + %),
(d) h(z) = =55,

(e) f(z)=logy(2® — 3z —4),

(f) g(z) = log(log(x)),

(g) g(z) =log(1+ ),

(h) f(z) = =2,

(i) g(z) = /=1 +In(z +2),

. Temperaturo lahko merimo v stopinjah Celzija oziroma v stopinjah
Fahrenheita. Temperaturo v stopinjah Fahrenheita dobimo, ¢e tem-
peraturo v stopinjah Celzija pomnozimo z % in pristejemo 32. Zapisi
splosni predpis, ki pretvori temperaturo iz stopinj Celzija v stopinje
Fahrenheita. Kaj pa obratno? V kaksni zvezi sta predpisa?

. Danim funkcijam doloéi definicijsko obmoéje in zalogo vrednosti. Ka-
tere izmed danih funkcij so injektivne? Injektivnim funkcijam nato
poiscéi tudi inverzne funkcije. Za neinjektivne funkcije pa poiscéi dve
razli¢ni tocki x; in x9, da bosta vrednosti f(z1) in f(z2) enaki.

21



(a) h(z) =e :

(b) g(z) = cos(3z — 75),

(©) f(z) = (1 + V3T T9),
(d) f(z) =log 25,

(e) g(x) = arcsin(%),

(f) fla) = 2L,

(8) g(x) = Y5222,

(h) f(z) = %5

5. Funkcija f je podana s predpisoma

| arcsin(x), —1<z<1
fla) = { 2+ 2log(x), x>1

(a) Zakaj f, kot funkcija f:[—1,00) — R, ni surjektivna? Ugotovi,
kaj je potrebno namesto R vzeti za kodomeno funkcije f, da bo
surjektivna. (Nasvet: Dolo¢i zalogo vrednosti funkcije f.)

v v

6. Dani sta funkciji f(x) =1 — cos(z) in g(x) = V2.

(a) Izracunaj kompozitume fog, go f, fo fin gogog. Ali velja
fog=ygof?

(b) Ugotovi $e, katere izmed funkcij f, g, fog, go f in fo f so lihe
oziroma katere sode. (Navet: Ce funkcija ni soda, potem poisci
totko x1, da bo f(x1) # f(—z1). Ce funkcija ni liha, pa poisci
tocko x1, da bo f(x1) # —f(z1).)

7. Naj bosta f: A — R in g: B — R taki funkciji, da je njun kompozitum
f o g dobro definirana funkcija. DokaZi spodaj podane trditve. (Ce ne
gre v splo§nem, jih preveri vsaj na primerih y = 23 in y = cosz, y = 22
iny=—x)

(a) Ce sta f in ¢ (strogo) naraf¢ajoci funkeiji, potem je tudi f og
(strogo) naras¢ajoca funkcija. Ce pa sta f in g (strogo) padajodi,
je f o g (strogo) padajoca.
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(b) Ce sta f in ¢ injektivni, potem je tudi f o ¢ injektivna. Ce pa sta
f in g surjektivni, potem je tudi f o g surjektivna.

(c¢) Ce je funkcija f o g injektivna, potem je g injektivna funkecija. Ce
pa je f o g surjektivna funkcija, potem je f surjektivna.

(d) Ce je ena izmed funkeij f oziroma g soda, druga pa liha funkcija,
potem je kompozitum f o g soda funkcija. Ce pa sta f in g obe
lihi (oziroma sodi) funkciji, potem je njun kompozituma f o g liha
(oziroma soda) funkcija.

8. Naj bosta f in g funkciji z istim definicijskim obmo¢jem. Dokazi ali
ovrzi spodnji trditvi. (Ce katera od trditev ne drzi, jo popravi tako,
da bo veljala.)

(a) Ce sta f in g obe sodi funkciji, potem sta njuna vsota f + ¢ in
produkt f - ¢ sodi funkciji.

(b) Ce pa sta f in g obe lihi funkeiji, potem sta njuna vsota f + ¢ in
njun produkt f - g sodi funkciji.
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Limite funkcij

. Dana je funkcija f(z) = 3z + 1.

(a) Ugotovi, za katere x # 1 se vrednosti funkcije f(z) od 4 razlikujejo
za manj kot ﬁ, ter dolo¢i kaksno punktirano okolico tocke 1, da

se bodo vrednost f(z) od 4 razlikovale za manj kot 5.

(b) Pokazi s pomodjo definicije limite funkcije, da je lim, o f(z) = 4,
tj. za poljuben € > 0 pois¢i d > 0, da bo |f(z) — 4| < ¢, &e bo le
|z — 1] <9, z # 1.)

222 —1
22243

. Dana je funkcija f(x) =

(a) Poisci M, da bodo vrednosti funkcije f za © > M vsebovane v
—L_okolici §tevila 1, t.j. |f(z) — 1] < &= za x> M.

100 100
(b) Pokazi s pomo¢jo definicije limite zaporedja, da je lim, o, f(z) =
1.
. Dana je funkcija f(x) = %

(a) Izberi si neko (¢im bolj enostavno) strogo naras¢ajoce zaporedje
a, 7 limito 1, ki ga podaj tudi s splosnim ¢lenom. Nato izracunaj

2

-2 « .

Gutan—2 e ta obstaja.
az—1

limito zaporedja f(a,), torej lim,,_,
(b) Ali se lim,, o f(a,) spremeni, ¢e vzame§ katero drugo zaporedje

a, # 1zlimito 17 Limito lim, ., f(a,) primerjaj z limito lim,_.; f(z).

. Pois¢i vodoravne asimptote naslednjih funkcij

22
(1+z)(x—2)

flx) = g(x) =27"42, h(zr)=—arctanz, i(x)= ze”.

Funkcija A(x) je asimptota funkcije f(z) v neskon¢nosti (za z — +00),
¢e je lim, 4o (f(x) — A(z)) = 0.

. Izracunaj naslednje limite:

: x3—1 : T+1—v2
(a) limg1 35—, () lim,_,, YZH=V2,

: i 1 i <\ 1: V3P ta+a—Va?
(b) llmx—>—1 22_9r—3 (C) hm;t—ﬂ)o z—3\/x )

24



(d) Tim, o V£ (p) Lm0l + 55) 7"
(e) limg, o %, (q) limg oo(1+ ﬁ)ﬁ,
(£) lim, o 220, (1) limgo, oo (1 + £5)77,
(8) lim, o 252, (s) limg (1 + 22)* %,
(h) lim, e 243, (8) lim, o(1 — )3,
(i) lim, o S22 (t) lim, o0 (252)37,

(j) limg_o Smi#, (w) lim, g M,

(k) lim, o S0 cost2e), (v) limy (1 + sin )%,
(1) Tim, o S, (w) lim,_0(1 + 3273,
(m) Tim, o o), (x) limg_o-(2),

(n) lim,1(1 — ) tan(%7), (v) lim,_,o+ arctan(2),
(0) lim, o tan(x)w;;in(x), (z) lim,_,q- arctan(%).

6. Razisc¢i obstoj naslednjih limit:

(a) lim,_o(zsind),
(b) lim,e0 = sin(z),
(¢) limg o (sin(z)e™™).
7. Obravnavaj limito lim,_,osin():
(a) Ugotovi, kako velika je funkcija sin < za x blizu 0.
(Nasvet: Pois¢i kar vse maksimume in minimume dane funkcije.)

(b) Ali obstaja lim,_,qsin(2)?
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8. Naj bo f:RT — R monotona funkcija (naras¢ajoca ali padajoca). Do-
kazi, da velja:

(a) lim, o f(n) = L <= lim, o f(x) = L,
(b) limy oo 2 = L <= lim, ., 12 = L.

xT
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8 Zveznost

1. Dana je funkcija f(z) = 22
(a) Poisci kaksen § > 0, da bodo vrednosti f(x) za vse z € (2—6,2+9)

od 4 razlikovale za manj kot ﬁ.

(b) Po definiciji limite preveri, da je f(z) = x? zvezna v tocki r = 2.
(Za poljuben e > 0 poisci 6 > 0, da bo iz |[x — 2| < § sledilo
|22 — 4] < &.)

2. Dani sta funkciji

T+ 37 r < =2 sin(2x)
flz) =< a? —2<z<1l in g(:c):{ 3z xfg .
2—x, z>1 % r=

(a) IzraCunaj tiste limite lim,_, o— f(x), im,, o+ f(x), lim,, o f(x),
lim, 1 f(z), lim,_,o- g(x), lim, o+ g(z) in lim, .o g(x), ki obsta-
jajo.

(b) Dolo¢i obmodje zveznosti in tocke nezveznosti funkcije f. Uteme-
lji, zakaj funkcija g pri vrednosti parametra a = 3 ni zvezna v
tocki 0. Poisci tak parameter a, da bo funkcija g zvezna povsod.

3. Dana je funkcija

22 +4, <1

fla) =4 et +b 1<z <0,
sin(3z) tan(3) O<cp<™
2xsin(2z) 2

kjer sta a in b realna parametra. Izra¢unaj limiti lim, , 1+ f(x) in
lim, .o+ f(x), ter dolo¢i parametra a in b, da bo funkcija f zvezna
povsod, kjer je definirana.

4. Dolod¢i realna parametra a in b, da bo funkcija

sin (5z) sin (ax)

e , z <0
flx) =< ze™ 140, 0<z<1,
aarctan(ﬁ), 1<z

zvezna povsod, kjer je definirana.
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5. Dana je funkcija

(1—2z)5:, =<0

f(l’) - a, =0 )
sin?(ba) O<ax<m
ztan(g)’

kjer sta a in b realna parametra. Dolo¢i a in b, da bo funkcija f zvezna
povsod, kjer je definirana.

6. Za katera realna Stevila a, b in ¢ je funkcija

arctan(—45) +a, x>1

N
1—2x)3=, 1>x2>0
flay=4 72 L2r=0
sin2(czgzzcos(3z)’ <0

zvezna povsod, kjer je definirana?

7. Dani sta funkciji

[ x, zeR\N [ 2z, zeR\Q
ro={n TSR = {5 1

(a) Dolo¢i tocke zveznosti in tocke nezveznosti funkcije f. Ali v kateri
to¢ki ¢ € R ne obstaja niti limita lim, . g(x)?

(b) Utemelji, zakaj je funkcija g zvezna v tocki x = 1. (Nasvet: Opazi,
da g preslika ¢lene poljubnega konvergentega zaporedja a,, z limito
1 tako, da racionalne ¢lene preslika v 2, iracionalne pa v 2a,,, torej
v zaporedje z limito 2.)

(c) Pokazi, da funkcija g ni zvezna nikjer drugod (razen v 1). (Nasvet:
Pois¢i konvergentni zaporedji racionalnih Stevil a,, in iracionalnih
Stevil b, z limito 3, ki ju f preslika v zaporedji z razli¢cnima limi-
tama.) ter dolo¢ limiti lim,, o, g(a,) in lim,,_, g(b,).)

8. Ugotovi, ali imajo dane funkcije na danih intervalih kak$no ni¢lo. V
primeru pritrdilnega odgovora potem z metodo bisekcije poisc¢i kaksen
priblizek za niclo, ter razmisli, kako natancen je. (Napravi vsaj Stiri
korake metode.)

(a) f(z) =2 — 3z + 1 na intervalu [1, 2],
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9.

10.

11.

12.

13.

(b) g(z) = —2* + 32 + 2 na intervalih [—1,0] in [2, 3],

(¢) f(xz) =2 — 2sin(x) na intervalu [5, 71]?

Z metodo bisekcije poisci priblizne resitve naslednjih nalog:

(a) Poisci kakSen priblizek reitve enacbe z° + 2z +4 = 0 na intervalu
[—2,—1].

(b) Ali ima enacba 2% = 1 kaksno resitev na intervalu [0,1]? Ce je
tvoj odgovor pritrdilen, potem poisc¢i kakSen priblizek resitve.

2 —x

(c) Razlozi, zakaj se grafa funkcij f(z) = 2* in g(z) = e™* sekata
nad intervalom [0, 1]. Z metodo bisekcije poisci priblizek presecne
tocke. (Napravi vsaj pet korakov.) Kako natanc¢en priblizek do-
bis?

(d) Utemelji, da funkcija g(z) = —2® + 3z + 2 v neki to¢ki na inter-
valu [—1,0] zavzame vrednost 1. Z metodo bisekcije nato poisci
priblizek take tocke.

Dana je zvezna funkcija f:[0,1] — [0,1]. Dokazi, da ima funkcija f
fiksno tocko, t.j. obstaja tocka zq € [0, 1], da je f(zq) = .

Pokazi, da na ekvatorju obstajata diametralno nasprotni tocki, ki imata
enako temperaturo. (Nasvet: Naj bo T'(¢) funkcija temperature v
odvisnosti od geografske dolzine ¢ € [0,27], T'(0) = T'(27). Razlozi, da
je dovolj pokazati, da ima g(¢) = T(p) — T(¢ + ) niclo na intervalu
[0, 7] in obstoj ni¢le tudi utemelji.)

Dana je funkcija

2z3 —2x

gl x>1
flx)=4q axe® ' +b, 1>z2>0,
1:an(2:1:g)6251n(ax)7 <0

kjer sta a in b realna parametra. Dolo¢i a in b, da bo funkcija f
zvezna povsod, kjer je definirana. Ali je pri teh parametrih funkcija f
enakomerno zvezna na intervalu [0,100]7 Kaj pa na intervalu [0, 00)?

Ugotovi, katere izmed naslednjih funkecij so enakomerne zvezne na danih
intervalih:

(a) f(z) = 2® na intervalu [0, 1).
(b) f(x) = +/x na intervalih [1,00) oziroma [0, c0).
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(c) f(x) =7 naR,

xT

(Nasvet: Opazuj |f(z) — f(2')] za x,2’ blizu 0.)

Ugotovi tudi, ali je katera od funkcij Lipschitzova na ustreznem inter-
valu, t.j. ali obstaja konstanta C, da velja |f(z) — f(y)| < Clz — y| za
vse x,y na intervalu.
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9.1

Resitve

Matemati¢na indukcija

. Vse enakosti se dokazejo na enak nacin. Enakost najprej pokazemo

za n = 1. Indukcijski korak pa ob privzetku veljavnosti enakosti za
nek n (indukcijska predpostavka) napravimo tako, da vzamemo prvih
n + 1 ¢lenov ’vsote’ (leve strani enakosti za n + 1), ter prvih n-¢lenov
zamenjamo s 'formulo’ za n (desna stran enakosti za n), po krajsem
ra¢unu kon¢éno dobimo 'formulo’ za n+1 (desno stran enakosti za n+1).

Pokazimo zato le primer (a). Za n = 1 enakost jasno drzi, saj je

1= w Vzemimo naprej n + 1 ¢lenov vsote, jih po indukcijski

predpostavki zamenjajmo s “formulo’ n(3+—1)7 ter dobljeno $e malo pre-
uredimo:

3n —1 3(n+1)—1 1
14447+, . +(3n—2) = %Hg(nﬂ)_m _ B+ : J(n+1)

Naloge se loti na enak nac¢in kot naloge 1., pri ¢emer v indukcijskem
koraku v produktu prvih n + 1 faktorjev prvih n zamenjaj s 'formulo’.
Pomagaj si tudi z adicijskim izrekom za dvojne kote.

Naloge se loti na enak nac¢in kot naloge 1., pri ¢emer v indukcijskem
koraku v vsoti n + 1 ¢lenov prvih n oceni s 'formulo’, nato pa pokazi,
da dobljeno lahko oceni$ z desno stranjo neenakosti za n + 1.

Indukcijski korak gre takole. Ce privzamemo, da za nek n velja neena-
kost (1 + )™ > 1+ nz, potem lahko izpeljemo:

(1+z)" >0 +2)(1+nz)=1+nr+z+n2®>> 1+ (n+ 1)

.V indukcijskem koraku s pomocjo indukcijske predpostavke x, < 4

izpelji

Tpi1 = V12 + 2, < V12 +4 = 4.

. Vse enakosti se dokazejo na tak nacin. Trditve so za n = 1 enostavne, v

indukcijskem koraku pa indukcijsko predpostavko opisemo z enacho, iz
katere izrazimo nek izraz, ki se pojavi v izrazu za n+1, ter poracunamo.

Oglejmo si indukcijski korak na primeru (e). Po indukeijski prepo-
stavki za nek n velja 3-5"+42-7"—5 = 8k oziroma 3-5" = —2-7"+5+8k,
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10

11.

12.

13.

9.2

kjer je celo Stevilo k. Potem kmalu sledi, da je z 8 deljiv tudi izraz:

Upostevaj, da je 22" = (2")2. Opazi tudi, da se kvadrat stevila, ki se
konca s 6, tudi konca s 6.

Racunaj: (D0 (D% omid ol o on 93 g2 4 3 4 1.

Bazni korak pomeni trditev, da je vsota notranjih kotov trikotnika
enaka , kar velja. V indukcijskem koraku pa (n + 1)-kotnik razrezi
na n-kotnik in trikotnik in uporabi indukcijsko predpostavko na do-
bljenem n-kotniku.

Jasno je 24 =7-2+5- 2. éepajen:7xn+5yn, potem jen + 1 =
7(xn_2)+5(yn+3)'

Ni tezko uganiti, da je 48 = 4-12 in 49 = 2- 12+ 5-5. Denimo
sedaj, da znamo placati znesek n in n — 1. Ce lahko to storimo tudi
tako, da med drugim placamo z dvema kovancema za 12, potem prav
njiju nadomestimo s petimi kovanci po 5 in dobimo znesek n + 1 =
n—2-12+5-5. Sicer si oglejmo znesek za n — 1. Ce ga lahko placamo
med drugim z vsaj dvema kovancema za 5, potem ju zamenjamo s
kovancem za 12, pa dobimon—1+4+12—2-5 = n—+1, drugace pa znamo
n—1 placati z vsaj Stirimi kovanci za 12, takon—1+10-5—4-12 = n+1.

Sahovnico dimenzije 2"™! x 27" razrezi na §tiri $ahovnice dimenzije
2™ x 2™ nato pa za tri od manjsih po predpostavki izberi tako pokritje
z dominami, da je nepokriti vogal na sredini velike Sahovnice.

V indukcijskem koraku premisli, da se Stevilo obmocij ravnine poveca za
n+1, ko n premicam doda$ Se eno, skupaj torej na (M +1)+(n+1)

2
delov.

Realna stevila

— 0,285714, =1,6

~o
wlot

Najprej poskusi zapisati ulomek g kot decimalno stevilo, nato pa se loti
splosnega primera. Pri algoritmu deljenja dveh Stevil opazuj ostanke.
Ker je moznih ostankov kon¢no mnogo, se za¢nejo ponavljati.
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10.

11.

12.

13.

Razmisli, ali se lahko vse Stevke pojavijo kon¢nokrat.

Vseh primerov s koreni se lotimo na enak nacin. Predpostavimo, da je
Stevilo racionalno, ter poskusimo priti do protislovja.

Oglejmo, kako postopamo pri 2v/3 + 3v/2. Denimo nasprotno,
da je 2v/3 4+ 3v2 = r € Q. Kvadriramo in preuredimo, da dobimo

V6 = r2;230 € Q, pa smo v protislovju, saj je v/6 iracionalno.

Podobno privzamemo, da je logs(7) = ¢ za a,b € Z \ {0}, kar
pomeni 5% = 7 oziroma 5% = 7°, pa smo v protislovju.

v v

zapisati kot ulomek.

2 27&
Ker je (’;%%;’)2 -2 = %, pomeni, da sta priblizka na ’razli¢nih’

straneh §tevila v/2, zato ustrezno primerjaj izraza v/2 — ’;JFT%I‘] in v/2— 2
glede na to, kje lezita priblizka.

(a) Dokazujemo podobno kot v 6. nalogi, s protislovjem.

(b) Stevilo /2 je vedno iracionalno, o §tevilih y + 2 in yz in 2? pa v
sploSnem ne moremo sklepati nic¢esar. PoiS¢i enostavne primere, ko so
ta Stevila iracionalna oziroma racionalna.

Upostevaj, da ima z obratno vrednost 7!, ter z njo pomno#i enakosti
ry = 1 oziroma zy = xz = 1.

(a) @ € (—o0,—3) U (0,00),
(b) = € (—00,—3] U [2,00),
(¢) € (—00,0]U (2, 00)
(d) = €[-1,0],

() z=4Vzr=-2

() = € [-3,—3],

(g) x €{-1,0,1,2}.

Pri (a) lo¢i primera x > y in x < y.

(a) inf A=minA—4, supA=1,sup.A pa ne obstaja.
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(b) inf B=—3, supB, maxB in min 5 ne obstajajo.

(¢) infC=minC -3, supC =maxC = 1.

(d) infD=—-1, supD =supD = —%, min D ne obstaja.

14. (a) Pokazi, da je &, 165, 1055+ - - - € B-

(b) Supremum in maksimum ne obstajata.

2m
1+2m

15. (a) Resi neenacbo > 2.
(b) Poisci stevilo a € A, da bo a > 0.9, t.j. poiSci vsaj en m > 1, ki

resi enacbo 1-2+7277}n > 0.9. Poisci Se stevilo b € A, da bo b > 0.99.

(c) Pokazi, da nobeno Stevilo M < 1 ni zgornja meja mnozice A,

v v

2m
Trom > M.

16 (a) Ce je Stevilo Z zgornja meja mnoZice A, potem je —Z spodnja
meja mnozice —A. Ce pa je Stevilo s spodnja meja mnozice A,
potem je —s zgornja meja mnozice — A.

(b) Oznaci S = sup(A) in izberi poljubni m > —S. Velja tudi —m <
S, zato iz definicije supremuma za A sklepaj, da obstaja tak a € A,
da je —m < a < S. Odtod naprej izpelji m > —a > —S, kar pa
pomeni, da m ni spodnja meja za —A.

(¢) Oznagi I = inf(A) in izberi poljubni M < —I. Velja tudi —M > I
in po definiciji infimuma za A obstaja tak a € A, da je —m > a >
I. Odtod naprej sledi m < —a < —I, kar pa pomeni, da M ni
zgornja meja za —A.

9.3 Kompleksna Stevila
. . 1

17— 5, —i, —5.

2. (a) Vzemi z = a + ib, kjer a* + b* = 1, ter poenostavi izraze.

(b) 2 —i2, resitev ima absolutno vrednost 1 za vse realne c.

3. Upostevaj, da |z — a| predstavlja razdaljo med kompeksnima $teviloma
z in «. Pri toc¢ki (d) ugotovi, kakSen je gemetrijski pomen tock z, ki
ustrezajo enakosti |z +i| = |z + 1.
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©

10.

) polovica polravnine,
b) krozni lok,
)
)

krozni odsek,

(e) simetrala daljice od —1 do —i,

(f) elipsa z goris¢ema —3 in 3, ter glavno polosjo 5,

h

kroznica.

a) A={ze€C|Im(z) <0, |z <3},

)
)
g) premica,
)
)
b) B={zeC|l<|z—1—1| <3}

(
(
(
(
(a) drz, (b) ne drz, (c) drzi, (d) drzi.
Kroznica s sredis¢em v 27 in radijem 2.

Hn=2—tinz=-24+1,w=—1+3Fnw =1- 3.

Opazi, da se kot v polarnem zapisu oglis¢ razlikuje le za veckratnike
2m.

7
2k = 2(cos(E + 2ZE) + isin(f + 25)), k € {0,1,...6}.

(a) Opazi, da je zo = z; - w in 23 = 21 - W?, kjer je

2 2 1
w= cos(%) + z'sin(%) =-5+ zﬁ

>

(b) zo=(z21—1)-w+1,23=(21—1)-w?+ 1, kjer jew=—%+1

(a) 21907(1 4 4),

35



11.

12.

13.

14.

(b) 17
(©) 290 (3 + ),
(@) 405 (51— })

Spomni se, da mnoZenje z i predstavlja vrtez za kot 7.

‘o —Tcosasin® o
5 —sin’a

cos(Ta) = cos” a — 21 cos® asin® a + 35 cos® a sin
sin(7a) = 7 cos® asina — 35 cos* asin® o + 21 cos? asin
Polarni zapisi:

(a) —i=cosf +ising

(b) —2—2i = 2\/_((308 5+ isin o)

(¢c) —4+ 4iv/3 =8(cos & +isin(Z))

(d) V3 —i=2(cosZ +isin(%))

Korene vseh stevil sedaj zapiSsemo na enak nacin. Spomni se, da n-
te korene kompleksnega Stevila z = |z|(cosp + isinp) zapiSemo po
) ) n 27k 27k
formuli’ wy, = {/|z[(cos £ + i sin (££212)), k=0,1,2,...n— 1.
Podajmo zato le kubi¢ne korene stevila —1:

Wy = COS 2+ +zsm( 3 %) = ‘[—i—

7+2 +27r \/g 1
— 2 —
wy = cos ) + isin(2 34)——7+§,
. 1-|—7r 4Ty .
wy = cos 25— +isin(Z5—) = —i.
(a) z1 = — +£z 29 = %—42’,
_\/5 V2, V2 V2 —
(b) 21 =5 + i, ;o= =3¢ — P, i3 = — 1,
(¢) z=a+ia,a€R,
(d) z2=3—14,

271 =3, 2 =—1, 23 =—1+1,
kroznica z enacbo (x — 1)? + (y — 1)2 = 1, kjer je z = x + 1y,
kroznica z enacbo x* + (y + 2)? = 4, kjer je z = z + iy,

= V24iV2, 2 = —V2—iV2, 20 = V2-iV2, 2 = =24V,
z= % + %i,

21:0722:1,23:—17Z4Zi,Z5Z—i.
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9.4

7.

Zaporedja

o 1
- Oznacimo r =1 + {55613
(a) r™-100
(b) 100r+100r2+---100r™ = % (v n-tem mesecu nismo nicesar
polozili)

Ay = 2\/5(‘/75)”7 O = 8\/5(‘/75)"7 Sp = %
Plos¢ine grejo proti 0, obsegi pa proti co. (Razmisli, za kolikokrat se
na vsakem koraku poveca obseg oziroma zmanjsa plos¢ina.)

2

a) naraSCajoce, navzdol omejeno, inf a, = 3

b

) ni monotono, je omejeno, sup a,, = 2,inf a,, = —3
¢) naraSc¢ajoCe, omejeno, inf a,, = %, supa, =1, a, =

(
(

ap = ,/"T“, padajoce, omejeno, infa,, = 1, supa, = 2

(e) padajoce, omejeno a, > % zavsen € N

(
(d

Razmisli, da velja O, = F,, M,.1 = O, = F,_1 in izpelji zvezo
Foio=F,11+ F,. (Glej tudi nalogo 6.)

Pri vseh nalogah je klju¢no upostevati rekurzivno formulo zaporedja.
Pri primeru (¢) jo naprimer v indukcijskem koraku upostvamo dvakrat,
da dobimo F3,43 = Fsnq0+ F3ny1 = F3pq1+Fan+F31 = 2F3,01+ F3y,.

o : 1
(a) Poisci N, da bo veljalo |a, — 1| < 155 za n > N.

(b) Resi neenakost |a, — 1| < e.
(a
(b
(c
(d

(
(

—~
—

+v2

T~
—.

—~
—

€

S = O O = N

—

g 2

h

S = e OO O

15
e4

)
)
)
)
)
)
)
)

@
TN~ TN
o

(
(
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9. Stekalis¢a a,, so 1,—1,0, stekalisci b, pa +1.

10. (a) 1,2,1,2, ..
123
(b) =1,5,%, 9,
(¢) 1,0,2,0,3,0,4,. ..
(d) Racionalna Stevila Q, zapisana kot zaporedje.
11. (a) lim, . a, = 0, padajoce, omejeno
(b) limy, o0 a, = g, ni monotono, omejeno
¢) stekaligéi £1 + ¥2, ni monotono, omejeno
(c) o , Omej
(d) stekalisci £Y2E5 lim, o ag, = Y252, limy, o0 agnin = — Y22, ni
monotono, je omejeno
(e) stekalisca i‘/Tg, 0, lim, o0 Ggnp1 = %g, lim,, o0 Agna = —%g,
lim,,_,+ a3, = 0, ni monotono, je omejeno
(f) limy, o0 gp, = 1, limy, 00 @4py1 = 0, lim,, o G4y 2 = —1, ni mono-

tono, je omejeno

(g) stekalisce je 0 s pripadajo¢im konvergentnim podzaporedjem ay, 1,
ni monotono, ni omejeno

(h) stekaliséa 1, —1 v/2, —v/2, 0, limy,_yo0 @4n = 0, lim,,_o0 agnio = 1,
hmn%oo agn—2 = _1 hmnﬁoo agn+1 = \2[; hmn%oo agn—1 = _\/TE ni

monotono, je omejeno

Y

lim,, .. a, = 0, padajoce, omejeno
stekalis¢i 1 in —1, omejeno
lim,,_, a, = 2, naras¢ajocCe, omejeno

lim,,_, a, = 0, padajoce

. 3 e )
lim,, .. a, = e2, narascajoce, omejeno

)

)

)

)

(m) brez stekalis¢, naras¢ajoce, ni omejeno

)

) lim,, o a,, = 0, padajoce, omejeno

)

12. (a) Pokazi, da za n < 99 veljata neenakosti Z—“ >1in M > 1. Za
dovolj velike n pa veljata obratni neenakosti.
(b) Izpelji rekurzivni formuli a,; = lﬂ)rolan in b, = Eg 1011)”, kjer

poslji n — oc.

.t > (n+1),),

. : S 1, 1
13. (a) padajoce, omejeno (Opazi a, = i + =5
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

9.5

oy - . . o 1
(b) narasc¢ajoce, omejeno (Opazi a,, = n_+1 + n—+2 +. —|— o <),

(c) narastajoce, neomejeno (a, = \/iﬁ + ﬁ +...F \/TTL > %)

Pri zaporedju a, glej poljubno razliko a,, — a,, pri zaporedju b, pa

opazi as, — a, = n—+1 + n—+2 +...+ % > "2—21 kot v nalogi 13.

(a) stekalisc¢a i, —1, —i, 1,

(b) limy, 00 by, = %7

(c) stekalisca 2, 2i, —2, —2i,
)

(d

Zaporedje je torej omejeno in konvergentno z limito 3. (Poskusi izpe-
ljati, da je splosni ¢len zaporedja a, = 3 — . Ce ne gre direktno, to
utemelji z indukcijo.)

stekalisCe (ne limita) 31.

Tzpelji byyo = 3722, Pri (b) dokazi, da je b, = FFT kjer je F, Fibo-

naccijevo zaporedje.

(a) Upostevaj rekurzivno formulo.

(b) Najprej razmisli, da limita obstaja, potem pa si pri izra¢unu po-

magaj z rekurzivno formulo. Dobig %5

(a) Pomagaj si z rekurzivno formulo zaporedja.

(b) limy, 00 a, = 2.

Vrste

(a) Z indukcijo ali kako drugace dokazi, da je n-ta delna vsota enaka
S =137
2 1 1
2n—1)(2n+1) ~ 2n—1 2n+1
1
il

(b) Z indukcijo ali s pomodjo dejstva ( dokazi,

da je n-ta delna vsota te vrste enaka S, =1 —

(¢) Z indukcijo ali kako drugacde dokazi, da je n-ta delna vsota vrste

enaka S, = 47111.

(d) 347 %7 E_’__

W=
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oo 32n 48

3. V smeri x priblizuje vsoti vrste > 7 —— = vV smeri y pa se

. oo . 00 327171 9
priblizuje >~ | Jis = 5z

4.

10.

n=1 42n—1 257

(a) Opazi, da se §tevilo stranic na vsakem koraku pomnozi s 4, t.j.

Nn - 4 . anl-

(b) Opazi, da se dolzina stranice na vsakem koraku pomnozi z %, t.J.

dp =% dp_;.

3

(c) Limita ne obstaja, o(K,,) — oo, ko n — 0.

(d) Utemelji, zakaj se plos¢ina nastalega lika KC,, v primerjavi s plo-

dp 2\/
s . 3 s .
$¢ino KC,,_1 poveca za N, 1 - G5 )78 Sestej vse prispevke, pa

1
dobis p(K) = %3

. 'V dokazu si pomagaj z dejstvom, da je zaporedje a, = (14 +)" nara-

SCajoce in konvergira k e.

Opazi, da je prva vrsta 'polovica’ harmoni¢ne, drugo pa nato primerjaj
S prvo.

a
b

(
(
(c
(a
(b

(c
(d

(a

—
=3

~~ L~
=3

—
o

—
o
— O~ e ~—

—
D

)
)
)
)
)
)
)

)

konvergira, (d) divergira,

divergira, (e) konvergira,
konvergira, (f) divergira.

konvergira, (e) konvergira,
konvergira, (f) konvergira,
konvergira, (g) konvergira,
divergira, (h) konvergira

Zaradi konvergence vrste morajo biti ¢leni zaporedja a,, od nekod
naprej po absolutni vrednosti manjsi od 1, zato a3 < a,, za dovolj
velike n.

Ay = +.

konvergira absolutno,
konvergira pogojno,
konvergira pogojno,
konvergira pogojno,

Vrsta ne konvergira. Opazi, da podzaporedje sodih delnih vsot
divergentno: Sy, = (1435 +---+ 1) = (: +--- + =) — 0.
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11.

12.

13.

14.

9.6

(f) konvergira pogojno.
V smeri z priblizuje vsoti vrste > - | (—) 5=, v smeriy pa Y (—1)7!
obe pa konvergirata.
Povsod konvergira absolutno.

Konvergira absolutno za a < 2, sicer ne konvergira.

Konvergira obsolutno za a < 2.

S 1 1
Opazi —5. + 5.5 = T omEntl) 0.

)
)
(c¢) Konvergira absolutno za a > 2, sicer ne konvergira.
)
)
)

C 1 1 1 8n—3
Opazi o= + -5 — 35, = =3 (D) 0 za vse n € N.

ne konvergira,
konvergira,
konvergira,
ne konvergira,
konvergira,

konvergira za |z| < 1, sicer ne konvergira

Realne funkcije

(a) Dy =R, nicle 2y = —%, x9 =0, 3 =1, neomejena.

(b) Df = R\{—l,l}, Illéll $N71 = —2, IL’N,Q = O, pola [I)p71 = —1,
rpp = 1, asimptota y = 1, neomejena.

(c) Dy = R, ni¢la x = 0, asimptota y = —1, navzdol omejena,
padajoca.

(d) Dy = (—2,00), ni¢la z = —2, pol zp = —2, neomejena, narasta-
joca.

(e) Dy =R, nicle x = BQT’T + km, k € Z, omejena.

(f) Dy =R, asimptoti y =0, y =7, omejena, padajoca.

(a) Dy =[-13,00)
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(c) Dy =[-2,00\ {—35, —F}
(d) Dy =[~3, 3]

(e) Dy = (—00,—1) U (4,00)
(f) Dy = (1,00)

() Dy = (—00,—1) U (0, 00)
(h) Dy = [3.00) \ {2}

(i) Dy = (e —2,00)

3. Predpis, ki temperaturo Celzija pretvori v temperaturo Fahrenheita
F(c) = %c + 32, ter obratni predpis C(f) = g(f —32).

4. (a) Dy =R, Z;=(0,00), fYa)=In(z+1)+3
(b) Dy =R, Z;=[-11], [f(5)=f(7)
() Dy =(~1,00), Z;=R, fl(z)=;((e"—1)>°-2)
(d) Dy = (00, —3)U(3,00), Zy=R\{log2}, f'(x)= 75"
(e) Dy = (—00,—1U(5,00), Zr=[-5. 5\ 5} (@) = s
() Dy = 0,00\ {3}, Zr =R\ (=13, f () = (22,
(g) Df = (_OO_%)U(_%a_ ]U[17OO)= Zf :R\[_%70)7 f(%ﬁ) -

FO=3A).

(h) Dy =R\ {%?}, Z;=[-32, [ '(2)=3Wm(EE)

. sin(z), -7 <<}
I ):{ 10, z>2
6. (a) f(g(x)) =1 cos(z’)
9(f(x)) = (1 — cos(x))
f(f(z)) =1—cos(l — cosx)

9(g(g(x))) = 2™
(b) Sode funkcije so f, fog, go f, fo f,lihepag, gogog.
7. Vse trditve se dokazejo na podoben nacin, zgolj z upostevanjem definicij
lastnosti funkcij.

Pokazimo le prvi del trditve (a). Ce sta torej f in ¢ narag¢ajoci
funkciji, potem za x > y najprej dobimo g(z) > ¢(y), nato pa takoj Se

flg(x)) > fg(y))-

42



9.7

(a) Drzi.
(b) Ne drzi. (Pravilno je: Ce sta f in g obe lihi funkciji, potem je
njuna vsota f + g liha, njun produkt f - ¢ pa soda funkcija.)

Limite funkcij

v v

(a) Resi neenacbo |f(z) — 4| < .
6,dab0vsakx€(1—51+5)( |x—1|<5)7 # 1, med
resitvami neenache | f(z) — 4| < 5. Odtod sklepaj, da je f(z) v

100 -okolici tocke 4, ce je le x v d-okolici tocke 1.

Za poljuben ¢ > 0 poiséi & > 0, da bo |f(z) — 4| < ¢, ¢e bo le
|z — 1| < §, = # 1. ReSi neenacbo [(3x + 1) — 4| < e.

Lahko vzames M > 15. (Resi |f(z) — o5+

Za poljuben £ > 0 poisci M, da bo |f(z) — 1| < e za vse x > M.

1] <

Limita lim,, . f(a,) = % je neodvisna od izbire zaporedja a,, z limito
3

L in je enaka limiti lim,_,; f(z) = 3.

Ap(z) = lim, 100 fz) = 2,

Ay(z) =lim, o0 g(x) =2

Api(z) = limy oo h(z) = =5, Apo(x) = limy,_oo () = 7,
Ai(z) =lim,,_ o =0

(a) 3 () —2 (n) 2 (t) e=®
(b) -3 (h) 1 (0) 1 (u) 1
(c) 7 (i) 2 (v) e (v) e
@ V3+1 ()9 (q) e (w) €8
(d) -1 (k) 2 (r) e 1 (x) —o0
() Y2 (1) 2 (s) €8 (v T
(f) 0 (m) % (8) e -3 (2) -3

Upostevaj —1 < sinx < 1 in uporabi ’princip sendvica’.

Pois¢i dve ustrezni konvergentni zaporedji z limito 0, katerih funk-
cijske vrednosti konvergirajo k razlicnima limitama. Lahko pa
vpeljes novo spremenljivko y = %
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7. i Resi enacbo sin(2) = 1 oziroma = = 2 + 2nm, ter ugotovi,

da lahko resitve zlozimo v zaporedje z,, ki konvergira k 0.
Nato resi $e enacbo sin(i) = —1 in ugotovi, da lahko resitve

zlozimo v zaporedje y,, ki tudi konvergira k 0.
ii. Funkcija v poljubni okolici zavzame tako vrednosti 1 kot tudi
—1, zato limita lim,_,osin() ne obstaja.

x

8. Primerjaj definiciji limite zaporedja in limite funkcije f, ko gre x — oo.

9.8 Zveznost

1. (a) Za 0 lahko vzamemo katerokoli Stevilo, ki je manjSe od @
(Resi neenacbo [z? — 4] < 55.)

hmx—>0_ g(l’ %7 liHl:t—)O+ g(l’) =

2. (a) lim,, o f(z) =1, lim,, o+ f(x
lim,_, o f(z) pa ne obstaja.

(b) Funkcija f je zvezna na R\ {—2}. Za a = 2 je g zvezna povsod,
sicer pa ni zvezna v 0.

_ 5 13 : x2—x—2 __ : 22—z—2
3. a= 3 b= 3 (llm$*>,1+ e —1, llmx*)0+ 5Bl g)
—__4 - __5_
4a=—5-5 b=—55,
. sin(bz)sin(az) __ 5q : 2 __ _am
(hmx_)o— — 122 = 4 hrnx_)ﬁ a arctan m = —7)

S}

D. a:e’g,b:j:e_ .

B

SIS

6. a:%—g,b:eg,c:ie .

7. (a) Pokazi, da se poljubno zaporedje c,, ki konvergira k 1, z g preslika
v zaporedje g(c,), ki konvergira k 2.
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10.

11.

12.

(b) Opazi, da se zaporedji racionalnih §tevil a,, in iracionalnih Stevil b,
z limito a # 4 se z g preslikata v zaporedji z razli¢nima limitama,
ki ju dolo¢i.

(¢) Nezveznost v ostalih to¢kah pokazi na enak nacin kot za toc¢ko 3.

Bisekcija na vseh primerih poteka na podoben nacin. Intervale razpo-
lavljamo, ter iS¢emo take podintervale, da funkcija v krajiscih zavzame
vrednosti razlifnega predznaka. Oglejmo si primer (a). Interval [1,2]
je ze tak, zato ga razdeli na manj$a podintervala [1, %] in [%,2], ter
izberi tistega, ki zagotovo vsebuje ni¢lo. To je [%,2], saj f(%) < 0 in
f(2) > 0. Tega nato razdeli na podintervala [3,T] in [1,2], ter spet
izberi tistega, ki zagotovo vsebuje nic¢lo. Postopek tako nadaljuj dokler
ne dobis ustreznega priblizka oziroma dovolj majhnega podintervala.
Priblizki nic¢el danih funkcij so:

(a) z=1,53

(b) = = —0,62

(c) z=1,90

(a) Opazi, da je reSevanje dane enacbe enakovredno iskanju nicle funk-

intervala nasprotno predznaceni vrednosti, zato ima ni¢lo na tem
intervalu. Priblizek je x = 0, 64.

(c) Grafa funkcij se sekata natanko tedaj, ko ima enacba 22 = ¢™*
resitev. (Glej 8e (a) in (b).) Priblizek je 2 = 0, 70.

0 in 2, potem nekje vmes zavzame tudi 1. Priblizek je x = —0, 35.

Vpelji funkcijo g(z) = f(z) —x, ter z opazovanjem predznaka vrednosti
g(0) in g(1) pokazi, da ima ¢ ni¢lo oziroma f fiksno tocko.

Naj bo T'(y) funkcija temperature v odvisnosti od geografske dolzine
¢ € [0,2n], T(0) = T'(2m). Razlozi, da je dovolj pokazati, da ima
g(p) = T(p) — T(p + m) niflo na intervalu [0, 7], nato pa utemelji
obstoj nicle.

_ 4 _ 8 : 232 __ 4 1: tan(2z) sin(az) __
a = 5, b= g (imps 25— = 3, limy g ———— = 2a). V

tem primeru bo f enakomerno zvezna na [0,100], ker je na tem in-
tervalu zvezna. Na [0,00) pa enakomerno zvezna, ker obstaja limita

lim, . f(z) = 2.
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13. (a) Velja |2° — ¢*| = [(z — y)(2® + 2y + )| < 3|z —y|, z,y € [0,1].

(b) V dokazu si pomagaj z oceno \/x —\/y > \/r —y za x > y. Dovolj
je tudi utemeljiti enakomerno zveznost posebej na intervalih [0, 2]
in [1,00).)

(¢) Ni enakomerno zvezna.
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