B. Kuzman - dodatki k zapiskom iz OMA

Limita zaporedja in princip sendvica
Pri doloc¢anju limit zaporedja si pogosto pomagamo s principom sendvica.
Izrek (Princip sendvica). Naj bosta{a,}nen in {by}nen konvergentni zaporedji z enako limito,

lim a, = lim b, = L.
n—o n—oo

Ce za zaporedje {c,,} nen velja, da je a, < c, < b, za vse n € N, potem je zaporedje {c,,} nen konver-
gentno z enako limito

lim ¢, = L.
n—w

Trditev velja tudi v primeru, ko je neenakost a,, < ¢, < b,, izpolnjena za vse n od nekega n, dalje
(torej, ko obstaja le koncno n, za katere neenakost ni izpolnjena).

Dokaz. Definirajmo novo zaporedje d,, = c¢,, — a,, in dokazimo, da konvergira proti 0. Oznacimo z
L =lim,,_, a, in naj bo £ > 0 poljuben. Potem obstaja n, daje |L —a,| < £/2 za n > ng, in obstaja
n),daje|L—b,| <e/2zan>n{.Kerje0<d, < b, —a,, zavse n > max{n/, n[} sledi

|d,—0|<|b,—a,|<|b,—L|+|L—a,|<e/2+¢/2=c¢,

torej je lim,_,, d,, = 0. Zdaj lahko sklepamo, da tudi zaporedje {c,},en konvergira, saj je ¢, =
d, + a, vsota dveh konvergentnih zaporedij. Njegova limita je

lim c, = 11_1}30(dn +a,) :nl

m d, + lim a, = lim a,,
n—aoo n

i
—00 n—o0 n—aoo

kot smo Zeleli dokazati. O

Zgled. Naj bo a, = 2%, Potem je = < 82 < L Kerjelim,, ., L = 0, po principu sendvica sledi

lim,,_op S22 = 0,

Z uporabo razli¢nih lastnosti limite in principa sendvica lahko seznam Ze znanih osnovnih limit
Se nekoliko dopolnimo.

Izrek (Osnovne limite). Ob danih pogojih so naslednja zaporedja konvergentna in za njihove limite
velja:

(i) lingO ¢ = ¢ za poljubno konstanto c € R.
n—

1
(ii) im — =02zawvsea > 0.
n—o na

(iii) lirrgoa” = 0 za vsa realna Stevila |a| < 1.
n—
Gv) lim 3/n=1.
n—>
) nhngo t/a=1zavsea > 0.
nd
(vi) lim — =0zavseacRing > 1.
n—aoe qn
qf’l
(vii) lim — =0zavseqeR.
n—w pnl
n!
(viii) lim — =0.
n—oo ph

Dokaz.
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(i) To sledi neposredno iz definicije limite. Ce je £ > 0, potem je |a, — c¢| = |c — c| =0 < & za vse
nz=l.

(ii) Naj bo ¢ > 0. Potem je tudi £/ > 0 in po arhimedski lastnosti realnih 3tevil obstaja tako
naravno $tevilo ng, da je nge'/® > 1. Zato za n > ny velja ne'/ > 1, kar lahko prepisemo v
|-L — 0] < &. Zato je

(iii) Najprej dokazemo, da je lim,,_,,a” =0za 0 < a < 1. Zaporedje ap = a" je padajoce (saj je
a"t!' = a-a" < a™) in navzdol omejeno z 0, torej je konvergentno. Ce je L njegova limita, velja

L—hman—hmanﬂ—hmaa =a-lima” =alL
n—aoo n—ao

po pravilu za produkt limit. Sledi L(1 — a) = 0, torej L = 0.

Cepaje —1 < a < 0, potem velja —|a|"| < a” < |a|™. Ker je lim,_, |a|" = 0, po principu
sendvica sledi lim,, ,,,a” =0.

(iv) Po binomskem izreku za n > 2 dobimo oceno
n=((’&/ﬁ—1)+1)"
=1+ (T)(W—l)-ﬁ- <n>(W—1)2+...

2
nn—1
=1+ %( W — 1)2.
Od tod po preureditvi sledi 0 < 4/n — 1 < 4/2/n oziroma 1 < 4/n < 4/2/n + 1. Ker robni
zaporedji konvergirata proti 1, po principu sendvica sledi

lim 4/n=1.

n—oo

(v) Zaa > 1veljal < 4/a < %/n in po principu sendvica sledi lim,_,, 4/a =1. Za0 < a < 1
pa piSemo b = 1/a. Potem je b > 1 in po Ze dokazanem je lim,, b = 1. Po pravilu za
kvocient sledi Se !

lim 4%/a = lim =1.
n—>00 n—co & hmn—mo /b

Ostale dokaze izpustimo. O

Opomba. Zadnje tri limite pomenijo, da funkcija n® za velike n narasca pocasneje kot funkcija q",
ta pocasneje kot n!, ta pa pocasneje kot n". Tovrstni razmisleki so zelo pomembni v racunalnistvu
pri ocenjevanju hitrosti algoritmov. Ce neki algoritem porabi n® operacij (polinomska zahtevnost),
je to za velike n bistveno hitreje kot 2" operacij (eksponentna zahtevnost), to pa je Se vedno bistveno
hitreje kot n! operacij (faktorialna zahtevnost).



B. Kuzman - dodatki k zapiskom iz OMA

Zgled uporabe limit: Eulerjevo Stevilo

Jacob Bernoulli je v 18. stoletju pri Studiju obrestnega racuna opazil, da je zaporedje s ¢leni

1 n
(+3)

n
nara$cajoce, a kljub temu navzgor omejeno, torej konvergentno. Leonhard Euler je nato dokazal,
da je limita tega zaporedja enaka neskon¢ni vsoti (oz. vrsti) ZZO:() %, ki je pribliZzno enaka 2.7182.
To vsoto je oznacil s Crko e.

Stevilo e je ena najpomembne;jsih matemati¢nih konstant, saj predstavlja osnovo naravne ra-

sti, naravnih logaritmov, nastopa v normalni porazdelitvi in v $tevilnih enacbah v fiziki in statistiki.

Naslednji izreki povzemajo osnovne ugotovitve Eulerja in Bernoullija o Stevilu e, a v nekoliko dru-
gacnem vrstnem redu.

Izrek. Zaporedjes clenia, =1+ % + % +...+ % Jje konvergentno.

Dokaz. Zaporedje je narascajoce, saj je

apy1 —ap =

in navzgor omejeno, saj iz neenakosti

sledi neenakost

1 1—(1/2)"
2 1-1/2

po formuli za vsoto geometrijskega zaporedja. Vsako navzgor omejeno narascajoce zaporedje pa je
konvergentno. O

Ker torej vemo, da limita obstaja, lahko postavimo definicijo.

Definicija. Eulerjevo Stevilo e je limita zaporedja
_ 1 1
e = lim (1+ — 4.+ —> =2.7181....
n— 1! n!

Kot smo omenili na zacetku, je Eulerjevo Stevilo tudi limita nekoliko druga¢nega zaporedja.

1 n
Izrek. Velja lim (1 + —) =e.
n—o n
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Dokaz. Oznacimo b, = (1+ 1/n)". Po binomskem izreku dobimo oceno

1\" 1 nn-1 1 nnh-1)(n-2) 1 nin—1)(n—-2)---1 1
1+— =1+n-—+¥-—+ ( I )-—+...+ ( I )1 1
n n 2! n2 3! ns n! nn
_2+1 n n—1 1l n n—1 n—-2 +1 n 1
2l n n 3l n n n " nl'n n
1 1 1 1 n—1
=2+—-(1-")+—-(1—-=2)-(1-= —.(1-= 1—
b (=)o (1= (1= D)t = (1= ) e (1= )
9 1 1
< +2!+§+ +—'

<e,

torej je zaporedje omejeno. Podobno lahko z binomskim izrekom zapiSemo b, . in iz primerjave
Clenov v vsoti za b, in b, ., razberemo, da je b, ,; > b,, torej je zaporedje narascajoCe. Zato je
konvergentno in njegova limita je manjsa ali enaka e.

Dokazimo, da za vsak m velja a,, <lim,_,, by, kjerje a, =1+...+ 75 Ce]e n > m, lahko kot
prej z binomskim izrekom zapiSemo

(1+%) =2+%-(1—%)Jr%-(1—1)-(1—%)+...+i-(1—%)---(1—n_l)

1 1 1 1 2 1 1 m—1
=24+ —=-(1—— 1--)>1—-——)+...+—-(1——)---(1-—
2! ( n) 3' 3 n) ( n) m! ( n) ( n )

saj smo zadnji izraz dobili tako, da smo v prejinjem izpustili ¢lene od (m + 1) dalje. Ce na obeh
straneh posljemo n proti neskon¢no, sledi

lim b, = li 1 1y =2 1,1 L _
ngrc}o n_n1—r>rolo +; +2+3'+...+ﬁ—am.
Zato velja
> li > li =
e Jim by > lim an =
in posledi¢no lim,,_,, b,, = e. O

1 —n
Posledica. Velja tudi lim <1 — —> =e.
n—00 n

Dokaz. Kerjelim, ,»a, =lim, ,,a,, velja

1\ " 1 —(n+1) n+1 n+1
lim <1——> = lim <1— > = lim ( )
n—oo n n—00 n+1 n—ao n

1
(1+ )—e-lze.

Dokazimo $e, da Stevila e ne moremo predstaviti z ulomkom. Tudi to je prvi dokazal Euler, nas
dokaz pa je nekoliko drugacen in sledi ideji Josepha Fourierja.

I
T:
=
VN
[a—
_l’_
S|+~
N———
S
=
‘5

O

Izrek. Stevilo e je iracionalno.

Dokaz. Recimo, dalahko zapiSemo e = p/q, kjer sta p, g tuji naravni Stevili in je g > 2. Potem velja
1 1
q!e=q(2+3'+ +. )
!@+l+l+m _) q( ! _h)
31 4l q! (g +1)! (q+2)!

q

q' q! L4 1
2q! — A
(q+ TR q) (q+1 6/+2)(q+1)+ )
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Stevilo gle je celo, saj je enako L2 = (g — 1)!p, kar je produkt celih Stevil. Prav tako je celo $tevilo v
q-e] J] q q p J

prvem oklepaju
ql q! q!
(26]!+§+I+...+a .

Zato mora biti celo tudi Stevilo v drugem oklepaju, ki je strogo vecje od 0 in manjSe od

1 1 1 1 1
+ +...) < + +..<-4+-4...=1.
<w+4J (g+2)(qg+1) ) g+1 (q+1)? 2 4

Ta izraz je torej celo §tevilo, ki je strogo vecje od 0 in manjse od 1, protislovje. O

Zgled uporabe limit: Babilonska metoda za racunanje korena

Arheoloske najdbe kaZejo, da so mezopotamska ljudstva (Babilonci, Sumerci) med 1800 in 1600 PNS
verjetno poznala postopke za reSevanje preprostih kvadratnih enacb.

Slika 1: Glinena tablica $t. 7289 iz zbirke Yale Babylonian Collection (foto B. Caselmann) s klinopi-
som, ki prikazuje izraéun priblizka v/2 ~ 1 + % + % + % v SestdesetiSkih ulomkih.

Domnevajo, da so Babilonci pribliZzke za kvadratni koren iz danega Stevila poiskali s postopkom,
ki ga je prvi eksplicitno opisal gr$ki matematik Heron okoli leta 60 NS, v danasnjem jeziku pa ga
opiSemo z rekurzivnimi zaporedji na naslednji nacin.

Izrek (Babilonska / Heronova metoda). Naj bo N = 1 dano Stevilo. Zaporedje, podano z zacetnim
clenom a, = N in rekurzivno zvezo
1 N N
appi==\|a,+—
n+1 2 n a,

je konvergentno z limitoa = +/N.

Dokaz. Najprej z indukcijo preverimo, da je zaporedje {a,} navzdol omejeno s /N. Trditev velja
zan=1,sajje N >+/N za N > 1. Ce za neki n velja a,, > v/N, potem za n + 1 dobimo

1 N a?+N —-2a,VN (a,—+/N)?
aMJ—VNZE(%ﬂ"_>_VN: - VN _ (@ Vﬁ)za

a, 2a, 2a,
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torej je a,,1 > +/N. Zaporedje je tudi padajoce, saj velja

0.

2a, ~ 2a,

N\ a2 —N_N-N
= > =
an

an_an-l-l:an_é (an+_
Zaporedje {a, } je torej konvergentno z limito a > +/N. Zacetek in konec enakosti
i i i 1 NY) 1 N
a_ngroloan_ng%oanJrl_ng%oZ an+an 2 a+a ’

lahko preuredimo v kvadratno enacbo a? = N in sklepamo, da je a = +/N. O

Zgled. Za ilustracijo dolocimo /2 po opisanem postopku.

a; =2;

1
az = 5 (2+2/2) = 3/2=1,500;

L 3+ 2 17/12 =1,4166
A2 = — — _ = =1, ;
ST 2\2 " 32

1/17 2 _
ay=~ | — +-—— | =577/408 = 1,4142159.
2\12 ' 17/12

Ze pri cetrtem ¢lenu zaporedja smo dobili pribliZek, ki se na 5 decimalnih mest ujema s to¢no vre-

dnostjo
V2 =1,41421568...

Opomba. Nitezko dokazati, da se Stevilo tocnih mest za decimalno vejico pri vsakem koraku metode
najmanj podvoji. Ce je namrec|a, —/N|< € ina, > 1, potem je

1 N a, —v/N|?
o =V} (0 ) | VP e
n

2lay,|

Torej, ce se a,, od dejanske vrednosti /N razlikuje za manj kot ¢ = ﬁ, potem se a, 1 razlikuje za

manj kot £ = 10% (recemo, da je konvergenca kvadraticna).

Oceno natancnosti in hitrost postopka pa je mogoce na razlicne nacine Se izboljsati. Ze v prvem
koraku lahko recimo namesto a, = N izberemo boljsi priblizek, ce vstavimo katerokoli stevilo, ki ima
polovico mest Stevila N (za N = 3000 recimo a; = 50 namesto a; = 3000). Vec o tem si lahko preberete

na Wikipediji (Methods of computing Square roots, Heron method).

Na podoben nacin bi lahko opisali tudi postopek za racunanje kubi¢nega korena. Poskusite
sami dokazati naslednji izrek.

Izrek. Najbo N = 1 dano Stevilo. Zaporedje, podano z zacetnim clenom a, = N in rekurzivno zvezo
1 n N
apii==\|a,+—
n+1 2 n arzl
je konvergentno z limitoa = 3/N.

Obaizreka pa sta vresnici samo posebna primera tako imenovane Newtonove metode za iskanje
priblizkov nicel funkcije f(x). O tem vec kdaj drugic.
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Zgled uporabe limit: Arhimedov priblizek za Stevilo 7t

Sloviti Arhimed iz Sirakuze (okoli 287-212 PNS) je bil grski matematik, fizik, astronom, inZenir in
izumitelj. Velja za enega najpomembnejsih znanstvenikov vseh ¢asov. Med §tevilnimi njegovimi
dosezki v matematiki je tudi metoda, s katero je dolocil priblizno vrednost krozne konstante 7, ki jo
definiramo kot razmerje med obsegom in premerom kroga. Ugotovil je, da je

1
3—->m>3—,
7

kar v decimalnem zapisu pomeni priblizno 3,1429 > 7 > 3,1410.

Arhimed je spodnjo mejo dobil tako, da je krogu z radijem 1 v¢rtal pravilni 6-kotnik s stranico
s1 = L in sklepal, da je njegov obseg manjsi od obsega kroga, torej 6s; < 27 r, zato je w > 3. Nato je
na vsakem koraku podvojil $tevilo stranic, izracunal njihovo dolZino z geometrijskimi argumenti in
izboljsal prejs$nji priblizek. Po $tirih korakih je ocenil dolzino stranice vrétanega 24 - 6 = 96-kotnika
in od tod dobil ustrezno spodnjo mejo za . Na podoben nacin je iz obsegov ocrtanih likov dobil
tudi zgornjo mejo.

V sodobnem jeziku bi rekli, da je Arhimed z uporabo Pitagorovega izreka izrazil dolZino stranice
krogu vertanega 3 - 2" 1 -kotnika s stranicami 3 - 2" -kotnika in dobil rekurzivno zvezo

Spi1=A/2—24/1—s2/4

pri zaCetnem pogoju s; = 1. Obseg pravilnega 3 - 2"-kotnika je seveda enak o0,, = 3-2"s,. Bralec
oziroma bralka lahko sama preverita, da je zaporedje o0,, res nara§cajocCe in omejeno. Vrednost o,, /2
torej nara$ca in konvergira proti iskanemu Stevilu
= lim —.
n—w 2

Ce ra¢unamo vrednosti za s, in o,, s pomocjo kalkulatorja v decimalnem zapisu, dobimo denimo

S, =A/2—24/1—1/4=0,5176

in 0,/2 = 65, = 3,1058. Po nekaj korakih lahko zapisemo rezultate v ustrezno tabelo.

Sn On/2
1,0000 | 3,0000
0,5176 | 3,1058
0,2611 | 3,1326
0,1308 | 3,1394
0,0654 | 3,1410

Q= W N =3

oo | 0,0000 T

S sodobnimi ra¢unalniskimi orodji pribliZek brez tezav $e izboljSamo, a milijonov decimalk $tevila
7 na ta nacin ne bomo uspeli izraCunati - potrebne so drugacne, ucinkovitejSe metode. Pri vredno-
tenju Arhimedovega dela pa se je treba zavedati, da Arhimed ni poznal decimalnega zapisa realnih
Stevil in je vse ocene izrazal s pomocjo razmerij med celimi Stevili. Pri tem pa je neverjetno spretno
uporabljal tudi nenavadne ocene za korene, ki jih je poznal, denimo 265,/153 < 1/3 < 1351/780. To
naredi njegove dosezke Se bolj osupljive.



