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1. Fibonaccijevo zaporedje F,, je definirano z zacetnima ¢lenoma F; = F» = 1 in z rekurzivno
formulo F,, = F,,_1 + F,,_2 za n > 3. Dokazite, da enakost

FP 4 F? 4. 4 F2=F,Foy1.

velja za vsa naravna Stevila n € N. (6t)
2024
2. Dolocite vsa kompleksna $tevila z lastnostjo 23 = (% - ﬁ) . (6t)
. 1
3. (a) Dolocite vsoto vrste nZ::l an— 31 1) (5t)
nd+1
(b) Ugotovite, ali je vrsta Z T konvergentna. (5t)
n=1
: . e 41
4. Dana je funkcija f(z) = Tl

(a) Dolocite definicijsko obmocje za f(z).
(b) Dokazite, da je f(x) liha in injektivna.
(c) Dolocite limite xgriaoo f(z), mlg)go f(z), mli,%lf f(z) in xll)r(r)l+ f(z).
(d) Izpeljite izraz za inverzno funkcijo f~!(z).
5. Dokoncajte zaceto definicijo. Nato navedite konkreten primer objekta iz definicije.

(a) Realna funkcija f: D — R je definirana v okolici tocke a € D C R, razen morda v a.

Stevilo A = lim f(z), ce... (2t)
Tr—a

(b) Za mnozico A C R velja a = sup A, ce... (2t)
oo

(c) Vrsta Z an je pogojno konvergentna, Ce... (2t)
n=1

(d) Zaporedje ima limito A = lim a,, Ce... (2t)

n— oo

6. Zveznost.
(a) Zapisite in dokazite izrek o obstoju nicle funkcije f: [a,b] — R, ki je zvezna na zaprtem
intervalu. (6t)

(b) Nastejte Se 3 lastnosti funkcije, ki je zvezna na zaprtem intervalu, in jih pojasnite na primeru
funkcije sin(z). (4t)



Resitev

1. Za n = 1 dobimo F? = F| I, torej 1 = 1. Recimo, da enakost velja za neki n € N. Potem za
n + 1 sledi

F24 . +F24+F2 "L FFpyy + F2,
= (F + Fn+1)Fn+1

— n+1Fn+2

2. Desna stran enaka 1 (bodisi pretvorimo v polarni zapis in uporabimo de Moivrejevo formulo,
bodisi z zaporednim kvadriranjem). Potem re$imo enacbo z3 = 1, ki ima tri resitve. V polarnem

zapisu dobimo z; = cos “%* 27Tk + ¢sin 2?“ za z = 0,1, 2, kar zlahka pretvorimo v kartezi¢ni zapis
0 1, 2172 =3 :tli.

2

1/4

1 1/4
in—3)(4n+1) — 4n—3 ™

3. (a) Z metodo parcialnih ulomkov zapisemo 0 Za delno vsoto dobimo

k

S=3 1 bt v vy Lo 1
T @n=3)(n+1)  4\1 55 7 4k+1) 4 4(dk+1)
kar konvergira proti 1/4, ko gre k — oc.
(b) Izracunamo lim, o “25+ = ... = 1/3, torej vrsta konvergira.
4. (a) Dy =R —{0}.
(b) Hitro vidimo, da je f(—z) = ... = —f(z), torej je funkcija liha. Iz f(z) = f(2) po

preurejanju in krajSanju sledi x = 2/, torej je funkcija injektivna.

(c) Vemo, da je €* > 0 za vse x € R. Sledi:
0+1
lim f(z) = o1

T —00 0—-1

1+1/e* 1
lim f(z) = lim +ljet 140

= —1 (saj gre e2® proti 0),

=1 (saj gre e?* proti co),

Z—00 z—00 1 — 1/62’3 S 1-0

lim f(z) (saj gre €2® proti 1 iz leve, zato je imenovalec negativen), in
z—0~

hm+ f(x) (saj gre e** proti 1 iz desne, zato je imenovalec pozitiven).
z—0

(d) f7H (=) = 3 In 5.

Opomba: Funkcija f(x) iz naloge se imenuje hiperboli¢ni kotangens, f(z) = cothz.
5. Glej zapiske predavanj ali standardno literaturo.

6. (a) Iz predavanj poznamo naslednje lastnosti. Ce je f(x): [a,b] — R zvezna, potem:
i. je (navzgor in navzdol) omejena na [a, b].
ii. zavzame minimum in maksimum na [a, b], torej, 3Tmin € [a,b], da je f(Tmin) = m <
f(z) za vse x € [a,b], in Ixmaes € [a,b], da je f(Tmaz) = M > f(z) za vse x € [a,b].
iii. zavzame vse vrednosti med minimumom in maksimumom, torej, za vse y € [m, M]
obstaja x € [a,b], da je f(z) =

iv. ¢e je f v krajiscih intervala razhcno predznacena, v notranjosti zavzame tudl niclo
(bisekcija). Torej, iz f(z)f(b) < 0 sledi, da obstaja = € (a,b), da je f(z) =
v. f je tudi enakomerno zvezna. To pomeni, da za vsak ¢ > 0 obstaja § > 0, da za vse
x,y € |a,b] iz pogoja |z —y| < ¢ sledi |f(z) — f(y)| < e.
(b) Funkcija sin(x) je zvezna na zaprtem intervalu [—7/2, 7/2]. Tam je tudi omejena in zavzame
minimum m = —1 v tocki Ty = —m/2, maksimum M = 1 v tocki Zymes = 7/2 ter vse
vrednosti vmes, tudi nic¢lo v tocki zg = 0.



