Osnove matematicne analize
2. kolokvij
17. januar 2024

1. Obravnavajte (pogojno in absolutno) konvergenco danih vrst.
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2. Dolocite definicijsko obmocje funkcije f, ki je podana s predpisom

14+2Inzx
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Ali je funkcija f injektivna? Ce je, poiséite Se njeno inverzno funkcijo. (6t)

3. Dolocite realna parametra a in b tako, da bo funkcija f zvezna povsod, kjer je definirana:
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4. Bisekcija.

(a) Natancéno zapisite izrek o obstoju nicle zvezne funkcije in ga dokazite. (5t)

(b) Z bisekcijo dolocite priblizek za /3, ki od to¢ne vrednosti odstopa za manj kot %. (3t)
5. Dokoncajte zaceto definicijo. Nato navedite konkreten primer objekta iz definicije.

(a) Naj bo (an)nen realno zaporedje in A € R realno stevilo.
A= lim ay, Ce... (2t)

n—oo
(b) Realna funkcija f: D — R je definirana v okolici tocke a € R, razen morda v a.
oo = lim f(x), ¢e... (2t)
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(c) Realna funkcija f: D — R je definirana v okolici tocke a € R.
Funkcija f je zvezna v a, ce... (2t)

6. Geometrijska vrsta.

(a) Zapisite izrek o konvergenci in vsoti geometrijske vrste in ga dokazite. (4t)

(b) Navedite primer geometrijske vrste z vsoto 2024. (2t)



Resitev

1. (a) Konvergira (kvocientni kriterij), tudi absolutno.
(b) Divergira (korenski kriterij).
(¢) Pogojno konvergira (Leibnizov kriterij), absolutno ne (primerjava s harmoni¢no vrsto).

2. Dy = (0,00) — {3}, Funkcija je injektivna (preverimo, da iz f(x) = f(2') sledi x = o).
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Predpis za inverz je f~1(z) = =3

3. Da bo f zvezna v 0, mora veljati lim, ,o- f(z) = f(0). Od tod sledi 20/9 = a — 3 oziroma
a =47/9. Da bo f zvezna v 1, mora veljati f(1) = lim,_,1+ f(z). Od tod sledi a = b- 5 oziroma
b= g—fr. Ker je f kot kompozitum zveznih funkcij zvezna tudi povsod v notranjosti intervalov

(—=7/3,0), (0,1) in (1, 00), je za taksna a,b zvezna povsod, kjer je definirana.

4. (a) Izrek: Ce je realna funkcija f: [a,b] — R zvezna in velja f(a)f(b) < 0, potem obstaja
¢ € (a,b), da je f(c) = 0. Dokaz: glej zapiske predavanj.

(b) Z bisekcijo iséemo pozitivno niclo funkcije f(z) = 2% — 3:

Velja f(1) < 0in f(2) > 0, zato vsaj ena nicla lezi na intervalu (1, 2).
Ker je f(1.5) < 0, ni¢la lezi na intervalu (1.5,2).
Ker je f(1.75) > 0, nicla lezi na intervalu (1.5,1.75).

Ker je f(1.675) < 0, ni¢la lezi na intervalu (1.675,1.75). Ta interval je krajsi od 1/10,
torej lahko za iskani priblizek vzamemo katerokoli njegovo tocko.

5. (a) Naj bo (ap)nen realno zaporedje in A € R realno stevilo.
A= lim ay, ¢e za vsak € > 0 obstaja ng € N, tako da za vsak n > ng velja |a, — A| < e.
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Konkreten primer: 0 = lim —.
n—oo n

(b) Realna funkcija f: D — R je definirana v okolici tocke a € R, razen morda v a.
oo = lim f(z), ¢e za vsak M € R obstaja tak § > 0, da za vsak = € R iz pogoja 0 <
T—a

|z —a| <0 sledi f(z) > M.

Konkreten primer: oo = lim —.
z—0 T

(c¢) Realna funkcija f: D — R je definirana v okolici tocke a € R.
Funkcija f je zvezna v a, ¢e za vsak € > 0 obstaja tak 6 > 0, da za vsak z € R iz pogoja
|z —a| < dsledi |f(z) — f(a)] < e.
Konkreten primer: funkcija f(x) =  je zvezna v tocki a = 0.

6. (a) Izrek: Geometrijska vrsta ag + apq + aoq® + . . =32 0 20 kjer je ag # 0, je konvergentna
natanko tedaj, ko je |¢| < 1. Tedaj je njena Vsota enaka S = 1%0(1. Dokaz: glej zapiske

predavanj.
b) Velja na primer 1+ 1 +1 4+ ... =2 zato je 1012 + 1012 + 1012 4 — 2024. Mozne so
2T 1 4
tudi druge resitve. Ce nastavimo 2024 = -2%, lahko Za poljubno 1zbran ag dolo¢imo ¢ in

i
obratno. Za ag = 1 dobimo ¢ = %‘



