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Definicija pogojne verjetnosti



Zgled (Dve kocki)
VrZemo dve obicajni igralni kRocki. Kaksna je verjetnost, da je vsaj na
eni padlo sodo stevilo pik, ce vemo, da je vsota padlih pik enaka 6?



Zgled (Dve kocki)
VrZemo dve obicajni igralni kRocki. Kaksna je verjetnost, da je vsaj na
eni padlo sodo stevilo pik, ce vemo, da je vsota padlih pik enaka 6?

Vseh izidov pri metu dveh kock je 36:
(1,1), (1,2), (1,3), (1,4), (15, (1,6)
(2,1), (2,2, (2,3), (2,4), (2,5, (2,6)
(3,1), (3,2), (33), (3,4), (35), (3,6)
(4,1), (42), (4,3), (4,4), (4,5), (4,6)
(51), (52), (53), (54), (55), (5,6)
(6,1), (6,2), (6,3), (6,4), (6,5, (6,6)

- 27 izidov ima sodo Stevilo pik vsaj na eni kocki. P(A) = 27/36.

- 5izidov ima vsoto 6: P(B) = 5/36.

- za 2 izida velja oboje: P(AN B) = 2/36.

Smiselno se zdi reci, da je iskana verjetnost 2/5, saj podatek o vsoti
Stevilo moznih izidov skrci iz 36 na 5 izidov, od katerih sta ugodna 2.



Definicija

Naj bo (S, P) verjetnostni prostor in naj bosta A,B C S neka dogodRa,
tako da je P(B) > 0. Pogojno verjetnost dogodka A pri pogoju B
definiramo kot razmerje

P(A|B) =




Definicija

Naj bo (S, P) verjetnostni prostor in naj bosta A,B C S neka dogodRa,
tako da je P(B) > 0.

definiramo kot razmerje

P(AIB) = P(ﬁ(g)B)
S S
P(AIB)
A B A B

Predstavljamo si lahko, da P(A) meri delez A v celotnem prostoru
izidov S, P(A|B) pa delez A znotraj manjse mnozice B.



Zgled (Met kocke)

Naj bo A = {6} dogodek, da je padla Sestica, in B={2,4,6}

dogodek, da je padlo sodo Stevilo. Potem je

P(A|B) =

P(BA) =

P(AnB) 1/6 1
_%_

P(B)

P(AN B)
P(A)

_ 16 _
= 5=

3
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Zgled (Vec pik zmaga)
Ana in Bine vrZeta vsak svojo kocko. Zmaga tisti, ki je vrgel vec pik,

Ce je rezultat izenacen, pa met ponovita. Denimo, da je Ana v zadnji
igri zmagala. Kaksna je verjetnost, da je vrgla 5 pik?



Zgled (Vec pik zmaga)

Ana in Bine vrZeta vsak svojo kocko. Zmaga tisti, ki je vrgel vec pik,
Ce je rezultat izenacen, pa met ponovita. Denimo, da je Ana v zadnji
igri zmagala. Kaksna je verjetnost, da je vrgla 5 pik?

Ce izide zapisemo kot pare (a, b), je moznih izidov 36 — 6 = 30, saj
lahko izpustimo pare za = b.

Za Anino zmago je ugodnih 15 izidov:
A=1{(2,1),(3,2),(3,1),...,(6,5),(6,4),(6,3),(6,2),(6,1)}.
Izidov, pri katerih je Ana vrgla 5 pik, pa je 5:
B =1{(5,6),(5,4),(5,3),(5,2),(5,1)}.

Ker je |AN B| = 4, sledi P(B|A) = 4/15.



Zgled (Dve dami)

Vi in vas soigralec iz kompleta 54 Rart izbereta vsak 2 karti. Denimo,

da ima vas partner dve dami. Kaksna je potem verjetnost, da imate
vi srcevo damo?



Zgled (Dve dami)

Vi in vas soigralec iz kompleta 54 Rart izbereta vsak 2 karti. Denimo,
da ima vas partner dve dami. Kaksna je potem verjetnost, da imate
vi srcevo damo?

Oznacimo A = imate srcevo damo, in B = soigralec ima dve dami.
ISCemo P(A|B) = P(A N B)/P(B), zato izracunamo

() (%)

00
BIGRANE

PE) = 5O

Sledi:




Osnovne lastnosti pogojne
verjetnosti



Izrek (Pogojna verjetnost je verjetnost)

Naj bo (S, P) verjetnostni prostor in naj bo B C S dogodek z
nenicelno verjetnostjo. Potem je preslikava Q: P(S) — R, ki jo
definiramo s predpisom Q(A) = P(A|B), verjetnost na S.



Izrek (Pogojna verjetnost je verjetnost)

Naj bo (S, P) verjetnostni prostor in naj bo B C S dogodek z
nenicelno verjetnostjo. Potem je preslikava Q: P(S) — R, ki jo
definiramo s predpisom Q(A) = P(A|B), verjetnost na S.

Dokaz.

Nenegativnost in normiranost preslikave Q sta ocitni. Za dokaz
Stevne aditivnosti Q naj bodo Aq,A,,... € S paroma loceni dogodki.
Potem je

< P(UZA)NBE)  PUZAINBE) | X PAINE)
W =""5 =g -

R A SR !

=1 =1

saj so tudi dogodki Ay N B,A, N B, ... paroma loceni in lahko pri
tretjem enacaju uporabimo Stevno aditivnost P.



Trditev (Osnovne lastnosti pogojne verjetnosti)

Za pogojno verjetnost P( - |B) in vse dogodke A C S velja:

(@) P(ANB) = P(A|B)P(B) (produktno pravilo).

(b) P(AC[E) = 1 - P(A]B)

(c) CejeAC B, potem je P(A|B) =
P(B|B) = 1.

(d) CejeAnB =4, je P(A|B) = 0.

P(B; in P(BJA) = 1. Posebej,



Zgled (Hokejski turnir)

Hokejsko mostvo se je uvrstilo v polfinale, kjer ima 60% moznosti za
zmago. Ce zmagajo, bodo dobili v finalu mocnega nasprotnika, proti
katerem imajo le 40% moZnosti. Kaksna je verjetnost, da osvojijo
turnir?



Zgled (Hokejski turnir)

Hokejsko mostvo se je uvrstilo v polfinale, kjer ima 60% moznosti za
zmago. Ce zmagajo, bodo dobili v finalu mocnega nasprotnika, proti
katerem imajo le 40% moZnosti. Kaksna je verjetnost, da osvojijo
turnir?

Naj bosta A in B dogodka, da nasi hokejisti zmagajo v polfinalu
oziroma v finalu. Potem je AN B dogodek, da so osvojili turnir, zato
po produktnem pravilu velja

P(ANB) = P(A) - P(BJA) = 0.6 - 0.4 = 0.24.



Trditev (Produktno pravilo za ve¢ dogodkov)
Naj bodo Ay, A;, ..., A, C S taki dogodRki, da je P(AyN...NA,_1) > 0.
Potem velja

P(A1 N ... NAL) = P(Ar) - P(AalAr) - ... - P(AnlA1 N Ay N .0 Ans).



Trditev (Produktno pravilo za ve¢ dogodkov)
Naj bodo Ay, A;, ..., A, C S taki dogodRki, da je P(AyN...NA,_1) > 0.
Potem velja

P(A1 N ... NAL) = P(Ar) - P(AalAr) - ... - P(AnlA1 N Ay N .0 Ans).

Dokaz.
Desno stran v zgornji enakosti zapisemo kot

P(AY) - P(A,NA1) P(AsN(A2NA))  PAN(Ar—1N...NANA))

P(A1) P(A; NAY) P(Ap_1N...NANAY)
in po krajSanju ostane le clen desno zgoraj.

Uporabili smo, da so imenovalci nenicelni, kar sledi iz pogoja
P(A7n...NA,_7) > 0 in monotonosti verjetnostne funkcije P. O



Zgled (Bonboni)

V vrecRi je b belih in c ¢rnih bonbonov. Vsak dan pojemo nakljucno
izbran bonbon. Kaksna je verjetnost, da prva dva dni pojemo bel,
druga dva dni pa ¢rn bonbon?

1



Zgled (Bonboni)

V vrecRi je b belih in c ¢rnih bonbonov. Vsak dan pojemo nakljucno
izbran bonbon. Kaksna je verjetnost, da prva dva dni pojemo bel,
druga dva dni pa ¢rn bonbon?

Naj A; pomeni, da i-ti dan pojemo bel bonbon. Zanima nas
P(A1 N Ay N A3 NAL) = P(A1)P(A2|A1)P(As|AT N AY)P(AL|AT N Ay N A3)

b _ b—-1 _ c _ c—1
" b+c b+c—1 b+c—2 b+c-3
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Neodvisnost dogodkov



Zgled
Vrzemo dva kovanca. Na prvem pade grb. Izkusnje kazejo, da to ne
vpliva na drugi kovanec. Kako to povedati z enacbo?



Zgled
Vrzemo dva kovanca. Na prvem pade grb. Izkusnje kazejo, da to ne
vpliva na drugi kovanec. Kako to povedati z enacbo?

Ideja: pogojna verjetnost naj bo enaka "zacetni” verjetnosti,
P(A|B) = P(A).

Toda, ce je P(B) = 0, potem P(A|B) ni definirana...



Definicija
Dogodka A, B C S sta neodvisna, ce velja

P(AN B) = P(A)P(B).

Opomba
Razmisli, da v primeru, ko je P(A),P(B) > 0, velja:

- Ain B neodvisna <= P(A|B) = P(A) in P(B|A) = P(B).

- Ain Blocena = A in B odvisna.



Zgled (Met kocke)

Vrzemo obicajno kocko in oznacimo dogodke:
A = pade sodo piR,

B = padeta najvec 2 piki,

C = pade 1 pika.

Brez racunanja presodi, ali sta A in B neodvisna?
Kaj pa B in C oziroma A in C? Domneve preveri z racunom.

14



Zgled (Met kocke)

Vrzemo obicajno kocko in oznacimo dogodke:

A = pade sodo piR,

B = padeta najvec 2 piki,

C = pade 1 pika.

Brez racunanja presodi, ali sta A in B neodvisna?

Kaj pa B in C oziroma A in C? Domneve preveri z racunom.

Neodvisna sta A in B, druga dva para pa ne.

14



Zgled (Spol otrok)

V druZini so trije otroci, oba spola sta enako verjetna. Naj bo A =
med otroci je najvec 1 deklica, in B = med otroci sta zastopana oba
spola. Ali sta dogodka A in B neodvisna? Kaj pa, e so otroci Stirje?



Zgled (Spol otrok)

V druZini so trije otroci, oba spola sta enako verjetna. Naj bo A =
med otroci je najvec 1 deklica, in B = med otroci sta zastopana oba
spola. Ali sta dogodka A in B neodvisna? Kaj pa, e so otroci Stirje?

Pri 3 otrocih sta dogodka neodvisna, pri 4 otrocih odvisnal!



Trditev
Ce sta A in B neodvisna, sta neodvisna tudi A in B, in posledicno tudi
A€ in B

Dokaz.
Naredi sam. O

16



Pri treh ali vec dogodkih A, A, ..

.,A, lo¢imo dva tipa neodvisnosti:

paroma neodvisni <= P(A;NA;) = P(A;)P(A;) za vse | # J.

povsem neodvisni <= P(NigA;) = [1]

e P(A) zavse I C {1,...,n}.



Pri treh ali ve¢ dogodkih Aq, Ay, ..., A, loCimo dva tipa neodvisnosti:
paroma neodvisni <= P(A;NA;) = P(A;)P(A;) za vse | # J.

povsem neodvisni <= P(Nig/A;) = [I;c, P(Ai) zavse I C {1,...,n}.
Zgled (5 kovancev)

Vrzemo 5 kovanceyv, A; je dogodek, da na i-tem pade grb. Potem so
dogodki As, ..., As povsem neodvisni (in zato tudi paroma neodvisni).



Zgled (Paroma neodvisno ni povsem neodvisno)

Vrzemo dva razlicno velika kovanca in oznacimo dogodke:

A = na vecjem kovancu pade cifra,

B = na manjsem kovancu pade grb,

C = pade natanko 1 cifra.

Potem ne velja enakost P(AN BN C) = P(A)P(B)P(C), Ceprav so
posamezni pari neodvisni.



Zaporedje neodvisnih poskusov




Zaporedje neodvisnih poskusov je zaporedje ponovitev istega
poskusa, pri katerem so izidi razlicnih ponovitev med seboj
neodvisni.

Bernoullijev poskus je poskus z dvema moznima izidoma, A in A€,
Verjetnost ugodnega izida obicajno oznacimo s p = P(A) in
neugodnega s g =1—p = P(A°).

Bernoullijevo zaporedje je zaporedje neodvisnih ponovitev
Bernoullijevega poskusa.

Zgled
Kovanec z verjetnostjo grba p vrzemo n-krat. Potem so izidi pri
posameznih metih neodvisni.

19



Trditev
Naj bo p = P(A) verjetnost dogodka A v Bernoulijevem poskusu.
Potem velja:

(i) Verjetnost, da se je dogodek A v n ponovitvah poskusa zgodil
natanko k-krat, je enaka

<k>pkq” k. (Bernoullijev obrazec)

(ii) Verjetnost, da se je dogodek A zgodil k-ti¢ natanko v n-ti
ponovitvi, je enaka

(Z a )p’?q” ®. (Pascalov obrazec).
(iii) Posebej, verjetnost, da se je dogodek A prvic zgodil v n-ti
ponovitvi, je enaka

n—1

Pq

20



Dokaz.
Naj bo A; dogodek, da se je v i-to ponovitvi poskusa zgodil dogodek
A. Potem je

ANAN...NANA N ... NA,

dogodek, da se je v n ponovitvah poskusa najprej k-krat zgodil A,
nato pa (n — k)-krat A. Zaradi neodvisnosti je verjetnost tega
dogodka enaka produktu pfg"—*. Toda k ponovitev dogodka A bi se
lahko zgodilo tudi z drugacnim vrstnim redom dogodkov A in A. Vseh
moznih razporeditev je (2) saj izbiramo k od mozZnih n mest. Ker so
nacini med seboj nezdruzljivi, lahko njihove verjetnosti sestejemo in
rezultat do Bernoullijev obrazec.

Pascalov obrazec izpeljemo iz Bernoullijevega, saj vemo, da se je
dogodek A k-ti¢ ponovil natanko v n-ti ponovitvi poskusa, pred tem,
pa se je ponovil (kR — 1)-krat v prvih (n — 1) ponovitvah. Ker je zadnja
ponovitev neodvisna od prejsnjih, ustrezni verjetnosti zmnozimo in
dobimo Zeljeni rezultat.

Zadnji obrazec pa je seveda le poseben primer prejSnjega za

kR=1. OJ

21



Zgled
Verjetnost, da v 5 metih kovanca padeta natanko 2 grba, je enaka

(5)e20 -

kar je priblizno 31%, Ce je p = 1/2.

Verjetnost, da je drugi grb padel v petem metu, pa je enaka

*)p2(1 - py?
()

oziroma priblizno 12%, ce je p = 1/2.

22



Zgled (Kroglice v zari)
Denimo, da je v Zari b belih in c ¢rnih kroglic.
Ce iz Zare veckrat zapored izberemo nakljucno kroglico, pogledamo

njeno barvo in jo vrnemo v Zaro, lahko to situacijo obravnavamo kot
zaporedje neodvisnih Bernoullijevih poskusov.

Ce kroglic med ponovitvami ne vracamo, pa zaporedni poskusi niso
neodvisni. V tem primeru situacijo obicajno obravnavamo s pomocjo
Izreka o popolni verjetnosti.

23



Popolna verjetnost




Definicija
Popoln sistem dogodkov je Stevna druZina dogodkov Aq, A,, ..., za
katero velja:

- DogodRi imajo pozitivno verjetnost: P(A;) > 0 za vsaR i € |.
- Dogodki so paroma nezdruzljivi: AN A; =0 za vse | # J.
- Unija dogodRov je celoten prostor izidov: | JA; = S.

Z drugimi besedami: popoln sistem dogodkov je Stevno razbitje

prostora izidov na nakljuc¢ne dogodke. V praksi to pomeni, da se pri
kateremkoli izidu poskusa zgodi natanko eden od teh dogodkov.

24



Izrek (1zrek o popolni verjetnosti)
Naj bo (S, P) verjetnostni prostor in Ay, A,, ... popoln sistem
dogodkov. Potem za poljuben dogodek B C S velja

P(B) = P(BIA)P(A).

i€l

25



Izrek (1zrek o popolni verjetnosti)
Naj bo (S, P) verjetnostni prostor in Ay, A,, ... popoln sistem
dogodkov. Potem za poljuben dogodek B C S velja

= P(BIA)P(A)

i€l

Dokaz.
Kerje B=BNS = BN (UigAi) = Uie/(BNA) Stevna unija disjunktnih
dogodkov A;, sledi

P(B) = P(Uieci(BNA)) =Y P(BNA) =>_ P(BIA)P(A)
i€l i€l

iz Stevne aditivnosti verjetnosti P in definicije pogojne
verjetnosti. O]

25



Zgled (Krvne skupine)

Porazdelitev kRrvnih skupin A, B, O,AB v celotni populaciji je
naslednja:

O: 44%,A: 42%,B: 10%,AB: 4%.

Denimo, da je verjetnost, da oseba s krvno skupino O zboli za
boleznijo X, enaka 0.05, pri ostalih krvnih skupinah pa 0.15. Potem je
verjetnost, da nakljucno izbrana oseba zboli, enaka

P(X) = P(X]O)P(O) + P(X|A)P(A) + P(X|B)P(B) + P(X|AB)P(AB)
=0.05-0.44 +0.15- (0.42 + 0.10 + 0.04) = 0.11.

26



Zgled (Dvofazni poskus)

Iz zare s 5 modrimi in 3 rdecCimi kroglicami nakljucno izvleCemo
kroglico in jo damo v drugo Zaro, v kateri so 3 modre in 5 rdecih
kroglic. Nato iz druge Zare izvleCemo eno kroglico. Kaksna je
verjetnost, da je ta kroglica modra?

27



Zgled (Dvofazni poskus)

Iz zare s 5 modrimi in 3 rdecCimi kroglicami nakljucno izvleCemo
kroglico in jo damo v drugo Zaro, v kateri so 3 modre in 5 rdecih
kroglic. Nato iz druge Zare izvleCemo eno kroglico. Kaksna je
verjetnost, da je ta kroglica modra?

Dogodka A; = "prvi¢ smo izvlekli modro” in A, = A; = "prvic smo
izvlekli rdeco kroglico” sestavljata popoln sistem dogodkov. Zato je
verjetnost dogodka B = "drugic smo izvlekli modro” enaka

29

3 3
2.2 =22 = 040.
5 5= =00

P(B) = P(B|A1)P(A1) + P(BJA2)P(Az) =

O &~
| U,
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Zgled (Uganka za snubca)

Kralj je snubcu svoje hcerke postavil naslednjo nalogo: 4 bele in 4
crne kroglice razporedi v dve skrinjici, kakorkoli Zelis. Nato bo hcerka
nakljucno izbrala eno skrinjico in v njej nakljucno kroglico. Ce bo
kroglica bela, dobis hcerko za zeno. Ce bo ¢rna, pa te obglavim.

Ali lahko snubec sploh kaj vpliva na svojo usodo?

28



Zgled (Uganka za snubca)

Kralj je snubcu svoje hcerke postavil naslednjo nalogo: 4 bele in 4
crne kroglice razporedi v dve skrinjici, kakorkoli Zelis. Nato bo hcerka
nakljucno izbrala eno skrinjico in v njej nakljucno kroglico. Ce bo
kroglica bela, dobis hcerko za zeno. Ce bo ¢rna, pa te obglavim.

Ali lahko snubec sploh kaj vpliva na svojo usodo?

Presenetljiv odgovor je, da lahko. Ce da v prvo skrinjico 1 belo
kroglico, v drugo skrinjico pa vse ostale kroglice, bo verjetnost, da
princeska izvlece belo, enaka
1 3 5
P(B) = P(BIS1)P(S1) + P(BIS2)P(S2) =1+ 5 + 5 12 = =.
Od vseh moznih razporeditev kroglic ima ta najugodnejsSo verjetnost
za snubca. Bralec naj sam razmisli Se o preostalih moznostih.

28



Bayesov izrek o verjetnosti
hipotez




Izrek (Bayesov izrek)

Naj bosta A, B C S poljubna dogodka z nenicelno verjetnostjo. Potem

je
P(B|A) - P(A)
P(B)
Splosneje, Ce je {Aq,A,, ...} popoln sistem dogodkovin BC S
poljuben dogodek, potem je

P(A[B) =

P(B|A/)P(A) P(BNA))
P(A;|B) = S P(BTA,‘)P(JA,‘) - > P(B ﬂjA,‘).

29



Izrek (Bayesov izrek)
Naj bosta A, B C S poljubna dogodka z nenicelno verjetnostjo. Potem
je
P(B|A) - P(A)

P(B)
Splosneje, Ce je {Aq,A,, ...} popoln sistem dogodkovin BC S
poljuben dogodek, potem je

P(A[B) =

P(B|A/)P(A) P(BNA))
P(A;|B) = S P(BTA,‘)P(JA,‘) - > P(B ﬂjA,‘).

Dokaz.

Prva enakost sledi iz definicije pogojne verjetnosti. Za drugo v prvi
zamenjas A z A; in P(B) z vsoto iz izreka o popolni verjetnosti. O]



Kaj pove Bayesov izrek?

P(B‘A')P(A') P(B ﬂA')
PAIB) = S~ pBIAYP(A) — S PENA)

V opazovanem poskusu je dogodek B odvisen od hipoteticnih
dogodkov A;, ki so se zgodili pred njim. Zato so verjetnosti P(A;) in
P(BJA;) naceloma znane vnaprej. Z pa izrekom izracunamo verjetnost
hipoteticnega dogodka P(A;|B) na podlagi tega, ali se je zgodil
kasnejsi dogodek B.

"Bayesov izrek je za verjetnost kot Pitagorov izrek za geometrijo.”
(H. Jeffreys)

30



Zgled (Tovarne baterij)

Baterije za mobilne telefone izdelujejo v 3 razlicnih tovarnah. Pri tem
je verjetnost okvare 1% v prvi, 2% v drugi in 3% v tretji tovarni, stevilo
vseh izdelanih baterij pa je 1000 v prvi, 3000 v drugi in 6000 v tretji
tovarni. Izmed 10000 izdelanih telefonov izberemo nakljucnega.
Kaksna je verjetnost, da je bil izdelan v prvi tovarni, Ce ima okvarjeno
baterijo?

31



Zgled (Tovarne baterij)

Baterije za mobilne telefone izdelujejo v 3 razlicnih tovarnah. Pri tem
je verjetnost okvare 1% v prvi, 2% v drugi in 3% v tretji tovarni, stevilo
vseh izdelanih baterij pa je 1000 v prvi, 3000 v drugi in 6000 v tretji
tovarni. Izmed 10000 izdelanih telefonov izberemo nakljucnega.
Kaksna je verjetnost, da je bil izdelan v prvi tovarni, Ce ima okvarjeno
baterijo?

Ce je A; dogodek, da je telefon izdelan v i-ti tovarni, in B, da ima
okvarjeno baterijo, potem je

P(B|A1)P(A1) _
(BJA1)P(A1) + P(B|A2)P(Az) + P(B|A3)P(A3)
0.01-0.1
0.01-0.1+0.02-0.34+0.03-0.6 %

P(A4|B) = P
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Zgled (Mamogram)

Z mamogramom preverjamo prisotnost raka na dojki, za katerim
zboli pribliZzno 1 procent ZensR, starih med 40 in 50 let. Test pa ni
povsem zanesljiv, in vcasih pokaZe pozitiven izid, ce bolezni ni, ali
obratno. Oznacimo dogodka B = "smo bolni”, in A = "test je
pozitiven”. Znano je, da velja:

Verjetnost pozitivnega testa, ce smo bolni, je P(A|B) = 90%,
Verjetnost pozitivnega testa, ¢e nismo bolni, je P(A|B) = 10%.

Kaksna je torej verjetnost, da smo zares bolni, Ce je test pozitiven?
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Zgled (Mamogram)

Z mamogramom preverjamo prisotnost raka na dojki, za katerim
zboli pribliZzno 1 procent ZensR, starih med 40 in 50 let. Test pa ni
povsem zanesljiv, in vcasih pokaZe pozitiven izid, ce bolezni ni, ali
obratno. Oznacimo dogodka B = "smo bolni”, in A = "test je
pozitiven”. Znano je, da velja:

Verjetnost pozitivnega testa, ce smo bolni, je P(A|B) = 90%,
Verjetnost pozitivnega testa, ¢e nismo bolni, je P(A|B) = 10%.

Kaksna je torej verjetnost, da smo zares bolni, Ce je test pozitiven?
Ker je {B,B} PSD, lahko po Bayesu izracunamo

_ P(A|B)P(B) - 0.9-0.071 N
PIBIA) = P(A|B)P(B) + P(A[B)P(B) ~ 0.9-0.01+0.1-0.99
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Zgled (Mamogram)

Z mamogramom preverjamo prisotnost raka na dojki, za katerim
zboli pribliZzno 1 procent ZensR, starih med 40 in 50 let. Test pa ni
povsem zanesljiv, in vcasih pokaZe pozitiven izid, ce bolezni ni, ali
obratno. Oznacimo dogodka B = "smo bolni”, in A = "test je
pozitiven”. Znano je, da velja:

Verjetnost pozitivnega testa, ce smo bolni, je P(A|B) = 90%,
Verjetnost pozitivnega testa, ¢e nismo bolni, je P(A|B) = 10%.

Kaksna je torej verjetnost, da smo zares bolni, Ce je test pozitiven?

Ker je {B,B} PSD, lahko po Bayesu izracunamo

P(A|B)P(B) 0.9-0.01

P(BIA) = = = 8%.

P(A|B)P(B) + P(A|B)P(B) ~ 0.9-0.01+0.1-0.99

Verjetnost, da smo bolni, Ce je test pozitiven, je komaj 8%?
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Presenetljivi rezultat je posledica tega, da je bolezen razmeroma
redka, verjetnost pozitivnega izida pri zdravih Zenskah pa razmeroma
velika. Ce bi sistemati¢no testirali 1000 kandidatk, bi bilo v povprecju
bolnih 10, od katerih bi jih 9 dobilo pozitiven izvid testa, med 990
zdravimi pa bi dobili Se 99 lazno pozitivnih izidov, torej je resni¢no
bolnih med pozitivnimi izidi ravno 9/(9 + 99) = 8%.

Zato je testiranje v primeru pozitivhega izida nujno ponoviti.
Zavedati pa se moramo, da gornji izracuni veljajo le ob predpostavki,
da je bolezen neodvisno in enakomerno porazdeljena po celotni
populaciji. Ce testirana oseba spada v katero izmed rizi¢nih skupin,
bo njena bolezen v primeru pozitivnega testa bistveno verjetnejsa.
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Zgled

V nekem mestu je deleZ taksijev bele barve enak x = 15%, preostali
taksiji pa so rumeni. Ko neki taksi povzroci nesreco, ocividec trdi, da
je bil bele barve. Vendar test pokaZe, da ocividec ponoci barvo taksija
pravilno prepozna le vy = 80% primerov. Kaksna je torej verjetnost,
da je bil v nesreci res udeleZen taksi bele barve, Ce tako trdi oCividec?
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Zgled

V nekem mestu je deleZ taksijev bele barve enak x = 15%, preostali
taksiji pa so rumeni. Ko neki taksi povzroci nesreco, ocividec trdi, da
je bil bele barve. Vendar test pokaZe, da ocividec ponoci barvo taksija
pravilno prepozna le vy = 80% primerov. Kaksna je torej verjetnost,
da je bil v nesreci res udeleZen taksi bele barve, Ce tako trdi oCividec?

A = udelezeni taksi je bele barve,
B = ocividec trdi, da je udelezeni taksi bele barve,

Potem je P(A) = 15%, P(BJA) = 80% in po Bayesu sledi

P(BIA)P(A) Xy

BIAPA) + PEAVPAT ~ =00 =y %

P(AIB) = 5

Verjetnost je torej manjsa od polovice!
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Oglejmo si Se, kako je v isti nalogi verjetnost P(A|B) odvisna od
spremembe parametrov x,y € [0,1]:

- Kdaj je verjetnost vsaj polovicna?

Xy
Xy +(1=x)(1-Y)

P(AIB) > 1/2 <=

>1/2 <= x+y>1.
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Oglejmo si Se, kako je v isti nalogi verjetnost P(A|B) odvisna od
spremembe parametrov x,y € [0,1]:

- Kdaj je verjetnost vsaj polovicna?

Xy
Xy +(1=x)(1-Y)

P(AIB) > 1/2 <— >1/2 <= x+y>1.

- Zak=0,1,...,9 lahko izracunamo tudi, kdaj je P(A|B) > k/10 in
to prikazemo s pomocjo interaktivnega modela.
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