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Igre na sreco v antiki

- Zreb kot najbolj preprosta igra na
srecCo verjetno izhaja iz primitivnih
religioznih obredov.

« V grski mitologiji si Zeus,
Pozejdon in Hades z Zzrebom
razdelijo nebo, morje in
podzemlje.

« Razlicne oblike odloCanja z
zrebom se pojavljajo tudi v fs
religioznin mitin drugih civilizacij. ) >




Astragalus — predhodnik igralne kocke

» KoScCica zivalskega stopala po metu oblezi v enem od 4 polozajev
(ovca, koza, konj, kamela)

* Dokazi kazejo na Siroko rabo med 3500 BC in 1600 AD.

» NajstarejSi vir: slika iz egipCanske grobnice, na kateri plemic in
njegova zena uporabljata astragali pri nekaksni igri na plosci.

« Zaradi asimetriCnosti imata 2 polozaja verjetnost vsak okoli 40%,
preostala 2 vsak 10%.




« Igra kotaljenja kosti s Stirimi
astragaliji je bila priljubljena v
anticni Grciji in Rimu.

— Najboljsi met je bil “Venera”
(same razliCne vrednosti),
najslabsi “Pes” (sami psi, zelo
majhna verjetnost).

— Zaradi asimetrije astragalijev ni
bilo mogocCe razviti
matematiChega razumevanja
igre. Rezultate so pripisovali
bogovom oziroma Usodi.




« Igralna kocka ali tessera se prav tako pojavi okoli 3500
BC, a je sprva manj razsirjena.
— Po grski mitologiji je Palamedes izumil igre s kockami za zabavo
vojSCakov med trojansko vojno.

— V Svetem pismu rimski vojaki kockajo za Jezusova oblacila.

* Prve kocke niso bile nujno simetricne oziroma postene.
(slika: rimski kocki iz kosti iz okoli L00AD).




 Kljub visoko razviti matematiki ni videti, da bi
anticni Grki ali Rimljani razvili kakrsnokoli

razumevanje verjetnosti. Mozne razlage:

— nepraktiCen zapis Stevil (mnozenje in deljenje zelo zahtevni)

— manj prepoznavni vzorci zaradi asimetricnosti igralnih
pripomockov

— ni potrebe za matematicno razlago, ker gre za usodo oziroma
voljo bogov




Srednjeveske igre in prepovedi

« V srednjeveski Evropi so bile razlicne igre s kockami in astragaliji
zelo priljubljene. Cerkev in vladarji so jin skusali omejiti na razlicne
nacine.

— Okoli 1190AD je bilo vitezom med angleskimi krizarji dovoljeno zakockati najvec
20 silingov dnevno, vojSCakom nizjega ranga pa je bilo kockanje prepovedano.

)

.
5,,

?
%
%




« Okoli 960AD je nadskof Wibold iz Cambraya izumil igro Ludus
Clericalis. da bi osmislil sicer prepovedano kockanje menihov.

« Z metom treh kock je menih izbral eno izmed 56 vrlin, ki jo je moral
nato 24 ur utrjevati.

[<][-][-] love perseverance hospitality  [7][73][F3] mortification
][] faith kindness economy [IE][] innocence
[<][+][] hope modesty patience [IE)E3 contrition
[][-][EE] justice resignation zeal [|E[3] confession
E E] prudence gentleness poverty E’ @E] maturity
[-][-]Ei temperance generosity softness R3] solicitude

E |:] |:| courage wisdom virginity E [Z| constancy

[T peace remorse respect RG] intelligence
[-][.7]E3] chastity joy piety [Z(-)3 sighing
[+][. ][] mercy sobriety indulgence  [I][3[i3] weeping
[-][7]F3] obedience satisfaction - prayer cheerfulness
F[FLT] fear sweetness affection 3] compassion
RS foresight cleverness judgment self-control
[-][7]G] discretion simplicity vigilance FIE3EE humility

« Gre za prvo dokumentirano tabeliranje vseh moznih izidov
nakljuCnega eksperimenta.




« Latinsko elegicno pesnitev De Vetula (okoli 1250AD) spremlja
tabela s pravilno analizo moznih vsot pik pri metu treh kock.

« Avtor tabelira vseh 56 moznih izidov in opazi simetrijo med vsotami
3in18,4in 17,5 in 16... LoCi Stevilo zapisov glede na to, ali kocke
lo€imo (Cadentia) ali ne (Punctatura), razumevanje verjetnosti pa ni
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Zgodnja renesansa: Pacioli in Cardano

Luca Pacioli (1445-1509) je
pouceval matematiko v Milanu in

Firencah. % q; @

Knjiga Summa de Arithmetica, = )= g
Geometria, Proportioni e = (%
Proportionalita (1494) je zajela ‘
VSO znano matematiko tedanjega y \
Casa in se za dolgo Casa /4 8
: X y K
7" "

Bila je prvo delo o algebri,
napisano v ljudskem jeziku
namesto latinscCine. S

Sodeloval je tudi z Leonardom < ‘ " {
da Vincijem (knjiga De Divina "
Proportione).

uveljavila kot uCbenik z vajami. }




Paciolijeva Naloga o pravicni delitvi stav velja za prvi zapisani
problem iz verjetnosti:

Osebi A in B igrata igro “Bala”. Vsak je stavil 10 zlatnikov. Kdor prvi
zmaga 6 iger, pobere vseh 20 zlatnikov. Toda, pri 5 zmagah za A in
3 zmagah za B morata igro prekiniti. Kako naj si pravicno razdelita
viozek?

Pacioli je v knjigi podal odgovor 5:3 v korist A.

Tartaglia je leta 1556 ugovarjal, da je pravo razmerje 2:1.
Peverone je leta 1558 utemeljil odgovor 6:1.

Cardano v zapiskih iz leta 1560 trdi, da je razmerje 3:1.

Kaj je torej pravilen odgovor?




« Paciolijev odgovor 5:3 ustreza razmerju med ze
dosezenimi zmagami. Pomembno pa je razmerje
med verjetnostmi za koncho zmago A ali B!

— Primerjaj: Ce bi se igra prekinila pri izidu 1:0, ali bi bilo
smiselno, da ves denar dobi A?

« (Odgovora Tartaglia in Peveroneja sta prav tako
napacna. Pravi odgovor je nasel francoski
matematik Blaise Pascal leta 1654, torej Sele 160
let kasneje!




Resitev Paciolijeve naloge:

« Ce je verjetnost posamezne zmage " za vsakega igralca, potem pri
izidu 5:3 za A, igralec A doseze 6 zmag na naslednje nacine:

— prvo naslednjo igro zmaga A (verjetnost %2)

— prvo naslednjo igro zmaga B, drugo pa A (verjetnost 72 x V2 =1/4)

— nasledniji dve igri zmaga B, tretjo pa A (verjetnost 2 x 72 x /2 =
1/8)

* Verjetnost za kon¢no zmago A je torej ¥2+1/3+1/8=7/8, za kon¢no
zmago B pa 1/8.

PosStena delitev vlozenih stav je torej v razmerju 7:1 v korist A.




Gerolamo Cardano (1501-1576)

Italijanski matematik, zdravnik,
astronom, astrolog, eden najvplivnejsih
mislecev renesanse, a precej
problematiCna osebnost.

Knjiga Ars Magna (Velika umetnost) o
resevanju kubiCnih enacb, 15495, velja
za eno treh najpomembnejsih del
zgodnje renesanse.

Mehanski izumi (kardanska gred,
kombinacijska kljuCavnica — nekatere
ideje ukradene...)

Vec kot 200 znanstvenih del, mnoga
neobjavljena v rokopisih

HIERONYMI CAR

DANI, PRAESTANTISSIMI MATHE

MATICI, PHILOSOPHI, AC MEDICI,

ARTIS MAGNAZ,

SIVE DE REGVLIS ALGEBRAICIS,
Lib.unus. Qui & totius operis de Arithmetica, quod
OPVS PERFECTV M
inferipfit,eftin ordine Decimus,

Abesin hoclibro, ftudiofe Le&or,Regulas Algebraicas (tali, dela Cof

fa uocant) nouis adinuentionibusac demonftrationibus ab Authore ita
locupletatas,ut pro pauculis antea uulgg tritis.iam {eptuaginta euaferint, Nes
g folum , ubi unus numerus alteri,aut duo uni,uerum etiam,ubiduo duobus,
aut tres uni ¢quales fuerint,nodum explicant.  Huncadtlibrumideo feors
fim edere placuit,ut hot abftrufifsimo, & plané inexhaufto totius Arithmeti
ca thefauro inlucem eruto, & quafl in theatro quodam omnibus ad fpectan
dum expofito, Lectores incitaretur,ut reliquos Operis Perfectilibros, qui pet
‘Tomos edentur,tanto auidius amplectantur,ac minore faftidio perdifcant,




« Cardanov rokopis Liber de Ludo Aleae (Knjiga o igrah
na sreco), napisan okoli 1564, je prvo delo o verjetnosti.

« Gre za mesanico dnevnika, priroCnika za igranje iger in
matematicnih trditev z veliko nejasnostmi in napakami, a
tudi nekaj pravilnimi ugotovitvami:

— Verjetnost, da se zgodi eden od dveh loCenih dogodkov je enaka
vsoti verjetnosti: P(AUB)=P(A)+P(B), Ce je ANB=ga.

— Verjetnost, da se hkrati zgodita dva neodvisna dogodka je enaka
produktu verjetnosti: P(ANB)=P(A)P(B).

« Cardano je rokopis skrival. Odkrit je bil Sele okoli leta
1660, ko so na novo teorijo verjetnosti ze razvijali
Pascal, Fermat in Huygens.




Poznarenesansa: Pascal in Fermat

 Blaise Pascal (1623-1662) * Pierre de Fermat (1607-1665)
« Matematik, izumitelj, krS¢. filozof « QOdvetnik, ljubiteljski matematik,
* Izjemen talent pokaze Ze v izjemna odkritja v geometriji,
mladosti (radunski stroji, optiki, teoriji stevil
geometrija, kombinatorika) « Vecino odkritij si izmenjuje v
 Po nesreéi s konjem se posveti pismih z znamenitimi matematiki

predvsem teologiji (janzenizem) in fiziki.




Medsebojno dopisovanje Fermata in Pascala v letu 1654
postavi temelje teorije verjetnosti.

V nizu pisem je Fermat postavil osnove teorije verjetnosti, Pascal
pa je njegovo teorijo uporabil na konkretnih problemih, denimo
Paciolijevem problemu pravicne delitve stav, ki ga je tudi
posplosil in pri tem razvil nova kombinatoricha orodja (binomski
koeficienti, Pascalov trikotnik)

Pascal in Fermat verjetnosti ne razumeta kot stevilo med 0 in 1,
ampak govorita le o pricakovanih dobickih pri igri.

Po nesrecCi s konjem novembra 1654 se Pascal ni veC ukvarjal z
verjetnostjo. Nesreco je razumel kot bozje opozorilo.




« Vir nekaterih Pascalovih problemov v pismih je
Antoine Gombaud, Chevalier de Meré, .
pisatelj in strasten kockar. -

« De Mere je na primer menil, da sta naslednji stavi enakovredni:
— V 4 metih kocke pade vsaj ena Sestica.
— V 24 metih dveh kock pade vsaj ena dvojna Sestica.

Vendar je pri prvi stavi zasluzil, pri drugi pa izgubljal. Zakaj?

* V4 metih vsaj 1 Sestica: 1-(5/6)"4=0,517.
* V 24 metih vsaj ena dvojna Sestica: 1-(35/36)"24=0,491.
Prva stava je zanj ugodna, druga ne.




Mladi nizozemec Christiaan Huygens

je leta 1655 v Parizu slidal za rezultate %
Pascala in Fermata. N
» Napisal je knjizico De Rationiis in Alea 4 ‘

Ludo (Sklepanje pri igrah na sreco).

« Taje vsebovala 14 netrivialnih
problemov z reSitvami in je bila se pol
stoletja edino pravo znanstveno delo o
verjetnosti.

 Huygeens (1629-1695) je kasneje postal
vodilni evropski astronom tistega Casa.




Huygeensov problem st. 14:

Osebi A in B izmeniéno meceta po 2 kocki hkrati.
A zmaga, Ce vrze vsoto 6 prej kot B vrze vsoto 7.
Kaksna je verjetnost zmage A, Ce mece prvi?

Verjetnost vsote 6 v posameznem metu je 5/36, verjetnost vsote
7/ pa 6/36, zato se zdi B v ocCitni prednosti.

Toda, A mecCe prvi...




 Huygeens je v reSitvi zvito uporabil koncept priCakovanega dobicCka
oziroma matematicnega upanja:

Ce je a skupni vloZek in x pricakovani dobicek od B, potem je (a-x) pri¢akovani
dobi¢ek od A. Oznacdimo z y Se pricakovani dobi¢ek od B v primeru, da B zacne.

Ko je na vrsti A, bo takoj zmagal A z verjetnostjo 5/36, zato je priCakovani
dobicek od B enak x=31/36 vy.

Ko je na vrsti B, pa bo takoj zmagal B z verjetnostjo 6/36, zato je priCakovani
dobicek od B v tem primeru y=1/6 a + 5/6 x.

|z sistema enacb sledi x=31/61 a, zato je verjetnost zmage B enaka 31/61,
verjetnost zmage A pa 30/61,

« ZacCetna poteza torej poveca verjetnost A za zmago, vseeno pa je B
v rahli prednosti.




_Jacob (James) Bernoulli (1654-1705)

Ugledni akademik in profesor na univerz v
Baslu navdihnjen s Huygeensovo knjigo vse
do smrti piSe knjigo Ars Conjectandi.

|zid nedokoncCane knjige Se 8 let zavira
ljubosumni brat Johan (John) Bernoulli, prav
tako pomemben matematik.

Delo vsebuje veliko novih rezultatov,
najpomembnejSi med njimi je Zakon velikih
stevil, imenovan tudi Zlati izrek.

|z druzine Bernoulli je izslo se veC
matematikov: Nicholas I, Nicholas I, Daniel,
Johann Il, Johann lll, Jacob II.

A
TREACTATUS
DE SERIEBUS INFINITIS,
ExErusrons Gullice Aripes
DE LUDOD PIL E



_Medtem se v Angliji rojeva statistika...

« Zaradi epidemij kuge Kralj Henry VIl leta 1538 zahteva
sistematicno belezenje podatkov o rojstvih in smrtin
(nacCrtovanje vojske in pricakovanih davscin)

« John Graunt izumi razlicne metode za oceno Stevila
prebivalcev Londona (1661)

e Zavarovanja za ladje na ¢ezoceanskih plovbah (prvi zakon
1601 pod kraljico Elizabeto I, nastanek zavarovalnice
Lloyds 1688)

« Hkrati z ladijskimi se pojavijo zivljenska zavarovanja.
Astronom Edmund Halley razvije metodo za ocenjevanje
verjetnosti prezivetja in sestavi prve Tabele smrtnosti
(1693).




Abraham de Moivre (1667-1754)

- Studira matematiko v Sedanu in Parizu, a
kot hugenot zbezi iz Francije v Anglijo.

« Knjiga Doctrine of Chances (1718,
dopolnjene izdaje 1738, 1756) prinese
revolucionarna odkritja:

— centralni limitni izrek (nedokazan)

— razvoj v vrsto za normalno porazdelitev
(aproksimacija binomske porazdelitve)

— resSitve Stevilnih netrivialnih problemov
— povezave s statistiCnimi rezultati

* Kljub izjemnemu ugledu kot tujec ne more
pridobiti akademskega statusa.

DOCTRINE

C H-ANOCE.S:



Pierre-Simon Laplace (1749-1827)

Eden najpomembnejSih znanstvenikov vseh
casov: astronomija, fizika, matematika,
statistika.

Knjiga Théorie analytique des
probabilités (1812) zajame rezultate
predhodnikov in izCrpa okvire modela
verjetnosti Pascala in Fermata:

— mojstrska uporaba orodij analize (integrali, vrste,
rodovne funkcije) za posplositve rezultatov in nove
metode aproksimacij

— zakon obratne verjetnosti (Bayesov zakon)
— tesne povezave s statistiko zaradi neporsredne
uporabe rezultatov pri astronomskih opazovanjih
Nova filozofska razmisljanja o verjetnosti in
determinizmu.

THEORIE

ANALYTIQUE

DES PROBABILITES;



Laplace je Se vedno izhajal iz Klasiche definicije verjetnosti, ki
pravi, da je verjetnost dogodka enaka razmerju

Stevilo ugodnih izidov
Stevilo vseh izidov

Ta model je v osnovi presSibek, saj ne zajame situacij, ko je stevilo
vseh izidov neskoncno, na primer:

* Met kovanca ponavljamo do prvega grba. Mozno stevilo metov je 1,2,3,...

« Streljamo v tar€o. Mozni izid je katerakoli toCka v krogu.

Iskanje boljsega modela je trajalo se dobrih 100 let!




Razmah uporabe v 19. stoletju

Legendre, Gauss: Metoda najmanjSih kvadratov

Adrain, Gauss: Normalna porazdelitev

Cebiev: Slugajne spremenljivke, neenakost Cebiseva,
Markov, Ljapunov: posplositev centralnega limitnega izreka

Uporabe v astronomiji, geodeziji, zavarovalnistvu, biologiji,
kemiji, fiziki delcev.

Konec 19. stoletja se na verjetnost gleda kot na del fizike.




Zacetek 20. stoletja:

Znameniti matematik David Hilbert na kongresu 1900 omeni
problem aksiomatizacije verjetnostnega racuna kot enega
od glavnih izzivov matematike v 20. stoletju.

Fiziki raziskujejo Brownovo gibanje (nenavadno gibanje
mikroskopskih delcev v vodi). Einstein predlaga verjetnostni
model (1905), ki ga potrdijo eksperimentalno (Perrin, 1926),
a zanj ni ustreznih matematicnin metod.

ldeje kvantne fizike in drugi fizikalni modeli prav tako
zahtevajo nova matematiCna orodja za nadaljni teoretiCen
razvoj verjetnosti, povzrocCajo pa tudi nove paradokse in
odpirajo filozofska vprasanja (determinizem proti
nakljucnosti).




Andrej Nikolajevi¢ Kolmogorov (1903-1987)

« Ruski matematik, izhaja iz teorije mnozic.

« Leta 1933 v nemsScCini objavi delo Grundbegriffe der
Wahrscheinlichkeits-Rechnung (Temelji verjetnostnega racuna),
Ki postavi danes sploSno sprejete teoretiCne osnove verjetnosti.

GRUNDBEGRIFFE DER
WAHRSCHEINLICHKEITS-

RECHNUNG




Aksiomi Kolmogorova (1933):

Verjetnostni prostor je trojica (Q, F, P), ki jo sestavljajo:
* Mnozica izidov Q, ki je poljubna neprazna mnozica,

* Mnozica dogodkov F je sigma-algebra, to je, takSna neprazna
druzina podmnozic mnozice Q, da zanjo velja:

— F vsebuje prazno mnozico;

— Ce F vsebuje mnozico A, potem vsebuje tudi njen komplement A€;

— Ce F vsebuje mnozice A, A,,..., potem vsebuje tudi Stevno unijo U A..
 Verjetnostna funkcija P, ki vsakemu dogodku iz F priredi stevilo
na intervalu [0,1], in zanjo velja:

— P(2)=0,

— Ce so A,A,,... paroma disjunktni dogodki, potem je P(U.enA:i )=YenP(A).




Zgled: Met kocke.

* Mnozica izidov Q je {1,2,3,4,5,6}.
* Mnozica dogodkov F je kar druzina vseh podmnozic Q.
Dogodki so torej na primer:
— prazen dogodek {};
— gotov dogodek {1,2,3,4,5,6};
— pade sodo pik {2,4,6};
— pade najman;j 5 pik {5,6}
* Verjetnostna funkcija P je v tem primeru funkcija P(A)=|Al/6.




Zgled: Met 2 postenih kovancev.

- Mnozica izidov Q je {CC,CG,GC,GG}.

* Mnozica dogodkov F je lahko druzina vseh podmnozic Q, ki ima
16 elementov. Smiselne pa so tudi manjse sigma-algebre,
naprimer:

- F={{}, {CC,CG}{GC,GG},Q} ali

- F={{},{cc}, {GG}, {CC,GG}, {CG, GC}, {CG,GC,CC}{CG,GC,GG}, Q}

Verjetnostna funkcija P je v tem primeru funkcija P(A)=|A|/4.




Verjetnost v Sloveniji

Aktuar in statistik lvo Lah (1896-1979) je
napisal vrsto izvirnih razprav in ucbenik o
statistiki v financah (1949), ki pa ni bil
politicno dobrodosel.

Po njem se imenujejo tudi Lahova Stevila v
kombinatoriki.




Alojzij Vadnal: Elementarni
uvod v verjetnostni racun
(1959)

Rajko Jamnik: Verjetnostni
racun (1971), prvi visokoSolski

ucbenik
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.« Joze Andrej Cibej (1953-2011): vrsta
srednjesolskih ucbenikov o verjetnosti in
visokosolskih ucbenikov statistike za
ekonomiste.

« Okoli 1980 kljuCen pri uvajanju pouka
verjetnosti v srednje sole s seminarji za
gimnazijske profesorje.
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JOie Andrej Clbe_] verietnostni raéun in statistixa

MATEMATIKA

4

Zaporedja, kombinatorika,
statistika, verjetnostni racun




« Danes se verjetnost in/ali statistika predavata
praktiCno na vseh slovenskih fakultetah, tako
druzboslovnih kot naravoslovnih.

Simon Sirca

Verjetnost
v fiziki

VERJETNOSTNI
RACUN

STATISTIKA

Graduate Texts in Physics

Simon Sirca

Probability
for
Physicists

@ Springer



Viri:

« J. Hoffmann-Jorgensen: Probability with a view towards
statistics, vol.1, CRC Press

* D. Knuth: The Art of Computer Programming, vol. 4.
» Razliéni €lanki o matematikih iz Wikipedije




