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Kaj so limitni izreki



Limitni izreki

S skupnim imenom limitni izreki poimenujemo razlicne izreke, ki opisujejo
obnasanje neskoncnega zaporedja slucajnih spremenljivk.

NajpomembnejSe teoreticne rezultate teorije verjetnosti predstavljata dva
sklopa limitnih izrekov.

1. Zakoni velikih stevil opisujejo, pod kakSnimi pogoji povprecje zaporedja
slucajnih spremenljivk konvergira proti pricakovani vrednosti.

2. Centralni limitni izreki opisujejo, pod kakSnimi pogoji vsota zaporedja
slucajnih spremenljivk konvergira proti normalni porazdelitvi.

V dokazovanju limitnih izrekov se uporabljajo razli¢ne neenakosti (npr.
trikotniska, Markova, CebiSeva, Jensenova...), aditivnost pricakovane
vrednosti E(3- X)) = >_ E(X;) in za neodvisne slucajne spremenljivke tudi
aditivnost variance var(>_ X;) = >_ var(X;).



Neenakosti Markova in Cebiseva



Neenakost Markova

Izrek (Neenakost Markova)
Naj bo X slucajna spremenljivka, ki zavzame samo nenegativne vrednosti.
Potem za poljubno pozitivno Stevilo a > 0 velja

E(X)

P(X > a) < —=~.
(K= a) <=



Neenakost Markova

Izrek (Neenakost Markova)
Naj bo X slucajna spremenljivka, ki zavzame samo nenegativne vrednosti.
Potem za poljubno pozitivno Stevilo a > 0 velja

P(X>a) < @
a
Dokaz.
Naj bo X > 0in a > 0. Potem je X/a > 0. Definiramo slucajno spremenljivko
i 1, cel1<X/a,
“Jo, ceo<xa<n

Potem velja | < X/a in zato E(I) < E(X/a). Sledi

E()=1-P(1=1)+0-P(l = 0) = P(I = 1) = P(X > a) < E(X)/a.



Neenakost Cebiseva

Izrek (Neenakost Cebiseva)
Naj bo X slucajna spremenljivka, tako da sta = E(X) in o® = var(X) koncni
vrednosti. Potem za vsako pozitivno stevilo k > 0 velja

2
g
PUX— sl 2 ) < 7.



Neenakost Cebiseva

Izrek (Neenakost CebiSeva)
Naj bo X slucajna spremenljivka, tako da sta = E(X) in o® = var(X) koncni
vrednosti. Potem za vsako pozitivno stevilo k > 0 velja
2
PIX—nl 2 K) < 7.
Dokaz.
Ker je (X — 1)’ > 0, po neenakosti Markova za a = k* > 0 dobimo

P(X— > ) = P(X— )’ 2 k) < V) o



Neenakosti Markova in Cebiseva omogocata grobo oceno verjetnosti v
primeru, ko o slucajni spremenljivki X poznamo le E(X) in morda Se var(X).

Zgled

Rezultati mature so normalno porazdeljeni s povprecno oceno pu = 18 tock in
standardnim odklonom o = 3. Izberemo nakljucnega kandidata. Kaksna je
verjetnost, da je njegov rezultat X vsaj 24 tock?

- Neenakost Markova da oceno

[ 18 0
> < —=—=7

P(X>24) < o = o7 = 75%

- S pomocjo neenakosti Cebiseva lahko dobimo oceno

32
P(X> 24) = P(X— 18 > 6) < P(IX — u| > 6) < = = 25%

- Pravilo 68-95-99.7 za normalno porazdelitev da uporaben priblizek

P(X > 24) = P(X — 18 > 6) = P(X — p| > 20)/2 = 2.5%



Neenakosti Markova in CebiSeva sta zelo splosni, saj veljata za poljubne
slucajne spremenljivke, o katerih vemo zelo malo.

Prav zato nista dovolj natancni za racunanje verjetnosti v konkretnih
primerih.

Iziemno pomembni pa sta pri dokazovanju razlicnih limitnih izrekov.



Sibki zakon velikih stevil



Kratka zgodovina Zakona velikih Stevil

- Ze Gerolamo Cardano je v 16. stoletju brez dokaza zapisal, da se
natancnost statisticnega povprecja izboljSuje s Stevilom poskusov.

- Jacob Bernoulli je vec kot 20 let porabil za dokaz izreka, ki ga je
imenoval Zlati zakon, in je leta 1713 izSel v knjigi Ars Conjectandi,
objavljeni 8 let po njegovi smrti.

- Simeone Poisson je leta 1837 v svoji knjigi Bernoullijev izrek poimenoval
Zakon velikih Stevil.

- Nadaljne izboljSave izreka s Sibkejsimi predpostavkami so v drugi
polovici 19. in prvi polovici 20. stoletja prispevali 5e Cebisev, Markoyv,
Borel, Cantelli, Kolmogorov in Khinchin.

- Danes obi¢ajno govorimo o dveh oblikah, ki ju imenujemo Sibki oziroma
Krepki zakon velikih stevil in govorita o razlicnem nacinu konvergence
povprecja zaporedja slucajnih spremenljivk k pricakovani vrednosti.



Sibki zakon velikih Stevil

Izrek (Sibki zakon velikih Stevil)
Naj bodo slucajne spremenljivke X1, X2, ... neodvisne in enako porazdeljene,
tako da je u = E(X;) < oo in o = var(X;) < oc.

Potem za vsak € > 0 velja

lim P(
n—s oo n

Xi+Xo+ ...+ Xn fu‘Ze):O.

Povedano drugace, verjetnost, da povprecna vrednost (neodvisnih in enako
porazdeljenih) slucajnih spremenljivk odstopa od pricakovane vrednosti u
za vec kot ¢, z velikim Stevilom spremenljivk konvergira proti 0.



Sibki zakon velikih Stevil

Dokaz.

= ; a9 < Y — Xit...4Xn
Povprecje prvih n sl. spremenljivk oznacimo z X = ===

. Potem je

n n = M

E(X):E(X1+"'+X”) :E(X1)+...+E(X,,) _np

. e
in ker so X; neodvisne, tudi

2
nz —F:U/n.

2
var(X) = var (Xw + = +Xn> _var(E) +...+var(Xs) _ no

Po CebiSevu za slucajno spremenljivko X sledi

o’/n _ a’)é

€2 n

P(X—ul=e) <

Izraz na desni ocitno konvergira proti 0, ko gre n proti co.



Bernoulli je obravnaval problem vlecenja nakljucne kroglice iz Zare z r
rdecimi in b belimi kroglicami brez vracanja.

Pri tem je ocenjeval verjetnost, da se pri nekem Stevilu ponovitev poskusa
povprecno Stevilo izvlecenih rdecih kroglic od pricakovane vrednosti
razlikuje za ve€ kot e = .

Bernoulli je znal dokazati, da gre ta verjetnost proti 0, ko gre Stevilo
ponovitev poskusa proti neskoncno, ni pa znal odgovoriti, koliko ponovitev
zadosca, da bo verjetnost zagotovo manjsa od vnaprej izbrane vrednosti.

Morda je tudi zato odlasal z objavo svoje knjige vse do smrti.

Dokaz Sibkega zVS z uporabo neenakosti Cebiseva je veliko krajsi in
elegantnejsi od izvirnega Bernoullijevega dokaza.



Primerjava SZVS in KzZVS

Za primerjavo skupaj navedimo 3e Sibki in Krepki ZVS (brez dokaza).
Izrek (Sibki in Krepki ZVS)
Naj bodo slucajne spremenljivke X1, X2, ... neodvisne in enako porazdeljene,
tako da je u = E(X;) < oc. Potem za povprecje X = > X; velja

- Sibki ZVS:

Ve > 0: lim P(’X—/,L’ >¢) =0.
n—oo
- KrepRi ZVS:
P(lim X =p) =1.

n—oo



Centralni limitni izrek




Centralni limitni izrek (CLI) je iziemno pomemben izrek teorije verjetnosti.
Pravzaprav gre za skupino podobnih izrekov z razli¢no strogimi
predpostavkami.

Ohlapno povedano, CLI pravi, da je vsota velikega Stevila neodvisnih, enako
porazdeljenih slucajnih spremenljivk priblizno normalno porazdeljena.

CLI omogoca preprosto aproksimacijo verjetnosti za vsote takih spremenljivk
in pojasni, zakaj se v naravi tako pogosto pojavlja normalna porazdelitev
(oziroma histogram v obliki Gaussove krivulje).

CLI je tudi osnova za testiranje hipotez v statistiki. Z njim namrec ocenimo
verjetnost, da izmerjeni podatki potrjujejo pravilnost hipoteze.



Vsota pik na n kockah ustreza vsoti Xi + ... + X, kjer so diskretne slucajne
spremenljike X; enakomerno porazdeljene na {1,2,3, 4,5, 6}.
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Centralni limitni izrek pove, da postaja porazdelitev vsote pik z vecanjem
Stevila kock vse bolj podobna normalni porazdelitvi.

(Vir slike: spletna stran mathworld.wolfram.com.)



Centralni limitni izrek

Izrek (Centralni limitni izrek, standardna verzija)

Naj bodo X1, X,, ... neodvisne, enako porazdeljene slucajne spremenljivke s
pricakovano vrednostjo u = E(X;) in varianco o* = var(E;), in naj bo

Sn = X1 + ...+ Xa njihova vsota, torej je E(Sy) = nu in var(S,) = no?. Potem
je normalizirana vsota ij;\/”ﬁ“ porazdeljena priblizno standardno normalno:

Sh—Np 1 /b —x2/2
P(a < <b)x — e dx = &(b) — ®(a),
(a< ovn ) V21 Ja (b} = #(a)

Rjer je ® porazdelitvena funkcija standardne normalne spremenljivke.

Dokaz je zahteven in ga ne bomo navedli. Obstajajo Stevilne verzije CLI z
razlicno mocnimi predpostavkami in zakljucki (npr. natancnejsi opis
konvergence).



Zgled uporabe CLI

Zgled (Astronomske meritve (vir: S. Ross))

Astronom meri razdaljo do neke zvezde. Meritve motijo vremenski pojavi,
atmosferski vplivi, sevanja in podobno, zato namerava astronom izvesti vecje
Stevilo meritev in izracunati njihovo povprecje. Predpostavimo, da so meritve
neodvisne in enako porazdeljene slucajne spremenljivke s pricakovano
vrednostjo d in standardnim odklonom 2 svetlobni leti.

Zanima nas, koliko meritev je potrebnih, da bo verjetnost, da se izracunano
povprecje za vec kot 0.5 svetlobnega leta razlikuje od dejanske razdalje,
manjsa od 5%.



Zgled uporabe CLI

Naj bodo d dejanska razdalja in Xy, Xz, . .. vrednosti meritev.

ISCemo torej najmanjse celo Stevilo n, za katerega je
P(—0.5 < % —d < 0.5) > 95%.

Neenakosti v oklepaju pomnozimo z v/n/2 in po preurejanju dobimo
vn o Y Xi—nd ﬁ)
Pl———<&E&E——<~— ) >9%5%.
( 4 2v/n 4 °

Po CLI je leva stran priblizno enaka

() — (= Y1) = o(Y1) — (1 o)) = 20( ) 1.

4 4 4 4

IS¢emo torej najmanjsi n, da bo ¢(4) > 0.975 oziroma 4 > 1.96, kot lahko
odcitamo iz tabele za ¢.

Sledi n > 61.47, torej je potrebnih vsaj 62 meritev.



Normalna aproksimacija

Normalna aproksimacija binomske porazdelitve je poseben primer CLI.

Izrek (De Moivre - Laplaceov limitni izrek)

Ce je S, Stevilo uspehov v n ponovitvah poskusa z verjetnostjo uspeha p
(torej, Sp ~ Bin(n, p)), potem za vse a < b in dovolj velike n velja

Sp—np
P(a < < b) =~ &(b) — ®(a).
(a <=2 < b) = ®(b) - ()

Dokaz.

Binomska slucajna spremenljivka S, = X7 + ... + X, je vsota Bernoullijevih
slucajnih spremenljivk z verjetnostjo uspeha p, za katere velja u = E(X;) = p
in o = var(X;) = pg. Aproksimacija zdaj sledi neposredno iz CLI. O



Kratka zgodovina CLI

- Pri obravnavi velikega Stevila metov postenega kovanca je preprosto
verzijo CLI odkril in dokazal Zze De Moivre okoli 1730.

- Laplace je okoli 1810 De Moivrejev rezultat posplosil na poljuben p. To
verzijo izreka danes imenujemo normalna aproksimacija binomske
porazdelitve.

- Laplace je odkril tudi verzijo CLI, ki jo danes imenujemo standardna,
vendar je ni znal pravilno dokazati.

- Korekten dokaz je prvi podal Ljapunov okoli 1902.



Se nekaj racunskih zgledov




Zgled
VrZzemo 10 poStenih kock. Z uporabo CLI ocenite verjetnost, da bo vsota pik
med vkljucno 30 in 40. "

"Vsi zgledi v razdelku so povzeti po knjigi S. Ross: A First Course in Probability



Zgled

VrZzemo 10 poStenih kock. Z uporabo CLI ocenite verjetnost, da bo vsota pik
med vkljucno 30 in 40. "

RESITEV: Naj bodo X, ..., Xio Stevila pik na vsaki kocki.

Potem je £(X;) = 3.5 in var(X;) = 35/12 za vse i. Za slucajno spremenljivko
X=Xi+ ...+ X velja E(X) = 35 in var(X) = 350/12 zaradi neodvisnosti. Po
CLI sledi

P(29~5<X<4O.5):P<29~5_35< X—35 <4o.5_35>

\/350/12 ~ /350/12 ~ /350/12
N 2(—22 ) 1
1/350/12
~ 20(1.0184) — 1
~ 0.692.

"Vsi zgledi v razdelku so povzeti po knjigi S. Ross: A First Course in Probability



Zgled
Kocko mecemo, dokler vsota padlih pik ne preseZe 300. Z uporabo CLI
ocenite verjetnost, da moramo vreci vsaj 80-krat?

20



Zgled

Kocko mecemo, dokler vsota padlih pik ne preseZe 300. Z uporabo CLI
ocenite verjetnost, da moramo vreci vsaj 80-krat?

R: Naj bo X; vrednost v i-tem metu in S, = > X;. Potem je E(X;) =7/2in
var(X;) = 35/12. Sledi

79 79
P(> X <300) = P(>_ X < 300.5)

i=1 i=1
wp(z<3005-79-7/2
/79 -35/12

= P(Z < 1.58) = 94.29%,

kjer je Z ~ N(0,1) in smo uporabili tabelo za .

20



Zgled
Povprecni rezultat NPZ iz matematike je 75 tock, standarni odklon pa 5 tock.

1. Z neenakostjo Markova podajte zgornjo mejo za verjetnost, da je
nakljucno izbrani kandidat dosegel vsaj 85 tock.

21
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R: P(X > 85) < E(X)/85 = 15/17 = 88.2%
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3. Na dva nacina (Cebisev, CLI) ocenite, koliko nakljucnih studentov bi
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med vkljucno 70 in 80 tock, vsaj 90%.
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Zgled
Povprecni rezultat NPZ iz matematike je 75 tock, standarni odklon pa 5 tock.

1. Z neenakostjo Markova podajte zgornjo mejo za verjetnost, da je
nakljucno izbrani kandidat dosegel vsaj 85 tock.
R: P(X > 85) < E(X)/85 = 15/17 = 88.2%

2. Z neenakostjo Cebiseva podajte zgornjo mejo za verjetnost, da je
nakljucno izbrani kandidat dosegel med vkljucno 65 in 85 tock.
R: P(65 < X < 85) =1 — P(]X — 75| > 10) > 1 —25/100 = 75%

3. Na dva nacina (Cebisev, CLI) ocenite, koliko nakljucnih studentov bi
morali izbrati, da bi bila verjetnost, da je povprecje njihovih rezultatov
med vkljucno 70 in 80 tock, vsaj 90%.

R1 (Cebisev): P(| 32 Xi/n —75| > 5) < 2 =1/n < 10%, torej n > 10.

— 25n

R2 (CLI): P(| S Xi/n — 75| > 5) =~ P(|Z] > v/n) < 10%, Rjer je Z ~ N(0,1), z
uporabo tabele za & sledin > 3.



Zgled
Povprecni rezultat standardiziranega preizkusa znanja je . = 74 tock, s
standardnim odklonom o = 14.

1. Preizkus piSe 25 ucencev. Ocenite verjetnost, da bo povprecni rezultat v
razredu visji od 80 tock.
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Zgled
Povprecni rezultat standardiziranega preizkusa znanja je . = 74 tock, s
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razredu visji od 80 tock.

R: P(X > 80) = P(XM];* > 15/7) = P(Z > 2.14) ~ 1.6%.

2. Ocenite podobno verjetnost Se za razred z 64 ucenci.

R: P(X > 80) = P(XM;;; > 24/7) = P(Z > 3.43) =~ 0.03%.

(Verjetnost se z vecjim Stevilom ucencev zmanjsal)
3. Ocenite verjetnost, da bo povprecna ocena v razredu z 25 ucenci za vsaj
2.2 tocki visja od povprecne ocene v razredu s 64 ucenci.

R: Zaradi neodvisnosti je
var(X — Y) = var(X) + (—1)?var(Y) = 196/64 + 196,/25 = 3.3%. Sledi

P(X—V>22)=P (X3 3Y > %) — P(Z > 0.67) ~ 25.14%.
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