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g) 11x* 4 24xy 4 4y* 4 54x 4 128y — 85 =0

h) 144x2 — 120xy + 25y® — 325x — 780y — 5915 =0

i) 25x2 + 2512 — 14xy — 1144/(2)x + 18/ (2)y + 18 = 0
§)18x% 4+ 8xy + 332+ 204 =0

k) —7x? + Ty* — 48xy + 110x + 20y — 75 =10
Dxt—2xy+3»*+2x—2y+1=0
m)x*—2xy+y»2+4x—4y +3=0
n)3x*+2xy+ 32+ 8x +6=0

0) 26x* + 1912 + 4/(2)xy + 4(1 — 64/(2)x — 4(3 + 24/(2))y + 68 =0
P 16x2 — 3yt —32x £ 16 =0

r) 4x? +y2—4xy+12xn6y-f—9=0

§) 25x* — 120xy + 144y* + 150x — 1539 — 360y = 0

§) 4x? 4 92 — 52x + 102y + 458 =0

t) 8x2 — 4/(2)xy + y* + 12¢/(2)x — 6y + 45 =0

u) 11x2 — 96xy + 3992 + 10x — 180y — 25 =0
Vxt+4xy +4y? —4x —8y +4=0

Z) 5x* 4+ T4xy + 5p° — 2664/(2)x + 1824/(2)y — 2198 = 0

XV/5. Pregled krivulj drugega reda

Ugotovi, v katero skupino krivulj drugega reda spada in kakino mnoZico tock
predstavlja krivulja, ki ima enacébo:

L#Q = V) + 20 + 72 + /@) — 62 = V@)X~ 6/2 + V) +
+29=0

2.3 +24/(xy + p* — 6x + 64/Q)y —24 =0
3. 2x% + 72xy + 23»* + 100x + 550y + 575 =0

 54x® — 4/ (2D xy + 712 + (404/(21) + 300)x + (80 — 150+/(21))y +
+1925=0

X2+ 2xy P+ 2+ 2y —T=0

x4+ 80)2 — 8/ (S)xy —2x + 8y/(S)y +1=0

L 3x2 — 2xy + 312 — 64/(2)x — 64/(Qy + 14 =0

L 25x% + 84/(2)xy + 11y? + 124/(Q)x + 6y +30 =0

. 110x2 — 44/(35)xy + 178y + (64/(35) + 20)x + (6 — 204/(35)y +23 =0
10. 93x® — 142y — 40/ xy + (324/(3) — 18)x — (8 + 724/(3))y — 19 =0

F S

o g0 3 &
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XVI. KOMBINATORIKA

XVI/1. Algebra mnozic

1. Podaj z elementi tele mnoZice:
a) cifre peti¥kega Stevilskega sestava,
b) vse trimestne dvojidke $tevilke (na primer 1 zapisi kot 001),
¢) vse produkte s po tremi faktorji s praSteviloma 2 in 3,
Bfas & =250 =102 10005
d) kompleksne ni¢le polinoma p(x) = x* —x2 + x — 1!
2. Izmed mnozZic A", Z, 2, Z in ¥ navedi tiste, v katere spadajo naslednja §tevila:
a) —2/3; b) =n%; ¢ 11; €) (cos 30° — i sin 30°)¢!
3. Ali je relacija pripadnosti »e« ekvivalenéna relacija? Utemeljitev!
4. Dana je mnoZica .# = {T(x, ¥); 2x + y > 1}. Navedi nekaj njenih elementov!
Ugotovi in zapisi, ali dane tocke leze v .4 ali ne:
T.(1,0), T.(1,—3), Ti(—1,3), Ti(—3 —1)
Nacrtaj sliko dane mnozZice v ravninskem pravokotnem koordinatnem sistemu!
5. Dana je mnoZica .# = {T(x, »); x* + 9y* < 9}. Navedi nekaj njenih elementov!
Ugotovi in zapisi, ali dane tocke lefe v .4 ali ne:
T.0,1), Ta(l, —1), Ta(—2,3, T.(3,0)!
Upodobi dano mnoZico v ravninskem pravokotnem koordinatnem sistemu!
6. Dani sta toki A in B ravnine X in pozitivno realno stevilo r > A4B. Kaj so slike
tehle mnozic:
a) & ={T;(AT+ BT=r)A(TeX)};
b) A ={T; (AT <r) A(T e Z)};
¢) # ={T; (|AT—BT| = AB[2) A (Te D)}?
&) Vravnini X sta dani premica p in zunaj premice to¢ka G. Kaj je slika mnozZice
P ={T;(GT=TT) A(TT, L p) A(Toep) A(Te Z)}?
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7. V kaknih medsebojnih relacijah so mnoZice 47, &, 2, &# in €7
8. Dane so mnozice: &/ = {a}, # = {a, b}, ¢ = {c, d}, @ ={a, c,d},in & = {b,
¢, d}. Ugotovi, ali veljajo trditve:

A A D, bB=9; ESF HELE!

9. Ali sta mnozici & = {a, b, ¢, e} in & = {c, b, a, a, ¢} med seboj enaki?

10. Katere izmed navedenih trditev so pravilne in katere so nepravilne (¥ je prazna
mnoZica):
)Y ¥} bw¥cfad; o¥e¥}
O acf{abl}; @ {aelad; ¥ ¢{ab)?

11. Naj bo Z# univerzalna mnoZica. Podaj z elementi naslednje mnozZice:
J?f={x;x+3=0}, % ={x;x*+4 =0},
.@={x;x2——3x—10=0}, D ={x;x=—x}!

12. Poidéi potenéno mnozico mnoZzice {1, 2}!

13. Doloéi potenéno mnoZico mnozice {{¥7}, 1, 2}!

14. Naj bo .4  univerzalna mnoZica, </ mnozica prastevil in & mnoZica sestavljenih
3tevil. Dolo&i mnozicama &7 in # komplementa!

15. Naj bo .4 univerzalna mnoZica. Dolo¢i komplementa mnoZicama:
a) o =(3k;keA}; b B={a—bj@a>bAbet}

16. V mnozici 32 igralnih kart oznalimo ase z &7, kriZe s ¢ in pike s &, Opili
naslednje mnoZice:

aZUA; bANP; o)A UZP; HANZ LU UP

17. Naj bo mnozica naravnih $tevil od 1 do 30 univerzum. V univerzumu sestavljajo
podmnozico < 3tevila, ki so deljiva z 2, podmnoZico # Stevila, ki so deljiva s 3,
in podmnozico € §tevila, ki so deljiva s 5. Podaj z elementi mnozice: &/ N %,
LINE BNE, BUE in L NBNTE!

18. # je univerzalna mnoZica, & ={x; —1=x=3}, # = {x;‘O <x<4} in
% = {x; 2 < x = 5}. Predoti dane mnoZice na 3tevilski premici in preveri:

) (FZUBHNE=FNEOUZEND);
b) (# NZ)UE = (4 U%)N (B U B

19. Naj bo Z univerzalna mnoZica. PokaZi, da je:

a) {x;x° + 14x* +56x +64 =0} ={x;x +2 =0} U{x;x +4 =0} U
U{x;x+8= 0};

b) {x;4V® =025} = {x;2x*—Tx? 4+ Tx —2 = 0} N {x; 7*+1 — 721 = 42};

¢) {x; 1008*=1 = 1} = {x; log x* - log x* = 6} N {x; x'°8% = x3/100}!

20. Kaj je unija mnotic {1, 2}, {2, 3}, {3, 4}, ... {m n + 1}, .2
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21. Dane so mnozice % ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, o ={0,1,2,3,4}, 3 = {0, 2,
 4,6,8}in% = {3, 4, 5, 6}. Poisi: ‘

a)o’; b ANE; ¢ (FNEY; HFUE;, A B—F)

22. Dane so mnozice % = {m, n, p, r, 5, t}, & = {m, n, p, r} in B = {m, p, s}.
Doloéi tele mnoZice:
a) &F — B b) B —f; ¢) (' UB) — (7 NB);
&) (F NE)—(F UB)

23. Dane so podmnoZice realnih Stevil % = {x; —1 < x < 6}, & = {x;0 < x < 3}
in# = {x; 1 = x < 5}. PokaZi, da velja:
a) (FUBY =" NF;
b) (# NBY =" UB)

24, Podjetje razpisuje 3 prosta delovna mesta za fizike, kemike in matematike.
Na prvem delovnem mestu ne more biti zaposlen matematik, na drugem pa ne
kemik. PrikaZi mnoZico vseh moZnih razporedov strokovnjakov na delovnih
mestih! Zapi$i podmnoZice razporedov,

a) v katerih je ve¢ matematikov kot fizikov ali kemikov,
b) v katerih delovna mesta zasedajo strokovnjaki razli¢nih strok,
¢) v katerih ni fizika,
€) v katerih je vsaj en kemik!

25. Oznati iskane podmnoZice prej¥nje naloge zapored z znaki #, 2, & in %!
Kaj potem pomeni:
a) ZN.7; by #Z U %, c) 2'; &) & d) P -7

26. Doloci grafitno presek danih mnozic v ravninskem pravokotnem koordinatnem
sistemu:
A ={T(x,y);2x—y+2=0},
B ={Txy;y+220}

27. Doloti grafiéno unijo in presek danih mnoZic v ravninskem pravokotnem
koordinatnem sistemu:
& ={T(x, y); 9x* + 25y* < 225}, B = {T(x, y); 9x* — 16y* > 144}!

28. Dani sta mnoZici: A = {T(x, y); y = x*—3x + 2},
N ={T(x, y); y = —x* + 3x—2}.
Naértaj v ravninskem pravokotnem koordinatnem sistemu slike mnoZic:
aH#;, AN OMNN; O M—N; A (M —N)—(HUN);
e) (A UAN)—(H NA); f) A NN, g) (A UA)!
29, Dano je nenegativno realno §tevilo r in totka S ravnine. Dologi presek tehle
dveh podmnozic ravnine:
{T; TS = r}in {P; PS = r}!

T ={T(x,»;x+2y—4=0},
D = {T(x,);3x +y—6=0}!
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*30. Naj bodo dane tri mnoZice: & = {a; }(a + a*) = 0},

*31.

*3;

& = {a; (—i/2) (e —a*) = 0},
€ ={o;|a| =1}
Nadértaj v ravnini kompleksnih §tevil slike mnoZic:
L, B, €, ANE—-B), FNEY, (LNHOUENEN!
DokaZi:
a) (FXNBHUEFND) == UB)NE U DY,
b) (FUBDNFLUBYWU (" UB)N (L UEY) =U;
) (FUBDHN(FUB)N (L UBN (L UB)=7";
D HFUBHN(FUDNEUD)=(FNBHU(FLND)UENF);
d) A —(BNE) =(F—B)U (L —%);
e) A — (A —(B—(B—F) = NBNEF!

XVI/2. Preslikave in mo& mnoZice

Pokazi, da obstaja obratno enoli¢na preslikava med mnoZico zaporednih §tevil
{1, 2, ..., 25} in mnoZico {a, b, ..., #} vseh &k slovenske abecede!

. Ali obstaja obratno enoli¢na preslikava:

a) med mnoZico ulencev {Igor, Irena, Sonja} in refema {stol, klop},

b) med mnoZicama tock dveh koncentri¢nih kroZnic z razli¢énima polmeroma,

¢) med mnoZico kompleksnih Stevil @ + a@’i in mnoZico nenegativnih realnih
Stevil 4/(a® + a’®)?

PrikaZi obratno enoli¢no preslikavo med mnoZicama:

a) {1,2,3,4,...}in {3,6,9,12,...},

b) pozitivnih celih Stevil in negativnih celih Stevil,

¢) celih Stevil in naravnih $tevil!

. Kaksne so preslikave med mnoZicama &f = {q, b, ¢, d} in & = {p, q, r} v pri-

merih:

a) b) *c)
@twa I~ A Jo
O & OP<
(=0 B T o
o o il o1

5. Kaksne so preslikave med mnoZicama &7 = {1, 2} in & = {p, g, r, s} v primerih:
a) b) *c)

=

vd

Qe

@ @]
@ @

I~

©®O O
©OOB

®OE

Sl 4 SL 5 Sl 6

6. Kak3ne so preslikave med mnoZicama &7 = {1, 2, 3) in# = {4, 5, 6} v primerih:

a) b)

*¢)
r0) @
v T
o - |o

s1. 7 ' sl 8 SL. 9

N
&
Q0o
555

@
@
Gr

*7. Opisi preslikave {1 —» B, g: B > € inh: ¥ - 9

@ 7.
S ‘
ol—_ | G @ ®
@ : O]9
®/ @ Sl 10
o f s — & s h 2

8. ZaloZba ponuja v nakup tri knjige A, B in C, izmed katerih se za A odlodi
630, za B 520, za C 487, za A in B 125, za A in C 150, za Bin C 112 ter za A
B in C 50 narotnikov. Koliko je vseh naroénikov? Koliko je narognikov za A,
pa ne za B, in koliko za C, pa ne za A? Koliko je naroénikov za A ali B, pa ne
za C, in koliko za B, pa ne za A ali C?

)
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9. Deset znancev je ob nekem srefanju ugotovilo, da vsi p‘rebirajo revije _A, B ir{ _C 3.2) Zapisi kot razporede permutacije mnoZice 4”4, Oblikuj Se vse permutacijc
in sicer samo A dva, samo B eden, samo C eden, A in B eden, A in C trije, ) s ponavljanjem te mnoZice!

B in C &tirje. b) Koliko jih je?
a) Koliko izmed njih bere vse tri revije?
b) Koliko jih prebira B in C, pa ne A, koliko pa A in B, pa ne C?
¢) Koliko jih prebira A ali C, pa ne B?

4. Napravi vse permutacije — razporede elementov danih mnoZic:
a) {1,2,3,4}; b) {A, I, M, R}!
Pri oblikovanju permutacij &érk vzamemo kot osnoven razpored tisti razpored,

& Koliko jih prebira ali A in B ali A in C? v katerem so &rke urejene po abecednem redu.

10. Dijaki v razredu lahko obiskujejo literarni, marksisticni in enega od jezikovnih 5. Zmnosi:
krozkov (latinskega ali nemskega). Le 5 dijakov ne obiskuje nobenega kroika, y :
sicer pa po en krozek: literarnega 4, marksistitnega 3, latinskega 1 in nemSkega 4; a) ( 1y 2) ( 1; 2)_ b) ( 1. 2 3) (1, 2.3 T 1,2, 3\ f1:2, 3
po dva krozka: literarnega in marksisticnega 2, literarnega in latinskega 3, 2, 1/%\2,1})° 2,31/ \1.2, 3) (1, 2, 3) (2, 3, 1)’
literarnega in nemskega 1, marksisti¢nega in latinskega 2, marksistinega in 1,2,3,4,5\(1,2,3,4,5 b o Aok vl
nem3kega 5; in po tri krozke: literarnega, marksisti¢nega in latinskega 1, lite- ) (2, 415, 3) (3 451, 2); ) (b: ' c) (c’ b d a)'

rarnega, marksistiénega in nemskega 3.
a) Koliko je vseh dijakov?
b) Koliko jih obiskuje posamezne krozke? 128 1,2,3,4,5,6\. a b, c a, b, e de

- ar . . s Lewo v g . . . . ., a)z]’ b)36421 b c) ; é) !
¢) Koliko jih obiskuje marksisti¢ni ali latinski, pa ne literarni kroZek? » »6,4,2,1,5
& Koliko jih obiskuje literarnega, pa ne marksistiéni ali latinski krozek?

11. Z mno¥icama =/ = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, # = {1,2,4,8, 16,32, 64} napravi
unijo in presek in pokazi, da velja glede moci tale formula:

6. Poi3ci obratno permutacijo:

XVI/4. Preslikave kon¢ne mnoZice v drugo konéno mnozZico

m(sZ U B) + m(sZ N B) = m() + m(B)! 1. Zapisi s funkcijskimi tabelami vse preslikave:
*12, Poka#i s sliko, da velja: a) mnoZice A"y v mnozico # = {x, y} (variacije s ponavljanjem reda 4 iz dveh
m(sZ U B UE) = m(L) + m(B) + m@) —m(A N B)—m(/ NE)— Cleaedtow),
—m(@BNE) +mF NEZNE)! b) mnoZice A"y v mnoZico A", (variacije s ponavljanjem reda 2 iz §tirih ele-
mentov),
¢) mnozice A3 v mnoZico & = {a, b, ¢} (variacije s ponavljanjem reda 3 iz treh

elementov)!

XVI/3. Permutacije kon¢ne mnoZice ; i o
Dobljene variacije podaj tudi kraj$e samo z drugimi vrsticami tabel!

1. Zapisi vse obratno enoli¢ne preslikave mnoZice .#"; nase! Preslikave podaj 2. Podaj z drugimi vrsticami funkcijskih tabel vse preslikave:
najprej s funkcijskimi tabelami, nato pa kraj$e le z dfugun: vrsticami tabel a) f: A"y = A", (variacije s ponavljanjem reda 5 iz dveh elementov),
kot razlitne razporede elementov dane mnoZice! NariSi tudi ustrezne grafe! b) g: N5 = & = {a, b, c} (variacije s ponavljanjem reda 2 iz treh elementov),
2. Zapisi: ¢) h: A3 = A5 (variacije s ponavljanjem reda 3 iz treh elementov)!
a) vse obratno enoli¢ne preslikave mnoZice 4”5 nase in 3, Zapisi s funkcijskimi tabelami injektivne preslikave (glej nal. 5 iz pogl. XV1/2):
b) vse preostale preslikave mnoZice A", vase! a) mnoZice A", v mnoZico 4", (variacije brez ponavljanja reda 2 iz itirih ele-
¢) Koliko je vseh preslikav mnoZice z dvema elementoma vase? mentov), .
V primerih a) in b) podaj preslikave najprej s funkcijskimi tabelami, nato pa b) mnoZice A3 na mnozico & = {a, b, ¢} (variacije brez ponavljanja reda 3
krajse le z drugimi vrsticami tabel kot razli¢ne razporede elementov dane mno- iz treh elementov ali permutacije mnoZice .%7)!
¥ice! Narisi tudi ustrezne grafe! Dobljene variacije podaj tudi samo z drugimi vrsticami tabel!
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4. Zapigi kot nabore variacije brez ponavljanja:
a) reda 3 iz elementov mnofZice {1, 2, 3, 4};
b) reda 2 iz elementov mnoZice {a, b, ¢, d, e}!

5. Izmed variacij brez ponavljanja razliénih redov mnoZice ¢rk {A, I, L, S, V}
izberi nekaj takih, ki imajo v slovenskem jeziku besedni pomen (npr. LIV,
SILA itd.)!

Prav tako v primeru {I, K, N, O, P, T}!

XVI/5. Osnovni izrek kombinatorike

1. Na koliko naéinov lahko opremi$ sobo s sliko in plastiko, ¢e izbira§ med 5 sli-
kami in 3 plastikami? Narii tudi ustrezno kombinatori¢no drevo!

2. Nekdo ima v garderobi 4 pare devljev, 2 obleki in 3 razli¢na pokrivala. Na koliko
nadinov se lahko s tem obuje, oblede in pokrije? Narii tudi ustrezno drevo!

3. Iz izhodiséa 0 se za&nemo pomikati za enoto v levo ali desno po osi x, Pot se
konda v tockah 2 ali —2 ali ko pridemo drugi¢ v tocki 1 ali —1. Z uporabo
kombinatoriénega drevesa doloéi $tevilo takih poti!

4, Sahista A in B se merita v dvoboju. Dvoboj se konéa z zmago tistega, ki dobi
dve partiji, ali pa neodloeno po dveh remijih. Z uporabo kombinatori¢nega
drevesa ugotovi, na koliko na¢inov lahko odigrata dvoboj?

5.1z Zagreba v Ljubljano lahko pride§ z avionom, avtobusom ali vlakom, iz
Ljubljane v Postojno pa z avtobusom ali vlakom. Na koliko nadinov lahko
prides iz Zagreba v Postojno?

6. Iz kraja A v kraj B in nazaj pelje pet avtobusov, iz kraja B v kraj C in nazaj
pa trije. Na koliko natinov lahko pride§
a) iz A v C skozi B,
b) iz A v C skozi B in nazaj,
¢) iz A v C skozi B in nazaj, tako da nazaj grede ne uporabi§ istega avtobusa?

7. Na koliko nacinov lahko ekipa 5 enakovrednih 3ahistov doloéi igralca na L
in IL. deski?

8. Na koliko nacéinov lahko desetélanski odbor izvoli predsednika, podpredsednika
in blagajnika?

9. Deklici sta nabrali na travniku 15 marjetic, 18 kaluZnic, 17 lu¢k in 23 tulpik.
Na koliko nacinov si lahko razdelita cvetke? Upostevaj, da pri razdelitvi lahko
ena ali druga deklica ne dobi nobene cvetke!

10. Dva vneta gobarja sta nabrala n; jurckov, n, lisick, ng turkov, ..., n, karZljev.
Na koliko nadinov si lahko razdelita gobe, ¢e naj dobi vsak vsaj m, jurékov,
m, lisick, m, turkov, ..., my karzljev?

11. Dolo¢i Stevilo vseh deliteljev Stevila 720!

12. Doloti Stevilo vseh deliteljev danega naravnega §tevila n, ki ga je mogoe takole
razcepiti v produkt potenc pragtevil:

/4 = pilpfe ... p /V &ﬂm

. lf;zoliko Je vseh preslikav mnoZice 4”3 v mnoZico A", to je naborov po 3 elementov

noZice 4”5, koliko pa vseh preslikav mnozice A", v mnoZico A737 Koliko je
v drugem primeru injektivnih preslikav (glej nal. 5 iz pogl. XVI/2)?

14. 1z Zare z n razliéno ofteviléenimi kroglicami r-krat izvle¢emo kroglico. Koliko
je vseh naborov Stevilk,
a) Ce kroglico po vsakem izvlefenju spet vrnemo v Zaro,
b) Ce izvledenih kroglic ne vratamo v posodo?
Ali je potrebna za r kaka omejitev?

15. Na koliko naginov lahko iz kupa 32 kart potegnemo zapored 3 karte,

a) Ce izvleene karte vratamo,
b) &e izvleenih kart ne vraamo?

16. Na koliko na¢inov je mogode vregi tri igralne kocke? Koliko je metov, ki po-
kazZejo razli¢no 3tevilo pik na posameznih kockah?

17. Morsejevi znaki sestoje iz pik in ¢rtic posamic ali v sestavi po 2, 3, 4in §
elementov skupaj. Koliko je vseh znakov?

18. Na stavnem listu $portne stave je treba 12 mest v stolpcu izpolniti s ciframi
0, 1, 2 glede na predviden neodlogen rezultat oz. zmago prvega ali drugega
nogometnega partnerja, Koliko je vseh moZnosti? Koliko je moZnosti, & z
gotovostjo pri€akujemo neodlogen rezultat dveh partnerjev in zmage treh prvih
in dveh drugih mostev? Koliko je moZnosti, & izvzamemo moZnost poraza

Stirih na prvih mestih zapisanih partnerjev ter moZnost neodlodenega izida v
dveh sreCanjih?

19. Koliko 3tirimestnih Stevilk lahko zapi¥emo s ciframi 3, 4, 5? Koliko §tevilk se
zaéne s cifro 5?

20. Koliko je vseh petmestnih desetiskih Stevilk (0 kot prvo cifro izvzamemo)?
Koliko jih je z zadnjo cifro 0 in koliko s prvima dvema sodima ciframa?

21. a) Koliko trimestnih $tevilk lahko zapiiemo s ciframi 1:3; 5.6, 8,92
b) Koliko teh stevil je sodih in koliko lihih? v
¢) Koliko je veckratnikov dtevila 5?

22. Redi prejinjo nalogo v primeru, da se cifre ne ponavljajo!

23, Koliko trimestnih Stevilk lahko zapifemo s ciframi 0, 2, 4, 6, 8 (0 kot prvo
cifro izvzamemo)
a) s ponavljanjem cifer, b) brez ponavljanja cifer?
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24. Koliko $tevil, vegjih od 3000 in manj$ih od 5000, dobi’ s sedmimi ciframi 0, 1,
2,3,4,5, 6, e se cifre
a) lahko ponavljajo, b) ne ponavljajo?

25. Koliko petcifrnih Stevilk lahko zapiSemo s Stevilkami 1, 3, 5, 18, 70?

26. Iz &rk besede BEOGRAD sestavljamo »besede« — skupine s tremi razliénimi

&rkami.

a) Koliko »besed« lahko sestavimo?

b) Koliko »besed« lahko sestavimo le iz soglasnikov?
¢) Koliko »besed« se zalne in konca s soglasnikom?
&) Koliko »besed« se konéa s samoglasnikom?

d) Koliko »besed« se zadne s érko D?

¢) Koliko »besed« vsebuje érko R?

27. S koliko znaki se lahko sporazumevajo skavti z uporabo 5 raznobarvnih za-
stavic, ki jih razvriajo po 3 eno za drugo? Koliko znakov sestavijo z raz-
vr$¢anjem po 5 ali manj zastavic eno za drugo (signal z ni¢ zastavicami izvza-
memo)?

28. Koliko razli¢nih vrst vozovnic mora natisniti ZelezniSka uprava za relacijo,
na kateri je 77 kolodvorov in postajali¢?

29, Za neko relacijo mora uprava natisniti 5852 razliénih vrst vozovnic, Koliko
ima ta relacija postajali¥&?

30. Pri katerih n je:

a) V2=1380; b) ¥Vi=360; ¢ Vi,=3n O3-Vi,=V2?

31. Pri katerem $tevilu elementov je Stevilo variacij brez ponavijanja 4. reda dva-

kratnik Ztevila variacij brez ponavljanja 3. reda (2. reda)? !

32. Pri katerem &tevilu elementov je 3tevilo variacij brez ponavljanja 2. reda za k
manjse od §tevila variacij s ponavljanjem 2. reda?

XVI/6. Stevilo permutacij kon¢ne mnoZice

1. Na koliko natinov lahko prispejo trije povabljeni A, B in C na obisk? Zapisi
te moZnosti?

2. Kodarkarska peterica se postavi v vrsto, da pozdravi publiko. Na koliko naginov
se igralci lahko razvrstijo?

3. V steklenici je n razliénih (enakih) kroglic. Na koliko naginov jih lahko stresemo
iz steklenice, e gre skozi grlo steklenice hkrati le ena kroglica?

4. Mati ima sedem dopoldanskih opravil: pri zobozdravniku, pri §ivilji, v knjiZnici,
v $oli, na trgu, v mlekarni in obisk pri star§ih. Na koliko naCinov lahko vse
opravi, ¢e gre najprej k zobozdravniku?
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5. Koliko permutacij mnozice {1, 3, 5, 7, 9}
a) se zacne z 9,
b) se ne zadne niti z 1 niti s 3,
¢) se ne konda s 757
*6. Iz osnovnega razporeda ¢rk poiséi:
a) 43. permutacijo ¢rk {I, K, L, O, R};
b) 117. permutacijo &rk {A, M, N, O, R};
¢) 581. permutacijo érk {D, I, K, N, R, U}!
*7, Katere permutacije osnovnega razporeda &rk so besede:
a) LISA, SILA; b) ARHIV, VIHAR; ¢) MONTER, REMONT?
8. Zapidi in prestej permutacije s ponavljanjem znakov:
a) A! A, M, N; b) As A: A: R, R; c) +9 +s +, +: ] _"'!
9. Koliko je permutacij s ponavljanjem &rk besede:
a) KROKAR; b) FILOZOFIJA; ¢) BARBARA?
10. Koliko je vseh razporedov 8 krogel, med katerimi je 5 belih, 3 so pa &ne?
11. Na koliko nacinov lahko razvrstimo 9 zastavic, med katerimi so 3 zastavice bele,
4 rdee, 2 sta pa modri?
12. Na koliko nacinov lahko nastane produkt x®y7 iz posameznih faktorjev x in y?
13. NapiSi in preStej permutacije s ponavljanjem mnoZice 4", v katerih nastopa
en element trikrat (v katerih nastopata dva razli¢na elementa)!
14. Koliko je permutacij in 8¢ vseh permutacij s ponavljanjem:
a) mnozice A y; b) mnozice A g; ¢) mnozice 47,7
Posplosi rezultat!
15. Na koliko naéinov lahko razporedimo 9 knjig na polici,
a) ¢e morata dve doloceni knjigi stati skupaj,
b) ¢e morajo tri doloene knjige stati na dolo¢enem koncu?
16. Na koliko naéinov lahko razporedimo na polici 3 leposlovne knjige, 4 ucbenike
in 2 strokovni knjigi,
a) e morajo istovrstne knjige stati skupaj,
b) ¢e morajo le uébeniki stati skupaj?
17. Na koliko nadinov lahko sede v vrsti 3 mo%ki in 4 Zenske:
a) pri poljubni razporeditvi,
b) &e naj sede moski skupaj in Zenske skupaj,
¢) ¢e morajo le moski sedeti skupaj,
€) ¢e morajo Zenske sedeti na lihih mestih?

18. Na koliko nacinov lahko razporedimo za ravno mizo 5 mogkih in 2 Zenski,
¢e naj ti dve ne sedita skupaj?
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19. Na koliko naCinov lahko sedi za okroglo mizo 6 oseb?

20. Na koliko nadinov lahko sede za okroglo mizo 3 moski in 2 Zenski:
a) pri poljubni razporeditvi,
b) &e morata dva dolofena moska sedeti skupaj,
¢) Ce Zenski ne smeta sedeti skupaj?

¥21. Kvadrat, ki ima dolZino stranice enako naravnemu $tevilu n, razdeli s kvadratno
mreZo n® enotskih kvadratov. Skrajnje levo spodnje oglis¢e naj bo O, skrajnje
desno zgornje oglis¢e naj bo K. Telo T se lahko giblje le po stranicah in po
diagonalah enotskih kvadratov tako, da se ves ¢as priblizuje cilju K. Na koliko
nacinov lahko pride telo Tiz O v K?

22. Dokazi, da je izraz (n*)!/(n!)" naravno itevilo!
1

n—1

1 1 .
23. Dokazi, da je izraz (1 + - +5 + oo+ ) « (n — 1)! ve€kratnik naravnega
2

Stevila n, Ce je n lih!

XVI/7. PodmnozZice kontne mnozice

1. Napravi vse podmnoZice s tremi elementi mnoZice {a, b, ¢, a, §, y}!
2. Pri katerih n velja:
2)4CE=Chia; b Cop=15; 0o jCrl=Cl,; 9 Ci=jch
3. Na Sahovskem turnirju sodeluje 15 igralcev. Koliko partij bo odigranih, &e
igra vsak z vsakim po eno partijo?

4.V vrecki so 4 bele in 3 rdeCe kroglice razli¢nih velikosti. Iz vrecke izvleCemo
3 kroglice hkrati. Koliko je razli¢nih izborov:
a) ne glede na barvo kroglic,
b) 2 belih in 1 rdede kroglice,
¢) kroglic enake barve?

5. Na nekem sprejemu je bilo 15 medsebojnih predstavitev. Koliko ljudi se je
srecalo?

6. Koliko tetiv je dolocenih z 10 (#) tolkami kroZnice?
7. Koliko konveksnih kotov dologa » poltrakov iz skupne tocke?
8. Koliko kotov doloca n premic ravninskega Sopa?

9. Koliko trikotnikov je doloenih z n totkami, med katerimi ni nobena trojica
na isti premici?

10. V ravnini je danih # > 3 toCk, od katerih nobena trojica ne leZi na isti premici
in nobena Cetverica na isti kroZnici. Koliko razli¢nih kroZnic doloca teh n tock?

11. Koliko paralelogramov nastane, &e presekamo skupino 4 vzporednic z drugo
skupino 7 vzporednic?
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12. V ravnini je 7 premic, izmed njih so si 4 vzporedne. Koliko presediss najved
dologajo?

13. Koliko presetis¢ dolofa n premic v ravnini, med katerimi je m vzporednic,
Ce gresta skozi vsako preseis&e natanko dve premici?

14. Koliko razli¢nih premic doloda # todk v ravnini, &e je med njimi m kolinearnih?

15. V koliko tockah se sekajo diagonale konveksnega n-kotnika, ¢e nobena trojica
diagonal ne gre skozi isto to¢ko?

16. Elektronski radunalnik bere znake s kartice, na kateri je mogode vsak stolpec
preluknjati v 12 vrsticah. Najveg tri luknjice v stolpcu dolo¢aio en znak. Koliko
razliénih znakov se da sestaviti?

17. Izmed treh inZenirjev in 7 tehnikov je treba sestaviti komisijo 2 inZenirjev in
3 tehnikov. Na koliko na&inov je to mogode.
a) Ce je lahko vsak ¢élan komisije,
b) Ce mora biti en doloen inZenir v komisiji,
¢) e dva dologena tehnika ne smeta biti v komisiji?
18. Odbor ima 25 ¢lanov, med njimi so 4 inZenirji. Na koliko na&inov lahko sestavijo
3 ¢lansko komisijo, v kateri naj bo vsaj 1 inZenir?
19. Student naredi izpit, & odgovori vsaj na 4 vprafanja, ki jih izbere z listka, na
katerem je 6 vpraanj.
a) Na koliko nacinov lahko opravi izpit?
b) Koliko moZnosti je, ¢e mora odgovoriti na prvi dve vpraganji?
¢) Koliko moZnosti je, e mora odgovoriti vsaj na dve od prvih treh vpra$anj?
20. Na koliko razli¢nih na¢inov lahko postavimo na $ahovnico pet trdnjav tako,
da se ne napadajo,
a) Ce so vse trdnjave povsem enake med seboj,
b) &e so trdnjave opremljene z razli¢nimi znaki?

21. Na koliko nacinov lahko porazdelimo n = mty -+ my + ... - m, elementov v k
urejenih predalékov po my v prvi, po m, v drugi predaldek itd. (vrstnega reda
elementov v predalckih ne upostevamo)?

22. Na koliko nadinoy lahko porazdelimo n = km elementov v k urejenih predaldkov
po m elementov v vsakega (vrstnega reda elementov v predalkih ne uposte-
vamo)? Koliko je porazdelitev, ¢e predalgki niso urejeni?

23, Dokazi, da je izraz (ab)!/((a!)?h!) naravno §tevilo! Prav tako za izraz (ab)V/((b'2a").
a in b sta naravni Stevili,

24. Na koliko nacinov lahko porazdelimo » elementov v k urejenih predalékov,
Ce je v vsakem predalku lahko poljubno 3tevilo elementov? Koliko je porazde-
litev elementov mnoZice A4"; v dva predaléka? Zapisi jih!

25. Na koliko naéinov lahko 15 vojakov hkrati razvrstimo
a) na dve straZarski mesti po 7 na prvo in 8 na drugo,
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26.

27.

28.

29,

30.

31.
32.

33,
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b) na tri straZarska mesta po 4 na prvo, 6 na drugo in 5 na tretje strazarsko
mesto?

Na koliko nadinov lahko 10 igrad razdelimo trem otrokom, ¢e naj najmlajsi

dobi 4 igrace, druga dva pa po 3?

Nogometno moitvo mora odigrati do konca prvenstva $e 5 tekem, v katerih

planira 2 zmagi, 2 poraza in en neodlogen rezultat. Na koliko nafinov lahko

realizira plan?

Na koliko nadinov lahko razdelimo 24 kart

a) med 4 osebe tako, da dobi vsak 6 kart,

b) med 6 oseb tako, da dobi vsak 4 karte?

V Zari je 9 krogel. Na koliko nadinov lahko trikrat zapored izvletemo po tri
krogle, e izvleCenih krogel ne vrafamo v Zaro?

Na koliko naéinov lahko 6 knjig razdelimo

a) med tri uéence tako, da vsak dobi 2 knjigi,

b) v tri skupine po 2 knjigi, ¢e ni vaZen vrstni red skupin?

Koliko reitev v naravnih $tevilih ima enatba x + y + z + v = 10?

Koliko resitev v naravnih $tevilih ima pri danem naravnem §tevilu z tale enacba
z r neznankami x;:

X+ x4+ ...+ x =n?

Koliko re§itev ima v mnoZici naravnih $tevil enatba x +y +z 4+ v = 28, e
veljajo obenem pogojix >4,y > 5,z2>6,v > 77

XVI/8. Binomski izrek

. Razvij po binomskem izreku:

1
a) 2a— 1% b) (g b E) - ¢) (ab — c%)®; O (A 446N

X

d) (V@) —+/0)% e (1+a)% f) (e + e )%

. Izratunaj:

b) 2 +i)° + 2 —);
O G +v/OP—CB—v3)

a) (v + 1)® + (/@) —1)%
o) {4 Dh— (a— 1%

. Napisi:

a) peti &len v razvoju (x% — y*)19;

b) Cetrti &len v razvoju (a + 4/ (5))%;
1118

¢) deseti &len v razvoju (x —_ ;) 3

&) ¥esti &len v razvoju (1 — 4/(a))°;

2 b2. 8
d) tretji ¢len v razvoju (-— + —) 5
b a

e) k-tiflen vrazvoju (@ + )", 1 =k = n!

5. Izratunaj:
a) 1:02%;
6. Razvoj (a + by = (g) a"b® + (T) a1pt + ..+ (f) a4 ...+ (:;) a’br

lahko zapi$emo z uporabo sumacijskega simbola takole:
n

(a+ by = Z (f) by,

r=0

b) 1-001¢; c) 0:97%; & 994!

Binomski izrek lahko posplogimo:
n!
(e + x5 4+ oo + x)7 =Z——+—- Xxa L x " Kjer je rq g + ...
rlrgtoorg!

... + Iy = n, upostevati pa moramo vse mogoce seitevke z vsoto 7 (0 < r; < n).
Izratunaj (x + y + z)®
7. a) Poiti ¢len, ki vsebuje faktorja all in b, v izrazu (2a° — 3ab?® + )8!

e w

b) Poisci Clen, ki vsebuje faktorja x? in »%, v izrazu (xy — y® + z3)%1
8. Kolik3en je koeficient pri x'? v razvoju izraza (1 + x5 4+ x7)20?

2n
9.1z enakosti (1 +u+ u®)" =ay+ ayu+ au® + ... + ag,u® = 3 auf sledi

a, = ay,_j. DokaZil =0
10, Miirisi peaf Finkeie () = (;’) % =0,1,2...1 zat
a) n=4; b) n = 5.

11. Na koliko naginov lahko osebek podeduje kvedjemu » dednih lastnosti?
12. Koliko je vseh deliteljev Stevila 11907

13. Otrok ima pet kovancev: za 5 par, za 10 par, za 20 par, za 50 par in za 1 dinar.
Koliko razliénih denarnih vrednosti lahko sestavi s tem premoZenjem?

14. Na koliko nacinov lahko profesor izmed 8 dijakov poklie enega ali ve dijakov?
15. Na koliko nacinov lahko izmed 11 znancev povabi} 3 ali ve¢ od njih na zabavo?

16. Stevila Pascalovega trikotnika imajo mnogo zanimivih lastnosti. Izpelji naslednji
formuli:

D+@+C)smm (el @
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17. Dokazi tole lastnost binomskih simbolov:
m m—1

“(0)==(=1)

18. Doka?i enakost:
2n 2n 2n . . A%nta

16(2)+32(4)+... +8(2n—2)(2n_2)+8 2 = 5+ 2%
19. Ce je izraz a? — 1 deljiv s prastevilom p, je deljiv tudi s kvadratom p?. Doka#i!
20. Dokazi, da za n = r velja:

§ k r r+1 r+2 my _ (n+1
2 )=+ 0T)+ () 4+ ()= (1)
k=r
Uporabi lastnost binomskih simbolov:

s s \__(s+1 _
(r)+(r+l)4(r+1)2as-—-r+1,r+2,...n.
Kaj ti da gornja izpeliava za r = 1?7

21. Razvij v zvezi (cosp + ising)® =cosnp +isinng levo stran z uporabo
binomskega izreka! Kateri zanimivi formuli dobis, ¢e primerja$ realni in ima-
ginarni komponenti na obeh straneh?

22. Dokazi zvezi:
4m dm 4m 4m _
o (7)=(5)+(5) =~ (n ) =0
4m 4m 4m dm\ ”
D (5)=(7) +(5) =+ (i) -9
23. Izvedi formule:

ik(2)=(’l’)+2(g)+...+n(ﬁ)=n-2"‘1,

k=1
2/&(1: —1 (Z) = nn— 12, ...

jk(k—l)...{k—m & 1)(Z)=n(iz—1)...(n——m + 1.2
k=m

24. Izvedi s sklepanjem tole zvezo:

(o) + )+ = ()

25. Iz enakosti: (1 + x)" (1 + x4 = x"(1 + x)?, (x = 0) izvedi formulo:
2\ (n\* | [n\? n\2
()= + () -+ (2)
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XVIL YERJETNOSTNI RACUN

XVII/1. Dogodki in algebra dogodkov

1. Dve krogli x in y lahko razporedimo v predale I, 11, TII na veé nadinov. Vsako
tako razporeditev imamo za elementarni dogodek.
a) Zapidi vse elementarne dogodke, tj. osnovno mnoZico dogodkov!
b) Prestej elementarne dogodke in tudi izraunaj to Stevilo!
¢) Koliko je vseh dogodkov?

Zapisi naslednje dogodke:
&) &/ = {prvi predal je prazen},
d) # = {v drugem predalu je natanko ena krogla},
e) % = {drugi ali tretji predal je prazen},
f) @ = {drugi in tretji predal sta prazna}!
gPoiti: A UB, I NB, FUE A NDins
Kateri izmed teh dogodkov je gotov dogodek in kateri nemogoé?
h) Kateri izmed dogodkov % in 2 je natin drugega?
2. Tri krogle x, y, z porazdelimo v predala I in II. Vsako tako razporeditev Stejemo
za elementarni dogodek.
a) Zapii osnovno mnozico dogodkov in jih preste;!
b) Opi8i in napisi dva sestavljena dogodka!
¢) Poii unijo in presek teh dveh dogodkov!

3. Dve enaki krogli x in x lahko razporedimo v predale I, II, ITI na ve& nadinov.
Enaki razporeditvi imamo za isti elementarni dogodek.

a) Zapidi vse elementarne dogodke!
b) Koliko je elementarnih in koliko vseh dogodkov?

Zapisi naslednje dogodke:
¢) &/ = {prvi predal je prazen},
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&) # = {v drugem predalu je samo ena krogla},
d) € == {drugi ali tretji predal je prazen},
e) & = {drugi in tretji predal sta prazna}!
f)Poisti: A UZRB, ANAB,AUE, NG ingd!
Kateri izmed dogodkov je gotov dogodek in kateri je nemogo&?
g) Kateri izmed dogodkov % in & je nadin drugega?

4. Tri enake krogle x, x, x porazdelimo v predala I in II. Dve enaki razporeditvi
imamo za isti elementarni dogodek.
a) Zapisi osnovno mnozico dogodkov in jih prestej!
b) Opisi in napisi dva sestavljena dogodka!
¢) PoisCi unijo in presek teh dveh dogodkov!

5. Zapidi osnovno mnoZico elementarnih dogodkov poskusa: dinar vriemo dva-
krat! Upostevaj vrstni red, v katerem padeta grb in Stevilka!

a) Izrazi z clementarnimi dogodki naslednja sestavljena dogodka: &7 = {dinar
je padel obakrat na isto stran}, # = {padel je natanko en grb}!

b) Napisi Se algebro dogodkov!

6. Zapidi vse elementarne dogodke poskusa: dinar vrZemo trikrat! Upogtevaj
vrstni red, v katerem padeta grb in Stevilka! Izrazi z elementarnimi dogodki
naslednje sestavljene dogodke: &/ = {vsaj dvakrat je padel grb}, & = {vsaj
enkrat je padla 3tevilka}, ¥ = {v zadnjem metu je padla stevilka}, & = {dinar
je padel vsaj dvakrat zapored na isto stra,n}, & = {dinar je padel izmenoma
na razliéne strani}, # = {vsaj enkrat je padel grb}!

7. Dva strelca zapored ustrelita v taro in jo zadeneta ali zgrefita. Zadetka oz-
naimo s p, in p,, zgresitvi pa s ¢, in g, kjer indeksa naznalujeta strelca. Zapisi
osnovno mnoZico elementarnih dogodkov in naslednje dogodke: & — {prvi
strelec zgredi}, & = {oba strela se enako izideta}, ¥ = {izida obeh strelov sta
razligna}, @ = {vsaj en strelec zadene}!

8. V Zari so Stiri oSteviléene krogle: 1, 2, 3, 4. Iz Zare izvleCemo hkrati dve krogli.

Rezultat poskusa je elementarni dogodek.

a) Zapidi vse elementarne dogodke!

b) Zapisi z ugodnimi elementarnimi dogodki naslednja sestavijena dogodka:
& = {izvleeni krogli sta oznafeni z lihima S$teviloma}, & = {izvleteni
krogli sta oznafeni s sodima Steviloma}!

9, Iz mnoZice {1, 2,3,4, 5} izberemo najprej eno, nato pa iz preostalih Stirih ¥e
eno Stevilo.

a) Zapisi osnovno mnoZico elementarnih dogodkov!

b) Napisi sestavljeni dogodek: &/ = {izbrali smo dve sodi Stevili}!
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10. V Zari so &tiri ofteviléene krogle: 1, 2, 3, 4. Iz 7are potegnemo kroglo in jo
vrnemo, nato potegnemo $e eno. Rezultat poskusa je elementarni dogodek.
a) Zapisi mnoZico vseh elementarnih dogodkov!
b) Napidi $e sestavljena dogodka: & = {izvleeni krogli sta oznaZeni z lihima
§teviloma} in# = {izvieéeni krogli sta oznadeni s sodima Eteviloma}!
11. Dvigalo v osemnadstropni stolpnici starta s 6 potniki. Razporeditev potnikov
po nadstropjih je elementarni dogodek.
a) Na koliko razli¢nih naginov se teh 6 ljudi lahko porazgubi v 8 nadstropij,
tj. koliko je vseh elementarnih dogodkov?
b) Koliko je vseh dogodkov?
12. Razporeditev r odtevildenih krogel v p odteviléenih predalov imamo za elemen-
tarni dogodek.
a) Koliko je elementarnih dogodkov?
b) Koliko je vseh dogodkov? _
13. Prebivalstvo nekega naselja lahko klasificiramo po spolu v moike in Zenske,

po starosti pa v polnoletne in nepolnoletne. Slucajen izbor motkega prebivalca
kot dogodek oznadimo z .#, polnoletnega pa s &2, kaj pomenijo dogodki:

MP MDD, MNP, MNP in ' NP
14. o7, &, % naj bodo trije poljubni dogodki. Poiiéi izraze za dogodke, sestavljene
iz teh treh dogodkov:
a) & = {nastopi samo dogodek .27 L
b) % = {nastopijo vsi trije dogodki},
¢) Z = {nastopi vsaj eden izmed dogodkov},
&) #" = {nastopita dogodka <7 in &, toda ne 3

XVII/2. Verjetnost dogodka in aksiomi verjetnostnega ra¢una

1. Iz besede MATEMATIKA izberemo sluajno neko érko. Izbor érke je elemen-
tarni dogodek.
a) Kolika je verjetnost, da bo to érka A?
b) Kolika je verjetnost, da bo to samoglasnik?
2. Sludajno izberemo eno izmed &tevil: {4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12}.
a) Kolika je verjetnost, da bo to $tevilo sodo?
b) Kolika je verjetnost, da bo to $tevilo sodo in deljivo s 37
3. Izmed 30 dijakov v razredu jih 20 obiskuje literarni krozek, 10 matematicni
krozek in 5 oba krozka. Kolika je verjetnost, da sluajno izbran dijak
a) ne obiskuje niti literarnega niti matemati¢nega krozka,
b) obiskuje literarni ali matematiéni krozek?
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4. V posodi so enaki listki ostevilCeni s §tevilkami od 1 do 1000. Sluajno poteg-
nemo iz posode en listek, Kolika je verjetnost, da je 3tevilo na listku:
a) dvocifrno,

b) deljivo s 50,
¢) vedje od 250 in manj3e od 376?

5. V Zari s 1000 kroglicami je 200 belih, 300 rdecih in 500 &rnih. Na slepo izvletemo
eno kroglico. Kolika je verjetnost, da je ta kroglica:
a) bela, b) rdeca ali ¢rna, ¢) da ni rdeca?

6.V Zari so tri bele, 5 rde€ih in 2 zeleni krogli. Na slepo izvle€emo 5 krogel. Kolika
je verjetnost, da izvle€emo 2 beli 2 rdeéi in 1 zeleno kroglo?

7.V Zari je 20 kroglic: 5 belih, 5 modrih, 5 zelenih, in 5 rdecih. Slugajno izberemo
§tiri kroglice. Kolika je verjetnost,

a) da so kroglice raznobarvne,
b) da ni med njimi ne bele ne zelene kroglice,
¢) da ne izvleCemo zelene kroglice?

8. Zara vsebuje 5 o3teviltenih krogel: 1, 2, 3, 4, 5. Ko smo jih preme3ali, potegnemo
iz zare 3 krogle hkrati. Kolika je verjetnost, da bodo krogle, ki smo jih potegnili
iz Zare, oznacene z lihimi $tevili?

9. Pravilo igre se glasi: vrzi dinar in e pade grb, se igra kon&a, &e pa ne pade, vrzi
ponovno; meci, dokler ne pade grb. Poiséi priblizke za statistino verjetnost
dogodkov: igra se je kon€ala po 1, 2, 3 metih, ki jih oznaéimo z &7, &, €!
Igro stokrat ponovi, zabelezi rezultate in izratunaj ustrezne priblizke za iskane
verjetnosti!

10. Od 60 vprasanj, ki so jih dijaki dobili za maturo, jih je neki dijak preitudiral
le 50. Kolika je verjetnost, da bo dijak na listku z dvema vpra3anjema potegnil
vprasanji, za kateri je pripravljen?

11. V razredu je 30 udencev, med njimi se eden pife Novak. Profesor na slepo
poklice dva dijaka. Kolika je verjetnost, da je Novak med izbrancema?

12. Med 100 Zarnicami je 9 pokvarjenih. Sluéajno izberemo tri Zarnice. Kolika je
verjetnost, da je med izbranimi natanko 1 pokvarjena?

13. V Skatli je 9 oStevil¢enih listkov s Stevili od 1 do 9. Naenkrat izvle¢emo dva
listka. Kolika je verjetnost,
a) da sta obe Stevili sodi,
b) da sta obe 3tevili lihi,
¢) da je eno Stevilo sodo, drugo pa liho?

14. Pri loteriji je 90 kroglic oSteviléenih s §tevilkami od 1 do 90. Kolika je verjetnost,
da med 5 kroglicami, ki jih izvleGemo hkrati, najdemo kroglici s $tevilkama
31 in 65?
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15. 1z kupa 32 kart izvleéemo na slepo 4 karte. Kolika je verjetnost,
a) da sta dve karti rde¢i, dve pa érni, b) da so to srce, karo, kriZ in pik?

16. Od 32 kart dobi igralec 8 kart. Na koliko naginov je to mogo&e? Kolika Je ver-
jetnost, da dobi igralec 1 srce, 4 kare, 1 kriz in 2 pika?

17. V Zari imamo §tiri krogle oznadene s §tevilkami 1, 2, 3, 4. Ko smo jih dobro
premesali, potegnemo iz Zare drugo za drugo vse §tiri krogle. Kolika je verjetnost,
da bomo krogle potegnili iz Zare po vrsti, kot so zaznamovane?

18. V Zari imamo 5 krogel oznadenih s §tevilkami 1, 2, 3, 4, 5. Potem, ko smo jih
dobro premesali, potegnemo iz Zare tri krogle eno za drugo. Xolika je verjetnost,
da so vse tri krogle oznadene z lihimi $tevili?

19. Na straneh igralne kocke so $tevila: 1, 2, 3, 4, 5, 6. Kolika je verjetnost, da pri
metu dveh takih kock vrzemo vsoto 4 ali 67

20. Kolika je verjetnost, da v treh metih kocke vremo natanko dvakrat Zestico?

21. Hkrati vrZemo tri kocke. Kolika je verjetnost,
a) da vrZemo tri razliéna Stevila, b} da padeta dve Sestici in ena §tirica,
¢) da vrzemo vsoto 3, ¢) da vrZzemo vsoto 3 ali 14 pik,
d) da vrzemo ve¢'kot 15 pik?

22. Kolika je verjetnost, da pri metu treh kock pade Sestica in da hkrati vse tri
kocke pokazejo razliéno $tevilo pik?

23. Kolika je pri metu treh kovancev verjetnost, da padeta dva grba in ena §te-
vilka?

24, Med 10 izdelki imajo trije napako. Katero Stevilo defektnih izdelkov je
najverjetnejSe med 6 sluCajno izbranimi izdelki?

25. Med r izdelki je & defektnih. Kolika je verjetnost, da bo med s izbranimi izdelki
ravno / defektnih?

26. Igralno kocko vrZemo dvakrat zapored. Pri tem lahko vr¥emo razlidne vsote
pik. Kateri vsoti pik imata najmanjso in katera vsota najvejo verjetnost?

27. Da bi zmanjiali $tevilo iger 2r $portnih drustev, smo vsa Sportna drustva raz-
delili v dve enaki skupini. Dologi verjetnost, da bosta dve najbolj moéni drustvi:
a) v razli¢nih skupinah, b) v isti skupini!

28. Izralunaj verjetnost, da se kvadrat slu€ajno izbranega celega Stevila konéuje na 1!

29. Na poltraku je v zafetnem trenutku tocka v njegovem kraji§¢u. Tocka, ki skace
po njem, se premakne pri vsakem skoku le za enoto v smislu poltraka ali pa
ostane na mestu.

a) Kolika je verjetnost, da se bo po # skokih to¥ka premaknila za m enot?
b) Katera lega na poltraku je najverjetnejia po r = 10 skokih?

30. Iz Zare z N kroglicami izvledemo na slepo nekoliko kroglic. Kolika je verjetnost,
da je Stevilo izvleCenih kroglic: a) liho, b) sodo?
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31, Imamo dve elektriéni vezji, ki imata po 4 porabnike. Vsak od njih prekine
tok z enako verjetnostjo, kar ima lahko za posledico, da sploh pre.kl-ne tok
od A k B. Pri katerem od teh vezij je vedja verjetnost, da ne bo prekinjen tok
med todkama A in B?

Sl 14

32. Imamo dve elektri¢ni vezji, ki imata po 6 porabnikov. Vsak od njih prekine
tok z enako verjetnostjo, kar ima lahko za posledico, da sploh pre.k1'ne tok
od A k B. Pri katerem od teh vezij je vedja verjetnost, da ne bo prekinjen tok
med tokama A in B?

i

T A
OO

SL15

XVII/3. Preproste posledice aksiomov

1. §tirje dogodki &7y, &, &5, s, ki so paroma nezdruZljivi, imajo verjetrllostli:
P(s/,) = 0012, P(s7,) = 0010, P(s75) = 0006 in P(s7,) = 0002. Kolika je
verjetnost dogodka: &/ = {nastopi vsaj eden od teh dogodkov}?

2, Med 10 elementi je 8 normalnih. Kolika je verjetnost, da med 6 sluajno iz-
branimi elementi ni defekten ve€ kot eden?

3, Kontrolor prevzame od delavca 100 izdelkov, &e pri pregledu slucaino izbrane
polovice izdelkov ne najde veé kot en sam defekten izdelek. Kolik:_.i je vencmqst,
da bo kontrolor izdelke od delavca sprejel, ¢e je med 100-timi 5 defektnih?

4, Iz kupa 32 kart potegnemo karto. Kolika je verjetnost, da je karta: a) as ali
sedmica, b) srce ali dama?

5. V katli je 30 enakih listov oiteviléenih s $tevilkami od 1 d0"30. Na s‘lepo iz-
yledemo listek. Kolika je verjetnost, da bo Stevilo na njem deljivo z 2 ali s 37

6. Med 12 elementi je 10 defektnih. Kolika je verjetnost, da je med slufajno iz-
branima dvema elementoma vsaj eden defekten? :

7. 100 listov je oStevilienih s tevilkami od 1 do 100. Kolika je verjetnost, da
izvletemo listek s Stevilom, ki ni deljivo s 72
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8.V Zari je 5 belih, 3 rdece in 2 &rni krogli. Na slepo izvlegemo tri krogle. Kolika
je verjetnost, da je vsaj ena krogla rdeca?

9. V loteriji imamo 1000 sreck. Na eno izmed njih zadenemo 5000 din, na 10 po
1000 din, na 50 po 200 din in na 100 sre¢k po 50 din. Ostale sretke so brez
zadetkov. Kolika je verjetnost, da ne bom zadel manj kot 200 din, & izvledem
le eno sre¢ko?

10. Tar¢a sestoji iz treh podrocij: I, 11, IIL. Verjetnost zadetka pri enem strelu v

I. podrodje je P(I) = 015 in analogno P(II) = 0-23 ter P(III) = 0-17. Kolika
je verjetnost, da ne bom zadel tarée?

11. Od 12 deklet v razredu imajo 3 dekleta modre oéi. Sludajno izberemo 2 dekleti.

Kolika je verjetnost, a) da imata obe modre o¢i, b) da nobena nima modrih
oli, ¢) da ima vsaj ena modre o&i?

12. Iz kupa 32 kart potegnemo na slepo 4 karte. Kolika je verjetnost, da sta med

njimi vsaj 2 asa?

13. Ce je P(&f UP) = 7/12, P(of N &) = 1/2 in P(F) = 1/4, poisti P(&) in

P(%)!

*14. Dokazi: P(&/ UZ U %) = P(&) + P(%) + P(®) — P(«Z/ N B) —

—~P(&NE)—PFNE)+PFNENE)

XVII/4. Pogojna verjetnost in neodvisni dogodki

1. Iz Zare, v kateri je n krogel oSteviléenih s §tevilkami od 1 do n, potegnemo dve
krogli zapored tako, da prve ne vrnemo. Kolika je verjetnost, da bomo drugi¢
potegnili kroglo §t. 3, ée vemo, da smo prvi¢ potegnili kroglo §t. 1?

2. V Zari sta dve beli in tri &rne krogle. 1z Zare vzamemo zapored dve krogli. Kolika
je verjetnost, da sta obe krogli beli, a) ¢e prvo kroglo vrnemo v Zaro, b) & prve
krogle ne vrnemo v Zaro?

3.V Zari je 7 belih, 5 modrih in 3 &rne krogle. Kolika je verjetnost, da zapored
izvleCemo najprej belo, nato modro in e &érno kroglo, a) &e vsakid izvlefeno
kroglo vrnemo, b) &e izvleCene krogle ne vrnemo?

4.V Zari je 10 &rnih, 20 modrih, 30 zelenih in 40 rdecih krogel. Zapored izvleGemo
dve krogli (prvo vrnemo). Kolike so verjetnosti dogodkov: &/ = {izvleéeni
krogli sta zeleni}, # = {nobena izvletena krogla ni modra}, € = {druga
izvleCena krogla ni &rna}, 9 :{pna izvleCena krogla je modra ali zelena,
druga pa rdea}, & = {vsaj ena izvleena krogla je zelena}, # = {najvet ena
izvleCena krogla je ¢rna}, ¥ = {le ena izvlefena krogla je rdeta}?

5. Iz Zare, v kateri so 3 bele in 7 rdecih krogel, vle€emo po eno kroglo in izvlegenih
krogel ne vratamo v Zaro. Kolike so verjetnosti dogodkov: & = {zapored

potegnemo 4 rdefe krogle}, # = {najprej potegnemo 2 beli in nato 2 rdeci
krogli}?
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6. V dveh Zarah so kroglice: v prvi je § belih in 10 modrih, v drugi pa 7 belih in
3 modre. Kolika je verjetnost, da potegnemo iz prve in iz druge Zare modro
kroglico?

7.V dveh Zarah so kroglice: v prvi 5 belih, 11 &rnih in 8 rde¢ih, v drugi pa 10
belih, 8 ¢rnih in 6 rdetih. Iz vsake Zare potegnemo po eno kroglico. Kolika je
verjetnost, da sta izvleCeni kroglici enake barve?

8. V treh Zarah I, 11, III so zapored 1 bela in 2 &rni kroglici, 3 bele in 1 érna kroglica
ter 2 beli in 3 érne kroglice. Iz vsake Zare potegnemo po eno kroglico. Kolika
je verjetnost, da potegnemo 2 beli in 1 &rno kroglico?

9, Iz kupa 32 kart potegnemo zapored 2 karti. Kolika je verjetnost, da imata obe
oznako kriz, a) &e prvo karto vrnemo, b) ¢e prve karte ne vrnemo?

10. Iz kupa 32 kart vlefemo karte eno za drugo. Kolika je verjetnost, da bomo
izvlekli natanko tri karte pred prvim asom,

a) &e izvledene karte vradamo v kup,  b) e izvleCenih kart ne vratamo v kup?

11. Iz kupa 32 kart potegnemo zapored 2 karti (prvo vrnemo). Kolike so verjetnosti
dogodkov: &/ = {prva karta ni as, druga pa je}, # = {nobena karta ni kralj},
% = {vsaj ena karta je srce} in & = {druga karta je pik}?

12. V dveh kupih je po 32 kart. Iz vsakega potegnemo po eno karto. Kolika je
verjetnost, da je vsaj ena karta srce as? ‘

13. Kolika je pri metanju kocke verjetnost dogodkov: &/ = {trikrat zapored vrZemo
Sestico} in # = {prvi¢ vrZemo sodo Stevilo pik, drugi¢ Sestico, tretji¢ pa manj
kot 4 pike}?

14. Vrzemo dve kocki. Kolika je verjetnost, da vsaj na eni vrZemo &tevilo pik,
ki je deljivo s tri?

15. Kolika je verjetnost, da v treh metih dveh kock pade vsaj enkrat isto 3tevilo
pik na obeh kockah?

16. Dva strelca streljata v tarlo z verjetnostima zadetkov p, in p,. Kolike so ver-
jetnosti dogodkov: &/ = {oba strelca zadeneta}, & = {noben strelec ne zadene},
% = {zadene samo prvi strelec}, @ = {zadene samo drugi strelec}, & = {za-
dene vsaj eden od obeh strelcev}, # = {vsaj eden od obeh strelcev ne zadene}?

17. Trije strelci hkrati ustrelijo v tarfo z verjetnostmi zadetka 04, 05 in 0-7. Kolika
je verjetnost,

a) da bo tarfa natanko enkrat zadeta, b) da bo tarfa vsaj enkrat zadeta?

18. Dva strelca hkrati ustrelita v taréo z verjetnostma zadetka 0'80 in 0°65. Kolika
je verjetnost, da bo tarCa zadeta?

19. Verjetnost, da dijak A resi dani problem je 3/5, da ga resi dijak B pa 2/3. Kolika
- je verjetnost, da bo problem resen, e poskusita oba?

20. Neka naprava sestoji iz treh delov. Vsak izmed njih se lahko neodvisno od

drugih pokvari. Ce se pokvari le eden izmed njih, naprava v celoti ne dela vet,
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Naj bodo v nekem asovnem intervalu 4t zanesljivosti (tj. verjetnosti, da se ne
pokvari) posameznih delov: p, = 0'8, p, = 09 in p; = 07! Kolika je zanes-
ljivost naprave v intervalu A4¢?

21. Verjetnost, da Eportnik pri enem poskusu izbolj¥a svoj zadnji rezultat, naj bo
p. Kolika je verjetnost, da bo izbolj$al zadnji rezultat, &e se je na tekmovanju
odlo¢il za dva poskusa in so izidi poskusov med seboj neodvisni?

22. Iz Zare, ki vsebuje n krogel, osteviléenih s §tevilkami 1, 2, 3,... #, potegnemo

zapored dve krogli; prvo kroglo vimemo v Zaro, &e njena §tevilka ni 1. Kolika
je verjetnost, da bomo kroglo s Stevilko 2 izvlekli pri drugem potegu?

23. Dinar vrZemo 6 krat. Kolika je verjetnost, da pade vetkrat grb kot Stevilka?

24. Za izpit je pripravljenih 30 vpra3anj v treh skupinah po 10 vprasanj. Kandidat
dobi po eno vprafanje iz vsake skupine. Da opravi izpit, mora odgovoriti vsaj
na dve vpraSanji. Kolika je verjetnost, da bo napravil izpit, &e obvlada iz prve
skupine 8 vprasanj, iz druge 5 vprasanj in iz tretje 2 vpraSanji?

25, Letalo ima Stiri ranljive predele, ki zavzemajo 01, 0-2, 0°3 in 04 celotne povriine.
Verjetnosti zadetkov v posamezne predele so proporcionalne povriinam predelov.
Letalo zrudi en zadetek v prvi predel, dva zadetka v drugi predel, trije zadetki v
tretji predel in $tirje zadetki v etrti predel. Kolika je verjetnost, da se letalo
zrusi, Ce ga zadeneta dva izstrelka?

26. Na cilj ustrelimo s treh razliénih mest. Verjetnosti zadetka so na prvem mestu
0’1, na drugem 02 in na tretjem 0'3. Kolike so verjetnosti, da cilja ne
bomo zadeli, da bomo cilj zadeli enkrat, dvakrat, trikrat? Streli so med seboj
neodvisni,

27. V Zari je 9 belih in 1 rdea krogla.

a) Kolika je verjetnost, da bomo potegnili vsaj enkrat rdego kroglo, & bomo
vlekli desetkrat?

b) Kolikokrat bomo morali vleti, da bomo potegnili vsaj enkrat rdedo kroglo
z verjetnostjo = 0°9?

Kroglo po vsakem vle&enju vrnemo v Zaro!

28. Sistem radarskih postaj zasleduje skupino 10 objektov. Vsak objekt lahko
zgubimo pri zasledovanju v &asovnem intervalu 47 z verjetnostjo 01 in sicer
neodvisno od drugih. Kolika je verjetnost, da bomo v danem &asovnem intervalu
zgubili vsaj en objekt?

29. Imamo 6 porabnikov elektri¢nega toka. Za
prvega izmed njih je v Casovnem intervalu
4t verjetnost, da se pokvari, enaka 06, za
drugega 0°2 in za ostale §tiri 0°3. Poisdi ver-
Jetnost, da bo v At tok prekinjen, & so
porabniki vezani: a) zaporedno, b) po sliki:
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30. Skupina izdelkov vsebuje 19/ izmetka. Kako veliko skupino izdelkov moramo

pregledati, da bomo v njej naleteli vsaj na 1 defekten element z vejetnostjo,
ki ni manjsa od 0-95?

31. Dokazi, da iz P(s/) = a in P(#) = b sledi: P(#/#) = 1/b(a + b — 1)

32.

33.

34.

35, Elektri¢no vezje je med toka-
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Dokazi, da iz pogoja: P(#/s/’) = P(B/) sledi neodvisnost dogodkov &7
in %!

Elektritno vezje je sestavljeno iz elementov, ki v trenutku vkljucitve z enako
verjetnostjo prevajajo elektriéni tok. Stanje kateregakoli elementa ne vpliva na
stanje nobenega od ostalih. Znano je, da elektri¢no vezje:

— 1

ne prevaja toka.

a) Kolika je verjetnost, da element 1 ne prevaja elektri¢nega toka, &e vemo,
da vezje ne prevaja toka?

b) Kolika je verjetnost, da element 2 ne prevaja elektriénega toka, ¢e vemo,
da vezje ne prevaja toka?

Elektricno vezje je sestavljeno iz elementov, ki v trenutku vkljucitve z ena_ko

verjetnostjo prevajajo elektricni tok. Stanje kate{egakoli- elementa ne vpliva

na stanje nobenega od ostalih. Znano je, da elektriCno vezje:

SI. 18

5119

prevaja elektriéni tok.
a) Kolika je potem verjetnost, da element 1 prevaja elektriéni tok?
b) Kolika je pogojna verjetnost, da element 2 prevaja elektriéni tok?

ma A in B sestavljeno po shemi:

a— &

S1. 20

Verjetnosti, da se v doloCenem Casovnem intervalu pokvarijo posamezni ele-
menti, so dane s tabelo:

element | ky | ks ’ A ] I, ‘la

verjetnost kvara | 0°6| 0°5 | 04| 07|09

IzraCunaj verjetnost prekinitve toka med A in B v omenjenem &asovnem in-
tervalu, ¢e so prekinitve posameznih elementov med seboj neodvisne!

36. Naprava sestoji iz Stirih delov: a,, a, as, a4, pri tem del a, dublira del a,, del

a, pa as. Ce odpove del a, ali a;, avtomat #, ali t, takoj vkljuéi dvojnik. Zanes-
ljivosti (verjetnosti, da ne odpovedo) posameznih delov v nekem danem &a-
sovnem intervalu in okolid¢inah naj bodo: pi, ps, ps, pa; zanesljivosti obeh
avtomatov pa naj bosta p! Kolika je zanesljivost cele naprave, &e so kvari med
seboj neodvisni?

XVII/5. Polna verjetnost

1. Imamo 3 enake Zare. V prvi Zari sta 2 beli in 1 ¢rna krogla, v drugi 3 bele in
1 érna, v tretji pa 2 beli in 2 &rni krogli. Zaro sluéajno izberemo in iz nje po-
tegnemo kroglo. Kolika je verjetnost, da bo izvleCena krogla bela?

2. Iz Zare, v kateri je 6 belih in 4 rdede krogle, predenemo na slepo dve krogli
v Zaro z 2 belima in 3 rdeCimi kroglami, nato pa iz slednje na slepo izvleSemo
eno kroglo. Kolika je verjetnost, da je krogla bela?

3.V treh Zarah so kroglice: v prvi 2 beli in 2 rdei, v drugi 1 bela in 3 rdede, v
tretji pa 3 bele in 1 rdefa. Najprej prenesemo eno kroglico iz prve v drugo
Zaro, nato eno kroglico iz druge v tretjo Zaro in koné¢no eno kroglico izvledemo
iz tretje Zare. Kolika je verjetnost, da je izvleGena kroglica rdeca?

4. Izmed 1000 elektriénih Zarnic je 400 izdelanih v prvi tovarni, 350 v drugi in
250 v tretji tovarni. Verjetnosti, da so Zarnice standardne kakovosti so za po-
samezne tovarne zapored 0°95, 0°92 in 0-96. Kolika je verjetnost, da je sludajno
izbrana Zarnica standardne kakovosti?

5. Kolika je verjetnost, da je 10 Zarnic, vzetih iz zaboja s 100 Zarnicami (med
njimi sta kvedjemu 2 defektni), dobrih, &e je enako verjetno, da je v zaboju
0, 1, 2 defektnih Zzarnic?

6. Skupina elementov sestoji iz 20% elementov, ki so bili izgotovljeni v 1. tovarni,
307 je bilo izgotovljenih v 11, in 50% v IIl. tovarni. Za prvo tovarno je verjet-
nost, da pri kontroli ne odstranijo defektnega elementa, enaka 005, za IL.
0:01 in za IIL. 0°06. Kolika je verjetnost, da bo sluajno izbran element iz te
skupine defekten?

7. Na letalo ustrelimo dvakrat. Pri prvem strelu je verjetnost zadetka 03, pri
drugem pa 06. Letalo se zrusi po enem zadetku z verjetnostjo 0°2, po dveh
zadetkih pa z verjetnostjo 0°9. Kolika je verjetnost, da se zrusi?

XVII/6. Bayesova formula

1. V treh zarah so krogle: v prvi 2 beli, 1 modra in 1 rdea, v drugi 1 bela ,2 modri
in 2 rdeci, v tretji pa I bela, 3 modre in 2 rdeéi. Na slepo izberemo #aro in iz
nje izvleCemo 2 kroglici: belo in rdedo. Kolika je verjetnost, da smo ju izvlekli
iz prve (druge ,tretje) Zzare?
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2. Imamo 10 zar. V devetih sta po 2 beli in po 2 &rni krogli, v eni pa 5 belih in _1
¢rna krogla. Iz Zare, ki smo jo slu€ajno izbrali, smo vzeli belo kroglo. Kolika je
verjetnost, da je krogla izvleSena iz Zare, ki vsebuje 5 belih krogel?

3.V 10 zarah so krogle: v treh so v vsaki 3 bele in 2 érni krogli, v petih so povsod
4 bele in 3 &rne krogle, v dveh pa je po 1 bela in po 5 &rnih krogel. 1z ene iszd
7ar naenkrat potegnemo 1 belo in 2 &rni krogli. Kolika je verjetnost, da smo jih
potegnili iz prve (druge, tretje) skupine Zar?

4.V dveh Zarah so kroglice: v prvi 3 bele in 1 &ma, v drugi pa 1 bela in 6 &rnih.
1z prve Zare prenesemo 1 kroglico v drugo Zaro in nato iz druge na :slepo po-
tegnemo kroglico. Kolika je verjetnost, da je kroglica érna? Kolika je po po-
tegu &rne kroglice verjetnost, da je bila prenesena kroglica bela?

5.V dveh Zarah so kroglice: v prvi je 6 belih in 3 rdele, v drugi pa 3 bele in 8
rdeéih. Iz prve Zare prenesemo v drugo 2 kroglici, nato pa iz druge na slepo
potegnemo belo kroglico. Kolika je verjetnost, da smo iz prve Zare v drugo
prenesli raznobarvni kroglici?

6. Imamo k, Zar. V vsaki izmed njih je m, belih in n, &rnih krogel. k., Zar pa vsebuj_e
po m, belih in po n, &rnih krogel. 1z slu¢ajno izbrane Zare izvleCena krogla je
bela. Kolika je verjetnost, da je ta krogla izbrana iz prve skupine Zar?

7. Znano je, da 96 % tovarniske produkcije zado3Ca zahtevanemu sta.ndard.L_l. Poeno-
stavljena shema kontrole prizna za uporabno: standardno proc'lukcuo Z ver-
jetnostjo 098 in nestandardno z verjetnostjo 005. Kolika je Verjetnosvt, da bo
izdelek, ki mu je poenostavljena kontrola priznala standard, zado$€al stan-
dardu?

8. Med izdelki tovarne je 30%, visokokvalitetnih, ostali pa so popreine kva.litete.
Verjetnost, da se visokokvalitetni izdelek ne pokvari v garancijske.m éaSI'.I,‘ je 09,
za izdelek popredne kvalitete pa je ta verjetnost 0'7. Slu¢ajno 1zbra_m 1zde!ek
se v garancijskem roku ne pokvari. Kolika je verjetnost, da je izbran iz skupine
visokokvalitetnih izdelkov?

9. Neki izdelek dobavljajo trgovini 3tiri podjetja. Nabavljanje tega izdelka je pri
teh podjetjih v razmerju 1:2 : 3 : 4, verjetnosti, da je izde_lek neraben, pa s0
za posamezna podjetja zapored: 0°5, 04, 0°3 in 0°2. 1zdelek 1zb_er§mo v trgovini
na slepo in ugotovimo, da je neraben. Kolika je verjetnost, da je izbrani izdelek
iz tretjega podjetja?

10. Dva strelca streljata na tarfo z verjetnostma zadetka 0°5 in 0°9. En strel zadene.
Kolika je verjetnost, da ga je izstrelil prvi (drugi) strelec?

11. Verjetnosti zadetka pri vsakem strelu za tri strelce so 4/5_= 3,’4_1- in 2,"3. Pri hkra:c—
nem strelu vseh treh strelcev opazimo dva zadetka. Kolika je verjetnost, da je
zgresil tretji strelec?

12. Trije lovci so hkrati ustrelili na divjega prasica, ki je bi!_ ubit z eno kroglo.
Kolike so verjetnosti, da je vepra ubil prvi ,drugi, oz. tretji lovec, Ce poznamo

njihove verjetnosti, da zadenejo: 0-2, 0°4 in 0°6?
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13. Kolika je verjetnost, da v zaboju s 100 Zarnicamni (med njimi sta kve&jemu 2
defektni) ni nobene defektne, &e med slutajno izbranimi desetimi iz tega zaboja
ni nobene defektne in je enako verjetno, da je v zaboju 0, 1, 2 defektnih Zarnic?

14. V razredu je 10 dijakov iz mesta, 6 iz okolice in 8 s podeZelja. 3 dijaki iz mesta,
2 iz okolice in 6 s podeZelja se dobro ude.

a) Kolika je verjetnost, da se sludajno izbrani dijak dobro ugi?
b) Kolika je verjetnost, da je dijak s podeZelja, & se dobro udi?

XVII/7. Slu¢ajne spremenljivke

1. Hkrati vrzemo dve kocki. Vsota pik, ki jih kocki pokaZeta, naj bo sludajna
spremenljivka. Podaj tabelo in nadrtaj poligon porazdelitve verjetnosti!

2. Hkrati vrzemo dve kocki. Pri tem naj na eni kocki pade & pik, na drugi pa &
ali manj pik. ¢ naj bo slufajna spremenljivka! Podaj tabelo in nadrtaj poligon
porazdelitve verjetnosti!

3. Med 10 izdelki v zaboju sta 2 defektna. Iz zaboja na slepo izbiramo izdelke,
dokler ne izberemo nedefektnega. Izbranega izdelka ne vrnemo v zaboj. Stevilo
izbranih izdelkov je sludajna spremenljivka. Poii&i njeno zalogo vrednosti in
ustrezne verjetnosti! Sludajno spremenljivko prikaZi tabelariéno!

4. Iz skupine 100 izdelkov, med katerimi je 10 defektnih, izberemo vzorec petih,
da pregledamo njihovo kakovost. Stevilo defektnih izdelkov v vzorcu je sluéajna
spremenljivka. Poii¢i zalogo vrednosti te sludajne spremenljivke in ustrezne
verjetnosti! Slu€ajno spremenljivko prikaZi tabelariGno! Vrednosti verjetnosti
izraunaj na tri decimalke natan¢no!

5. Iz Zare, v kateri je 7 &rnih in 3 bele krogle, izvletemo 3 krogle. Stevilo belih
krogel med izvlefenimi je sluajna spremenljivka. Podaj tabelo porazdelitve
verjetnosti!

6. Iz Zare, v kateri je 7 &rnih in 3 bele krogle, zapored vledemo krogle (in jih ne
vratamo), dokler ne potegnemo &rne. Stevilo izvledenih krogel je sluajna
spremenljivka. Podaj tabelo porazdelitve verjetnosti!

7. Ustrelimo na taro z verjetnostjo zadetka 0'7, Poskusu priredimo slu¢ajno
spremenljivko &, ki naj zavzame vrednost 0 pri zgregitvi tarde in 1 pri zadetku
tarCe. Podaj verjetnostno tabelo sluajne spremenljivke &!

8. Strelec ima na razpolago 4 naboje in strelja na cilj do prvega zadetka ali dokler
ne porabi vseh 3tirih nabojev. Stevilo porabljenih nabojev naj bo sludajna
spremenljivkal Podaj njeno verjetnostno tabelo, & je verjetnost zadetka pri
posameznem strelu 08!

9. Kolika je verjetnost, da vrzemo s kocko v 5 metih: a) natanko dve petici, b) vsaj
enkrat Sestico in ¢) v prvih dveh $tirici, v preostalih metih pa vsaj enkrat petico?

10. Kolika je verjetnost, da s tremi kockami v » metih vriemo vsoto 16 pik natanko
dvakrat? Izradunaj te verjetnosti za n = 50, 60, 70 in 80 na tri decimalke na-
tanéno! ‘
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11. Kolika je verjetnost, da v 10 metih kovanca vrzemo:
a) natanko trikrat grb,
b) vsaj dvakrat §tevilko,
¢) najprej trikrat Stevilko, nato dvakrat grb, v preostalih metih pa vsaj enkrat grb?

12. V druzini je 5 otrok. Kolika je verjetnost, da so trije fantje, ¢e je verjetnost,
da se rodi fant, enaka 0-518 in so dogodki med seboj neodvisni?

13. Proti cilju ustrelimo 5-krat z verjetnostjo zadetka 0-8. Kolika je verjetnost
(na tri decimalke natancno):

a) natanko treh zadetkov, b) natanko §tirih zadetkov,
¢) natanko petih zadetkov, &) vsaj treh zadetkov?

14. Za razruenje cilja zadostuje en zadetek. Kolika je verjetnost, da bo cilj porusen,
&e ustrelimo 8-krat z verjetnostjo zadetka 0-1? Izracunaj verjetnost na dve
decimalki natanéno!

15. Tank 4-krat ustreli proti cilju z verjetnostjo zadetka 0-3 pri vsakem strelu.
Za razrulenje cilja sta potrebna dva zadetka. Kolika je verjetnost (na dve de-
cimalki natanéno), da bo cilj poruen?

16. V letalskem dvoboju izstreli napadalec 4 rakete z verjetnostmi zadetka 0°6.

Sovrazno letalo izpade iz boja pri enem zadetku z verjetnostjo 0°7 in zagotovo
pri dveh zadetkih. Kolika je verjetnost, da ostane sovrazno letalo neporaZeno?

17. Verjetnost preboja kondenzaterja je po preteku 10000 delovnih ur 0-01. Kolika je
verjetnost, da bodo med 100 kondenzatorji po preteku 10000 delovnih ur
pokvarjeni ved kot trije kondenzatorji?

18. V Zaro z 1 belo in 2 &rnima kroglama seZemo 5-krat in izvleCeno kroglo vsakic
spet vrnemo. Stevilo izvleGenih belih krogel je slufajna spremenljivka. Podaj
tabelo porazdelitve verjetnosti (na tri decimalke natanéno)!

19. Kolika je verjetnost, da v n metih kovanca vrZemo grb natanko k-krat (k = 0,
1, 2, ... n)? Stevilo padlih grbov je slutajna spremenljivka. Podaj tabelo poraz-
delitve verjetnosti: a)za n = 5, b) za n = 6!

20. Hkrati vrzemo tri kovance. Stevilo grbov, ki jih lahko pokaZejo kovanci, naj
bo slu¢ajna spremenljivka! Podaj tabelo porazdelitve verjetnosti!

21. Strelec ustreli 3-krat v taro z verjetnostjo zadetka 0'4. Za vsak zadetek dobi
10 toc¢k. Stevilo tock je sludajna spremenljivka. Podaj tabelo porazdelitve ver-
jetnosti! '

22. Za prevoz tovora potrebuje podjetje 6 kamionov. Verjetnost, dva je v doloenem
%asu posamezen kamion nepokvarjen, je za vsak kamion 0-8. Stevilo nepokvar-
jenih kamionov v dologenem trenutku je slutajna spremenljivka. Podaj tabelo
porazdelitve verjetnosti (na tri decimalke natan¢no)!

23. Vrzemo dinar. Ce pade grb, je igra konana, & ne pade, mefemo naprej, dokler
ne pade grb. Stevilo metov v posameznih igrah je slu€ajna spremenljivka.
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PoisCi zalogo vrednosti slucajne spremenljivke in izralunaj pripadajode ver-
jetnosti!

24. Na kroZni poti, po kateri pelje avtomobil, so 4 semaforji, Verjetnosti, da na-
leti na zaprt, oz. odprt semafor, sta enaki 0°5. Stevilo semaforjev, mimo katerih
se peljemo do prvega postanka, je slucajna spremenljivka. Poi3¢i zalogo vrednosti
slu¢ajne spremenljivke in izradunaj pripadajode verjetnosti!

XVII/8. Popreéna vrednost in disperzija slufajne spremenljivke
1. Stevilo to&k pri strelu na taréo naj bo za strelca sluéajna spremenljivka z zalogo

vrednosti 0, 1, 2, 3, 4. Porazdelitev verjetnosti po zalogi vrednosti sludajne
spremenljivke je za dva strelca podana v verjetnostnih tabelah:

zaAo]1|2[3|4 ZaBol1|2J3[4

0-15| 01 |0-05] 03 ] 04 0~05‘ 01 ‘ 01 | 04 ﬁ0-35

IzraCunaj poprecni vrednosti obeh sluéajnih spremenljivk!

2. Pois¢i poprecni vrednosti in disperziji slu¢ajnih spremenljivk, podanih z ver-
jetnostnima tabelama:

—2]—1]0‘1‘2 ~2~1{0] 1|2

Za 61 Za 62

ol ’0-2!0-4[0-2[0'1 0-05‘ 03| 03]03]00s

3. IzraCunaj popre€no vrednost in disperzijo slucajnih spremenljivk, podanih v
nalogah 1— 8 in 18 —22 prejnjega poglavja!

4. Dinar vr’emo 5-krat. Stevilo padlih grbov je sluajna spremenljivka. Poisci
njeno poprecno vrednost in disperzijo!

5. Dinar vrzemo 5-krat. Maksimalno $tevilo zaporedno padlih grbov je sludajna
spremenljivka. Poi3€i njeno popre¢no vrednost in disperzijo!

6. VrZzemo dve igralni kocki. Naj bo & §tevilo pik, ki so padle na prvi kocki, # pa
Stevilo pik, ki so padle na drugi kocki. Poid¢i razporeditev verjetnosti za sluajni
spremenljivki ¢ in { = maks(¢, #). Izradunaj tudi popreéni vrednosti in dis-
perziji!

7. Stirje stroji so razporejeni na premici v medsebojnih razdaljah . Delavec,
ki nadzoruje stroje, hodi na slepo od stroja k stroju. Dol%ina vsakokratne
poti je sluajna spremenljivka. Poi¢i porazdelitev verjetnosti za sludajno spre-
menljivko, njeno popre¢no vrednost in disperzijo!

8. S.troji so.razpos?avljeni po krogu. Razdalje med sosednimi stroji so enake a, Ste-
vilo strpjev pa je n. 'pe]avec popravlja okvare na strojih. Verjetnosti prehoda
od stroja k stroju naj bodo enake. DolZina poti pri vsakem prehodu od stroja
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k stroju je sluCajna spremenljivka. Poiséi porazdelitev verjetnosti za to sludajno
spremenljivko, njeno popre¢no vrednost in disperzijo,

a) e se delavec, ki streZe strojem, giblje le v enem smislu,

b) &e se pri prehodu od stroja k stroju delavec giblje v smislu, pri katerem je
pot najkrajsa!l

9. Denimo, da je teZa telesa enaka le celemu $tevilu gramov od 1 do 10 in sicer
z enako verjetnostjo za vsako izmed teh $tevil. Maso tehtamo s temile sistemi
utezi:
1,:2,2::5; 103 1,2, 3,4, 10; 1, 1,2:5, 10.

Kolik¥no je popre¢no Stevilo uteZi, potrebnih za tehtanje pri prvem, drugem

in tretjem sistemu,

a) Ce uteZi postavljamo le v eno {aico,

b) €e uteZi postavljamo v obe &asici in jih odbiramo tako, da jih-pri vsakem
tehtanju odberemo najmanjse Stevilo?

XVII/9, Preprost primer markovske verige

1. Markovska veriga je podana z matriko:

P=|? 1=p| IzraCunaj P(2) in P(n)!
p,1—p
2. Kak#nim pogojem morajo zado$¢ati prehodne verjetnosti v markovski verigi
pP=|PmPz| daboP =P(2) =P®?
Pas Paz

3. Verjetnost, da z drugim strelom zadanem cilj, ¢e sem ga zadel e s prvim, je
09, da ga ne zadenem, e ga prej nisem zadel, pa 0-7. Ko sem prvié ustrelil,
cilja nisem zadel. Kolika je verjetnost, da ga bom zadel, ko bom ustrelil tretji&,
cetrtié, petic¢?

4. Vnet obiskovalec kina in gledali$¢a gre vsak dan v kino ali v gledali¥e, vendar
v gledaliiée ne gre dva dneva zapored. Ce pa gre v kino, je enako verjetno,
da gre naslednji dan v kino kot v gledalie. V&eraj je bil v kinu. S kolikSno
verjetnostjo bo $el jutri v gledalis€e, oz. pojutri$njem in popojutriSnjem v kino?
Napisi najprej matriko prehodnih verjetnosti!

5. Student Peter ima take delovne navade: &e neko noé $tudira, potem je verjetnost,

da bo Studiral naslednjo no¢, 0-2; verjetnost, da dve noéi zapored ne Studira,
pa je 07. Ce je predvierajinjim Studiral, koliki sta verjetnosti, da danes in
jutri ponodi ne bo $tudiral? Napii najprej matriko prehodnih verjetnosti!
6. Stroj je pokvarjen ali pa ne. Verjetnost, da stroj tudi jutri ne bo delal, & je

danes pokvarjen, je 0°7, verjetnost, da bo stroj jutri pokvarjen, ¢e danes dela,
paje 01,
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a) Kolika je verjetnost, da bo stroj pojutri$njem delal, & danes dela?
b) Kolika je verjetnost, da stroj pojutriSnjem ne bo delal, & danes ne dela?
Napidi tudi matriko prehodnih verjetnosti!

7. 8 tretjim strelom zagotovo zadenem, ¢e sem s prvim strelom zadel, ako pas
prvim strelom nisem zadel, je verjetnost, da bom zadel s tretjim strelom, enaka
a. Kolika je verjetnost, da bom zadel z drugim strelom, & sem s prvim zadel,
m kolika je verjetnost, da bom zadel z drugim strelom, & prej nisem zadel?
P=|P 7l p£0,g%0,p,%0,q,%+0. Tzratunaj: P(2) “P" 9 ‘1

pls ql ]P’U q’l

Kak¥nim pogojem morajo zado$¢ati elementi prve matrike, da bodo elementi

druge matrike zado3¢ali pogojem:

AP >p, D) >p, 09 >q g’ >q, Ap'<p, e)p’'<p, £)g<g,
g) g’ << q.?

8. Markovska veriga je podana z matriko:
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XV/5. Pregled krivulj drugega reda

1. Necentralna krivulja. Prazna mnoZica.
2. Necentralna krivulja. Parabola.
3, Centralna krivulja. Hiperbola.
4. Centralna krivulja. Elipsa.
5, Necentralna krivulja. Vzporednici.
6. Necentralna krivulja. Dvakrat §teta premica.
7. Centralna krivulja. Elipsa.
8. Centralna krivulja. Prazna mnozica.
9. Centralna krivulja. Tocka.
10. Centralna krivulja. Sekajodi se premici.
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XVI. KOMBINATORIKA

XVI/1. Algebra mnoZic

1. a) {0, 1, 2.3, 4}; b) {000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111};
©) {25,22-3,2-32, 3} ={8,12,18,27}; & {2, 4,8, 16, 32};
d) {1, i, —i}

2.8) —23¢2,%,%; b)nleRB € o 11=109c3, R %;
€) (cos30°—isin30°¥ = —1eZ, 2, %, %

3. R‘elacua pripadnosti »e« ni ekvivalenéna: ni povratna, ni vzajemna in v splo§nem
ni prehodna.

& Tyel, ToecM, Toé¢ M, Ti¢ M

5. Tyedl, Toe, Tycl, T,eHl

6. a) Slika je elipsa z gori$¢ema A, B in z veliko osjo 2r in notranjost te elipse
b) Slika je kroZnica s sredi¥¢em A in s polmerom r in notranjost tega kroga '
c) Slika je hiperbola z gori¥¢ema A, B in realno osjo AB/2. '
¢) Slika je parabola z goriS¢em G in z vodnico p.

TN cHcL2cRARcE

8.a) Da; b) ne; c) da; &) da.

(A BN B> =B

10. Pravilne trditve so: a), b), ¢) in e).

M ={-3}, F={-2,5, €=+, 9={0}

12,97, {1}, {2}, {1,2}
B0 2L {07 L {7 25 (L 2L (L 1, 2
4.0 =BU {1}, % =</ U {1}
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15.2) ' = {3k —2; ke YUBk—1;keAN}; D) B =¥

16. a) vsi asi in krizi; ¢) vsi krizi in piki;
b) pikov as; &7

17.4 N B = {6, 12, 18, 24, 30}, & N € = {10, 20, 30}, BN E = {15, 30},
BUE =1{3,5,6,9,10, 12, 15, 18, 20, 21, 24, 25, 27, 30},
ANBNE = {30}

d) vsi asi, krizi in piki.

18. Z
Z
& J
| i | | |
- o 1 2 3 4 s

) (AUBDNE =S NOUBND) = {x;25x=4);
b (ZNBHUE=(FUOHNEFUE) ={x;0=x=5}
19, a) {—2, —4, —8} = (=2} U {4} U {8}
b) {1} = {1,2, 1/2} N {1, log 42/log 7};
o) {10} = {10, 1/10} N {10, 100}
20.{1,2}U{2,3}U{3,4}U...U{n,n+1}U...==../V
21.2) & ={5,6,7,8,9} 22.2) o — B ={nr};
b) & NE = {3, 4}; b) B — o = {s5};
c) (ﬂn%,={0,1,2,5,6,7,8,9}; c) (MUQ)—(MHQ)={”,T',S};
(‘.)J%U%’5{0,1,2,5,6,7,8,9}; O (WNB) —(FUB) =¥
2.3.:1)(MU.%’)’=M’ﬂ.@’={x;-—1<x§0v5§x<6};
D (ZNBY ="' UB ={x;—1<x<1Vv3<x<6}
24, €1i€s|€s|6‘n’€s €g | €7 | €5 | €9 |€10]€11|C13
I__F__liFFF F K|K|K|K|K|K
TL|F|F|F [M|M|M F|F|F MMM

I.|F|K/M|F |[K|M F| K MF| KM

Y = {El, B35 srey 31‘3}
a) P = {Eo, els};
b) 2 = {es, s, €10};
25.2) # N = {ew} — v razporedih je ve¢ matematikov kot fizikov ali kemikov,
vendar je vsaj en kemik;

b) P UZ = {eq, en, ez} — v razporedih je ved matematikov kot fizikov ali
kemikov, ali pa v njej ni fizika;

C) :% = {811, em};

&) & = {82, €5y €7, €ay €9, €105 €11y 81:}
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¢) 2’ ={e,, es, €3, €4, €, €1, €5, €11, e1:} — v razporedih sta vsaj dva strokovnjaka
iste stroke;

&) & = {ei, e, €4, es} — v razporedih ni kemika;
d) # —F = {es} — v razporedih je vel matematikov kot fizikov.

dy) d) ¥ e) f) g

HUN

29. Ce je r = 0, je presek totka S;
& je r > 0, je presek kroZnica (S, r).
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(FNEUZENB)Y

(ZNey

XV1/2. Preslikave in mot mnoZice

1. Preslikava med mnoZicama &7 in & je obratno enoli¢na, &e prireja vsakemu
acsf en sam b €4 in je obenem vsak b € & slika natanko enega g € %7,
Preslikavo lahko prikaZemo s prirejanjem elementov obeh mnoZic, Napravimo
lahko veé preslikav, npr.:

1. 2, .o 25 1, 2, ..., 25
1l { Il 1
a b, ..., £ 2y My wsiy 2
2. a) Ne;
b) da (izvedljivo je prirejanje tock obeh kroznic); prim. sl.
¢) ne.
*3,a) fin— 3n; b) f:n—- —n;

¢) f:0-1, —n—>2n +n—-2n+1
0, —1, +1, —2, 42, —3, +3, ...
1 A i i 1 1 l
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7
4. a) Ni preslikava;
b) preslikava o/ v #;
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‘ *c) preslikava o/ na @ ali surjektivna preslikava; f: o7 - & je surjektivna pre-
| slikava, ¢e preslika mnozico .27 na vso mnogico & (vsak element mnoZice %
‘ je slika vsaj enega elementa mnoZice .<7).
5. a) Ni preslikava;
b) preslikava of v 4;
*¢) injektivna preslikava .7 v &; f: of - B je injektivna preslikava, &e se dva
razliéna elementa iz mnoZice .7 preslikata v dva razliéna elementa iz mnozice
& (vsak element mnoZice & je slika kveGjemu enega elementa mnoZice .2).

6. a) Ni preslikava;
b) preslikava .o/ v %;
*c) obratno enoliéna ali bijektivna preslikava; f: &/ — # je bijektivna preslikava,
Ce je hkrati surjektivna in injektivna.
*7. Preslikava f je surjektivna, g injektivna in h bijektivna. (Glede pojmov surjek-
tivna, injektivna in bijektivna preslikava preudi prejénje vaje!)
8. 1300, 505, 337, 813, 333
9.a)1; b)3,0; ¢ 5; ©3

10. a) 34;
b) literarni kroZek obiskuje 14, marksistiéni 16, latinski 7 in nemski 13 dijakov;
c) 11; &5

1./ UB={0,1,2,3,4,56,7,8,9,16, 32, 64}, m(Z UB) =13
ANB={1,2,4,8), m(LNB) = 4;
m(f U B) + m(f N B) =17 = m(A) + m(B)

Vsoto m(Z) + m(%) + m(%) dolodajo ele-
menti, ki so v posameznih mno¥icah. Dva-
krat so viteti elementi, ki so v dveh mno-
Zicah hkrati, in trikrat elementi, ki so v vseh
treh mnozZicah. Elemente v treh presekih po
dveh mnoZic moramo enkrat odsteti, zato pa
potem niso upostevani elementi, ki so v vseh
treh mnoZicah. Te pristejemo na kraju.

XVI/3. Permutacije konéne mnoZice

1 1,:2:3 12,3 1,23 1,2,3 1,2,3 1,2,3
AL Za a2l lzaa)e 2,3,1)7 \3,2,1)° \3,2,1
12 1.3 2 213 312, 321

Opomba: Pri oblikovanju permutacij naravnih Stevil pri¢nemo pri osnovnem
razporedu, kjer so Stevila urejena po velikosti.

b 'y ? 1!
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Zaradi preglednosti opu$¢amo vejice med elementi v posameznih razporedih.

3 o 3 ] 3 < 3,—0— 3
24 > N i 2 2
T—:[‘ 7—1': 1 T_ 7 % 1 < 1
1 23 1 2 3 123 i-2 3 1 2 3 123
1,2 12 1,2 1,2
2o (12) (1) (i) (B2) o
12, 21 11,
2 2-071 2 2o
72 1 2 i 2 i 2
3.a) 123, 132, 213, 231, 312, 321; b) 27

112, 121, 211, 113, 131, 311,
221, 212, 122, 223, 232, 322,
331, 313, 133, 332, 323, 233,
111, 222, 333

4.a) 1234, 1243, 1324, 1342, 1423, 1432,
2134, 2143, 2314, 2341, 2413, 2431,
3124, 3142, 3214, 3241, 3412, 3421,
4123, 4132, 4213, 4231, 4312, 4321
b) AIMR, AIRM, AMIR, AMRI, ARIM, ARMI,
IAMR, IARM, IMAR, IMRA, IRAM, IRMA,
MAIR, MARI, MIAR, MIRA, MRAI, MRIA,
RAIM, RAMI, RIAM, RIMA, RMAI, RMIA,

1,2 1,2,3\. (1,23 1,2,3,4,5 ) (a,b,c,d)
5'3)(1,2) b)(z 3 1)’ (2,3,1) c)(1,5,3,2,4 Na.d e, b

1,2 1,2,3,4,5,6 a, b, c (a,b, c, d,e)
6'“)(2,1) b)(5,4,1,3,6,2) c)(c,a,b) Mo c.aed
XVI/4. Preslikave konéne mnoZice v drugo kon¢no mnoZico

1,2,3,4 1,2,3, 4 1,2,3,4 (1,2, 3. 4) (1, 2,3, 4)’
5 @) (x,x,x,X)’ (x,x,x,y ’ X%, pix)’ Fy W) P X

536 o XX R X XxyXx P e A Yy x x X,

1,2,3,4 1,2,3,4 Ll&4) (Lll4) (Lll4}
(x,x,y,y)’ (x,y,x,y ’ x,¥, ¥, x)’ nxxy!’  \»xyx

XX YD Xy x Xy ¥y X yxxy yxyx
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G
Iy’

3,4) (1,2,3,4) (1,2,3,4) (1,2,3,4) 1,2,3,4
' x50y y) Ys X, ¥, )’ Yy, x, )’ Q%LJ’

X X
yJyxx xXyyy yxyy yyxy yyJyx
(1,2,3,4)

Py
ryyyy

b) (1,2) (1,2) (1,2 1.2 1,2 1,2 1,2 1.2
1,1)? 1, 27° 1,3)? 1,4)’ 2. 11 L 2 ) 2. 31" 2,4)’
11, 12, 13, 1 4, 21, 22, 23, 2 4,
(1,2) (1,2 1,2 1,2 1,2 1,2 1,2 1.2
3,1)* \3,2)0 \3,3) \3,4) \4,1) (4,2)’ (4,3)’ (4,4)’
31, 32 3 3, 34, 41, 4 2, 4 3, 4 4

0 (1, 2, 3) (l, 2, 3) (1, 2,3 1,2,3 1,2,3 1,2,3
a,aal’ a,a b)’ a, a,c)’ a b, al’ a b, b)’ a,b,c)’
aa a, aab, aac, ab a, ab b, ab e
(I, 2, 3) (1, 2, 3) 1,23 1,2,3 1,2,3 1,2, 3
ac al? a,c, bl accl’ b, a, a)’ (b,a,b)’ (b, a, c)’
aca, achbh, ace, b a a, bab, bac
(1, 2, 3) (1, 2 3) 1,2,3 1,23 1,2,3 1,2,3
b, b,al? b, b,b)* b, b,c)’ b, c,a)’ (b,c, b)’ (b,c,c)’
bba, b b b, b b bca, bcb, bec
(1, 2 3) (1, 2, 3) (1, 2,3 1,2, 3 1,23 1:2:3
¢, a,al’ ¢, ab)’ ¢, a.c)’ ¢ b,al’ ¢, b,b)’ (c, b,c)’
caa, cab, cac, ¢ ba, c b b, ¢ b e,

1,23 1,2,3 1,2,3
c,cal’ \e e b)’ c,c,c)

2.a) 11111, 11112,
11211, 11212,

12111,
12271,
21111,
21211,
22111,
22211,

b) aa, a
c) 111,

12112,
12212,
21112,
21212,
2112,
22212,

b, ac,
112, 113,

cc b,

ccec

11121, 11122,
11221, 11222,
12121, 12122,
12221, 12222,
21121, 21122,
21221, 21222,
22121, 22122,
22221, 22222

ba, bb, be, ca, ¢b, cc

121, 122, 123, 131, 132, 133,

211, 212, 213; 221, 222, 223, 231, 232, 233,
311, 312, 313, 321, 322, 323, 331, 332, 333
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1
1 'y 1 3 > 1’ £ 2 L 3 2’
1,:2 1,2 1,2 1,2
(3,4)’ 4,1)° \4,2)° \4,3
34, 41, 4 2, 43
1,2,3 1,2,3 1,2.3 1,2,3 (1, 2, 3) (1, 2, 3)
b)(a,b,c)’ (a,c,b)’ b,a, c)’ b,e,al’ ¢ a b)’ c,a, b
abc achbh, bac, bca, cahb, ¢cba
4.2) 123, 124, 132, 134, 142, 143, b) ab, ac, ad, ae,
213, 214, 231, 234, 241, 243, ba, bc, bd, be,
312, 314, 321, 324, 341, 342, ca, c¢bh, ed, ce,
412, 413, 421, 423, 431, 432 da, db, dc, de,
ea, eb, ec, ed
XVI/5. Osnovni izrek kombinatorike
1. 15 2. 24

5.6

6. a) 15; b) 225; -
¢) Iz A v C lahko prides na 5+ 3 natinov; nazajiz Cv B ostaneta pri danem po-
goju 2 zvezi, iz Bv A pa 4 zveze. Potemtakem je vseh nadinov 5-3-2-4 =120.

176

7. 20; 8. 720; 9.16-19-18-24
10. Na (#y — 2my -+ 1) - (ny — 2my + 1) ... (m — 2m;, + 1) nadinov.
11. 30; 2.y + Dk + Dol + 1D
B.OV;=2=8 @Oyi=32=9, VI=3.2=6
“.a)n; ban-(n—...(n—r-+1),r=<n 15. a) 32768; b) 29760;
16. 216, 120; 17. 62 18. 312, 38 26. 36, 19. 81, 27;
20. 90000, 9000, 20000  21.a) 216; b) 72, 144; <) 36
22.a) 120; b) 40,80; c¢) 20 23. a) 100; b) 48; 24. a) 685; b) 240;
25. 495 26.a) 210; b) 24; ) 60; & 90; d) 30; e) 90
27. 60, 325; 28. 5852; 29. 77

30.a) 20; b) 6; c)2; & 9; 31. 5(4); 2.k

XVI/6. Stevilo permutacij konéne mno¥ice

1. 6; ABC, ACB, BAC, BCA, CAB, CBA; 2. 120

3. Na n! nac¢inov (1 nadin). 4, 720; S5.a) 24; b) 72; c¢) 114

*6.a) 43 =1-4! +3-3! +1:KRILO
b) 117 =4-41 +3-3! 4+ 1-2! + 1: ROMAN
c) 581 =4-5!4+4-4!1 4+2.2! 4+ 1: RUDNIK
*7.a) 16,22; b) 13, 111; «¢) 179, 483
8.a) AAMN, AANM, AMAN, AMNA, ANAM, ANMA,
MAAN, MANA, MNAA, NAAM, NAMA, NMAA

b) AAARR, AARAR, AARRA,
ARAAR, ARARA, ARRAA,
RAAAR, RAARA, RARAA, RRAAA,

) +ttt—— Ft—t— Ftt——t, FF—tf—,
Ft—t—t, Ft——tt, F—ttt— F—F+—,
F—t—tt, bttt — - —++—1,
—tt—t+, —F—F++, ——f++

9.a) 180; b) 453600; c) 210; 10. 56; 11. 1260; 12. 792

13. 1112, ..., 1113, ..., 1114, ...,

2221, 0045 2223, 000y 2224, ..,
3331,.25:3332, v0s:3334; suy

4441, ..., 4442, ..., 4443, ...
12P] = 48

12 — Vaje III
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4.2) P, +2P1=4=2"
b) P, + 6P + 3P} =27 =3 )
0 P: + 12P2 + 6P%* + 12P; + 4P, =256 =45 @V,=n

15. a) 80640; b) 4320; 16. a) 1728; b) 17280
17.2) 5040; b) 288; c) 720; €) 144; 18. 3600

19. 120; 20.a) 24; b) 12; ¢) 12
" #21, Naj ima katera izmed poti od O do K natanéno k korakovdv diagonalni smeri
- (0 < k = n). Ta pot ima potem — glede na zahteve — 3e tocno n — k quakov
v \X)do;;wni smeri in prav toliko v navpiéni smeri. ‘Ta pot ima ted_aj k +
+(r—k) +(n—k)=2n—k korakov. Taksnih poti z natanko k ))@1agonal-
nimi« koraki je toliko, kolikor je permutacij 2n —k elementox_!, kjer je razre.d
p1 = k enakih (»diagonalni« koraki), razred p, = n—.k enak;l} (»vo.d(')ravm«_
koraki) in razred p; = n — k enakih (»navpiéni« koraki). Tak3nih poti je tedaj
Phrakn—k Upostevajmo, da je lahko k =0, 1, 2, ..., n, pa dobimo, da je
stevilo vseh Zelenih poti od O do K enako vsoti:
n—k,n— A==
PO PR e BRSSP
n
=3 @2n— k)& ((n — Y.
k=0

22. Denimo, da je danih n? elementov, med njimi je n skupin po n l'i'IEd 'scbojoenakftl.
Stevilo vseh permutacij te dane mnozice je enako naravnemu Stevilu (#*)!/(n!)".

23, Ce zdru¥imo v prvem oklepaju prvi in zadnji Elen, drugi in‘ pr_edzadnji ¢len itd.,
je razvidno, da se pri mnozenju z (n — 1)! imenovalci okrajsajo.

XVI/7. PodmnoZzice kontne mnoZice

1. {a, b, ¢}, 2.a) 2,7;
{a’ bs C!}, {aa b; ﬁ}a {as bs ?}s b) 4;
{a, C, a}; {a, c, 'B}s {H, c, ?}, C) 4;
{a,0, 8}, {a,0,7}, {a B 7} €67

{b’ C’ a}’ {b7 C! ‘8}! {b! C’ y}’
{bs a, 18}) {b’ a, }’}, {bs ‘B, ?};
fe,a, B, feayh {ob 7
{a, B, 7}

3. 105; 4,2)35; b)18; © 5

Opomba: Za presojanje razlignih izvletenj si lahko mislimo kroglice ostevilene.

5. 6; 6. 45(C2); 7. C2; 8. 2C%, +2CL: 9. C3

10. C3;  11.126; 12.15; 13.C:—C%; 14.C2—C%, +1

178

[pvre

15. V C# toékah: vsakemu presetiséu dveh diagonal lahko priredimo &etverokotnik,
ki ima za ogli’¢a krajis¢a teh dveh diagonal. Stevilo vseh presetisé diagonal
konveksnega n-kotnika je enako Stevilu Setverokotnikov, ki jih dologa n oglisd
mnogokotnika.

16. 299 (vitet je nepreluknjan stolpec)
17.a) 105; b) 70; ¢) 30; 18. 970; 19.a) 15; b) 6; ¢) 12
20.a) Na (C})? = 3136 nalinov. Upostevaj, da oznalujemo poloZaje figur na

$ahovnici z dvema koordinatama!
b) Na 5! - (C3)? = 376320 natinov.

21. Izmed n elementov lahko izberemo my elementov za prvi predaléek na CJ
nacinov, nato pa iz drugih » — my elementov za drugi predaldek m, elementov
na Cf,,"iml na&inov, itd. Stevilo porazdelitev dobimo po osnovnem izreku kombi-
natorike kot produkt C,*+ Cp . .v. = nY/(my! my! ... m,!). Rezultat lahko do-
bis tudi z uporabo permutacij!

22. Stevilo urejenih porazdelitev je nl/((m")"), & pa vrstnega reda predalékov ne
upoltevamo, je takih neurejenih porazdelitev n!/((m!)* - k!).

23, Navodilo: Oblikuj k nalogi pripravno besedilo! Regitev naj bo dani izraz!
Primerjaj z vajo 22!
24. Na k" naginov; 8:—|1,2,3,;
112,3; 2]1,3; 3]1.%;
152 | 3% 1,3]2: 2:3(1;

3 | [
25.2) 6435; b) 630630; 26. 4200
27. 30; 28.2) 241/((6DY; b) 241/((4)%)
29. 1680; 30.2) 90; b) 15

31, Poglejmo tole enakost: 1 +1 4+1+1-+1414+1+14+14+1=10. Ce
Opustimo na levi strani tri znake <+ in jih nadomestimo z vejicami, dobimo na
primer vsote 1, 1 +1-1,1+41-+1+1, 1 -+ 1, tedaj eno od resitev dane
enacbe in sicer 1, 3, 4, 2. Vidno je, da ima naga ena&ba v naravnih $tevilih toliko
reditev, na kolikor nadinov lahko iz devetih znakov -+ izberemo tri znake -+.
Teh je () = 84.

32. Ideja reditve je podrobno opisana v prej$nji vaji. Vseh reditev je potemtakem
toliko, na kolikor nadinov lahko iz # — 1 znakov - izberemo r — 1 znakov -+,
torej (321)-

33.V dano enatbo vstavimo x =a+4, y=b+5, z=c+6, v=d-+7, pa
dobimo enaébo @ + b + ¢ + d = 6, ki ima (3) = 10 resitev.
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XVI/8. Binomski izrek

5!
b) ry = 3, Py = 1, Fg=1= —— (xp) (—yR)rzBrs = _20xsyszs

1. a) 32a° — 80a* + 80a® — 40a* + 10a — 1 rylrg!rg!
b) x4/81 + 4x¥/9 + 6 + 36/x* + 81/x* 8. 3420
¢) a*h® — 3a®h*c® + 3abc* — c* 9. Navodilo: Ce je # = 0, vstavimo v dano enakost # = v~! in pomnoZimo obe
&1 4+ 4/(x) + 6x + dx1/(x) + x2 strani enakosti z izrazom v?. Ce primerjamo koeficiente v obeh polinomih,
dobimo Zelene zveze,
d) x* — 6x%/(xp) + 15x% — 20xp+/(xp) + 15xp* — 6y*/(xy) + »*
e) 1 + 5a* + 10a%* + 1043 + 5a'* + o™ 10. 2) f(")ﬁ b) Flx)A
f) et + et +4(e + ) + 6 6 71\ 73 —
5 : 1/
2.2) 198; b) —76; ) 8a® + 8a; &) 604/(3) 2 / \?‘___ ,; :', ‘tl o
3.2) 210x1%%;  b) 10a*64/(B);  ©) —715/x%; & —126a%/(a); d) 28a1*/b%; j 7 Y 6l—f ‘.\
I3 LY 5”‘-‘1
e - 1 : /| \
1) Lanttan [, TR
o123 4 % 3t \
of 5
da)yr=3= (3) (a2 (—b)y = —179241053 i }
r B
n o
b) r=4 = (Z)(3xy2)7"zaf = 945)63}16312 11. Na 27 naéinovzz (:’l) = n Oi 1234 5 x
r=0
5. a) 1'1040808032; b) 1-006015020015006001 ;
¢) 0:912673; &) 96059601 12.1190=2-5-7-17 1+ Ci+ Ci+Ci+Ci=2'=16
n! B.CL+Ci+Ci+cCcirci=2—-1=31
6. Upostevaj: iz (") =———in (”) =1sledi0! =1
r] rl(n—r)! 14.Cy+Ci+ ...+ Cg=2"—1=255
(x+y+z8= — 3 gpnen = 15.2" — 1 — ¢}, — ¢, =1981
rilrglrg! B
; 31 16. Zeleni formuli dobimo iz binomskih razvojev
o 3! x3 020 N X2y120+ x2y021+ ;xl},ZZO_{_
310!0! 21110! 21001 11210! (l_l_l)nz(ft (™Y " Y () =
0 1 n—1 n
1yl . x¥1y022 + : x0y8 50 N x0y221+ o (n\ _ (n arle 3
EETETITM 11012! 013101 012111 a—1y= 0) l)+...+(—1) (k)+..._o,(
L0152 ST T ¢e najprej enakost seStejemo, drugi¢ pa odstejemo.
12! 0!0!3!
o : m _km(mul)...(m—k+1)
= x8 4 3x%p + 3x%z 4 3xp® + 6xpz + 3xz® + y3 + 3p%z 4 3yz% | 28 17. k gl = Bl — Dok =
!
Toa)yr =3 ra=2, rg—=1= 8 ady (—3abtyren = 4320aM bt Gl VIV € R Bk Gt Vo VO R
ritralrs! 1:2..k—1) k— 1
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18.

19.

20.

21.

22.

24,

182

Ker velja & (’;:) =m (ﬁ : i) , je dana vsota enaka

2n 2n _ 2n 2n\\ _

3(2(2)+4(4)+...+(2n 2)(2n_2)+2n(2”))—
2n—1 2n—1 2n—1 2n —1 _
S(Zn( 1 )+2n( 3 )+...+2n(2n_3)+2n(2n_1))#

2n — 1 2n — 1 2n — 1 2n — 1
=16
(7 7)+ (5 )+t (3 23) (2 21))
Izraz v oklepaju pa je enak 22%~2 in je zato prej$nja vsota enaka 16n - 2212 =
=pn- 22n+2'

Predpostavimo, da je @? — 1 = mp. Zaradi binomskega izreka je af — 1 =

=(ar—1)1’+((p)ap_l—(‘a)ap_g—l—...—( 2 )a). Ker je vedno (p)
1 2 p—1 ¥

veCkratnik Stevila p, sledi, da je tudi (@ — 1)? veckratnik §tevila p in zato tudi

a — 1. Zaradi

a —1l=(@—D@'+...+a+1)=
=a@—D{@t*—-D+@2—1)+...+@—-1+1)

sledi na3a trditev, kajti vsak izraz

gk —1=(a— D@14+ ak2+ ... Fat1), kier je k= p — 1, je deljiv s

prastevilom p.

1+2+3+...+n:(’*+‘)=”;(”—+—”

2 g
cos nyp = cos’yp — (f:) cos" 2@ sin®¢ + (:) cos"tpsintp — ...

sinng = ("11) cos™ 1 psing — (;) cos™ 3 psind ¢ + (’;) cos" S psinSp —.

Navodilo: V izraz (1 + x)¥" vstavi x = i in razvij po binomskem izreku!

. Navodilo: Izraunaj zaporedne odvode polinoma

U'%ﬂ"=(9~%G)x+(9x2+”.+(gx”

in potem postavi v enakosti x = 1!
Izraz (211) pomeni, na koliko nadinov lahko izberemo iz mnozice, ki ima 2n
n

elementov, n elementov. Ta izbor lahko naredimo tudi takole: izberemo k elemen-
tov (0 = k= n) iz podmnozice # clementov in hkrati izberemo n» — k elementov

iz druge podmnoZice, ki ima » elementov. Teh nacinov izbire je (z) (’I # k)'

Ker je lahko & poljubno naravno stevilo, ki ustreza pogoju 0= k£ =< n, je mogode

o " 2n s A n & : .
zapisati zve = E
p VEZO (n) ’ O(k) (n o k)’ kar je bilo treba dokazati.

25. Navedilo: Primerjaj med seboj koeficiente na obeh straneh binomskega razvoja!

XVIL VERJETNOSTNI RACUN

XVII/1. Dogodki in algebra dogodkov

La) elefe]es|e|es|es|e|e]e
ML . B Rl I e el 1 .
e P R
Iy —|—|xy| — 7[77_—_“;

bn=9=3% N=22=512; O ={es, 5,85, 0:}; OB = {e,, ¢, ex,
af; e ={e,eneena, 60 DD={a) 2AURB={ee,
€4, g, €1, ea}, L NAB = {es, 37}, S UE = {ela €2, €3, €4, &5, €, €7, €y, 39} =
=4 = gotov dogodek, &/ N D =¥ = nemogot dogodek, &' = {ew, e,
€5, €3, 69}; h) .@ = %

2.a) el e |e]es|e|es|es|e| e n=8;
oz [aelyz[ e[y [ 2] =
II| — | z|y|x|yz|zx|xpy|xyz

b) o/ = {v prvem predalu je natanko ena krogla} = {e;, ¢s, e},
# = {v drugem predalu je krogla x} = {es, €s, €1, €5};
A UB ={es, 5,0, 01,05}, FNH= {es, e:}

3.8) ele|e|es|e]|es|es b)n =6, N=2%=64;
Ilxx|—|—| x| x|—
I — |xx| — 7_—:_x-
Im | -] - xx‘— X

O ={eye5,e}; OB = {er, &0}y A)F = {6, &4, €5, €5, &)
P ={e}; DAUB={e,, e, e, e}, A NF = {e:}, S UE = {ey, ez, e,
enen e =UAND =V, = {er, es, 6’5}§ 9P c¥

da)e|l e |ele| e n=4;

Thxxx|xx| x| =

I} — | x | xx|xxx
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b) o = {v prvem predalu je vsaj ena krogla} = {e,, e, s},
A = {v drugem predalu je vsaj ena krogla} = {e, s, es};
) U B = {eh €3, €3, ea} =%, ANH = {ez, ea}
5. e €] s | es a) s ={e, e}, B ={ew es};
—_—T | ==
GG |G3|5G |88
b) {e;}, {eg}, {33}; {et}s {els eﬁ}a {els 83}, {els 6’4}, {e‘h es}: {ez, ed}e {eih 6'4}, {eh
€3, 83}, {31; €2, ei}: {els €3, ei}s {e‘h €3, €15, 1€1s €25 €3y €2y = %) V
6. e | e | e | e | & | e | e | e
GGG | GGS | G5G | 36G | G858 | SG§ | 55G | 388
,52[ = 1€y, €2, €3, el}, '@ = {e2s €3, €4, €5, €5, €7, eﬂ}’
€ = Ee:, e:, e s}y D ={en, e e 6, 00,8}, & ={es, e},
f — {elg €y, €3, €4, €55 €5, €7 :

7. % = { p1P2» P19z 1Pz ‘hf]} = {6’1, €y, €3, 34}, o = {es, 61},
@ = %81, :4}’ g = {eB: e-‘i}a 9 = {ela €3,y 63}

8.a) er|es|esen]es|e b) oL ={e)}, B ={es}

12]13]14 23] 24 ]3¢
9, a)e ‘ e, l €3 | N | €5 | €g | €7 |es ] [ |€1u|el1lelz|91a!€1a|f—’15]€1s|e17|315lels‘ezo
12|13[14]15[21[23[24[25[31]3234[35|41]42[43[45] 51| 52| 53 | 54
b) o = {er, exs}
10. a2) elle2 | €3 ' €y | €5 | € le'a l €g Ien 1810Iéu’éml&&leulemleu
1112 |13 [14] 21 [ 22|23 |24[31]32[33 | 34 [41 [ 42 43 [ 44
b) &/ = {et, €3, €y, en}, B = {ess €3, €14, 316}
11.2) n=18% b)N=2% 12.a)n=p"; b)N=2F
13. M4’ = {izbrali smo Zenskega _prebivalca}, P = {i.zbrali smo nepolnoletnega
prebivalca}, # U & = {izbrali smo moskega ali pa polnoletno Zensko},
M N & = {izbrali smo polnoletnega moskega}, . N P’ = {izbrali smo ne-
polnoletnega moskega}, ' N P = {izbrali smo nepolnoletno Zensko}
HE=ANFNG; DY =ANBNE; 0F =L UVBUE;

YW =L NBNE

XVII;2. Verjetnost dogodka in aksiomi verjetnostnega ratuna

V reditvah tega poglavja pomeni n Stevilo elementarnih dogodkov, m Stevilo
ugodnih elementarnih dogodkov za neki dogodek, P pa verjetnost tega dogodka.

1. n =10, a)m=3’P:0.3; b)m =35, P=05
2.n=09, aym=3 P=359; Dm=2P=2/9
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3.n=30, aym=5, P =1/6; bym=25P=5/6

4.n=1000, WDm=90, bym=20 ¢ m=125,
P=009; P=002 P=0125

5.n=1000, a)m=200, b)m=3800, ¢ m =700,

P=02; P =08; P =07
6n=>Dm=03-6-0, P=5/21
T =) a)m= (), b) m = (), e)m= (%),

P = 125/969; P = 14/323; P =91/323
8.n=(), m=1, P=01
9. To¢ne vrednosti so: P(&) = 0'5, P(#) = 025 in P(¥) = 0°125. S poskusom
dobljeni priblizki statistiCnih verjetnosti se bodo zelo verjetno od zgoraj
navedenih vrednosti nekoliko razlikovali.

10.n=(), m=(), P=069

Me=(), m=29, P=1/15

12.2=0"P, m=C-C), P=351/1540

B.on=0), aym=0), P=1/6; hm=(),P=5/18; om=()-(), P =59

=%, m=(3), P=2/01

15.n =C}), a)ym=(}» P =2360/899; b)m = (%)%, P = 512/4495

16.n=0), m=- -5 G-, P=6272/525915

17.n=4:3-2-1=24, m=1, P=1/24

18.n=5-4:-3=60, m=3!=6, P=01

19.n=6"=36, m=8, P=2/9

20.n=06*=216, m=5-3121=15 P =572

2l.n=6>=216, aym=6-5-4=120, P=5/9; b)ym=31/2! =3,
P=1/72; ¢)ym=6, P =1/36; & m=16, P =2/27; d)m =10,
P =5/108

2.n=6"=216, m=3-5-4=60, P=5/18

23.n=22=8 m=321=3, P=38

24.n=(9,
&/ = {med 6 izdelki ni defekinega}, m =(}), P(%)= 7/210;
# = {med 6 izdelki je eden defekten}, m =3-(), P(%) = 63/210;
% = {med 6 izdelki sta dva defektna}, m = () -(}), P(%) = 105/210;
9 = {med 6 izdelki so trije defektni}, m = (}), P(2) = 35/210.
Najverjetneje je, da bosta med 6 izbranimi izdelki 2 defektna.

=) m=(20)-() P=(29)-()/0)
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26. n = 36, vse razli¢ne vsote so: 2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12, m, =1, my = 2,
m=3 my=4 mg=5 m =6,m=35,m =4, e =3, =2, m,=1.
NajmanjSo verjetnost imata vsoti 2 in 12, t. j. 1/36, najvedjo pa vsota 7, t. j. 1/6.

27.n= (2”),
i
s/ = {dve najmotnejsi drustvi sta v razliénih skupinah},
# = {dve najmocnejsi drustvi sta v isti skupini},
m(sf) = (2: —12) 2, m(B) = (2” —22) .2 = P(e) = rj2r — 1),
_ e
P(#) = (r —1)j@2r—1)
Verjetnost, da se bosta najmoénejsi drustvi znasli v razli¢nih skupinah, je ne-
koliko vedja od verjetnosti, da se bosta zna$li v isti.
28. Naj bo sluCajno izbrano celo Stevilo x =...cha = a + 106 + 100¢ + ... =
= x2=a®+ 206 +...; o zadnji cifri v x* odloéa le a. aE{O, 152,34, 8,
6, 7, 8, 9} =%, n=10, 5 = {kvadrat sluajno izbranega 3tevila se konduje
nal}={1,9}, m=2,P() =02,

29, a) Elementarnih dogodkov je 27, ugodnih dogodkov je (”) s = (n) oS
m i

B P = (10)- 2-10 je najveS za m =S. Najverjetnejia lega totke po desctih
m

skokih je slika 3tevila 5.

30.n =(]1V) +(f2v) E. +(x) a)m= (’IV) +(’;’) b, P=2N-y0N )

b) m = (];) + (f) Foy P=0QN1 1N —1)
Navodilo: glej nalogo 16 poglavja XVI/8!

31. &/ = {vezje I prevaja elektriéni tok}, n = 24, m() =17, P(%/) = 7/16;
# = {vezje II prevaja elektricni tok}, n = 24, m(%) =3, P(#) = 3/16
P (/) > P (%), zanesliveje prevaja tok vezje L.

32..o7 = {vezje I prevaja elektrini tok}, n = 2°, m(sZ) = 15, P(+7) = 15/64;
% = {vezje 1l prevaja elektriéni tok}, n = 2%, m(%) = 21, P(%) = 21/64
P(#) > P (%), zanesljiveje prevaja tok vezje IL.

XVII/3. Preproste posledice aksiomov

I.M,' nﬂk ='V Zal.:# k = P(ﬂl UMzUM;;UMQ) = P(ﬁl) + P(ﬂz) +
+ P(Zy) + P(sy) = 0030
2. & = {vsi izbrani elementi so normalni}, # = {med izbranimi elementi je eden

defekten}, % = {med izbranimi elementi ni defektnih ved kot eden},
ANB =V, €=AUB = P@)=P(L) +P(B) = QIC) + () - 2/() =067
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3.7 = {med 50 sludajno izbranimi izdelki ni defektnegal,
# = {med 50 slu¢ajno izbranimi izdelki je samo 1 defekten},
% = {kontrolor izdelke sprejme}, &/ NF =¥, € =/ UH = P(¥) =
= P(#) + P(B) = QI(H) + G - 5/(55) =018

4. a) of = {izvleCena karta je as}, & = {izvletena karta je sedmica}, o/ U Z =
= {izvleCena karta je as ali sedmica}, &/ N % =¥ = P(&/ UH) =P () +
+ P(%) = 432 + 4/32 = 1/4;

b) o/ — {izvleena Kkarta je sréna karta}, & = {izvleCena karta je dama},
o/ N B = {izvletena karta je sréna dama}, o/ UH = {izvleena karta je
sréna karta ali dama}, P(o/ U %) = P(&) + P(%) — P(&" N &) = 8/32 +
+ 4/32 — 1/32 = 11/32

5.5/ = {izvleteno Stevilo je deljivo z 2}, # = {izvleeno Stevilo je deljivo s 3},
o N A = {izvleCeno Stevilo je deljivo s 6}, &7 U # = {izvleCeno Stevilo je de-
deliivo z 2 ali 3}, P(/ U%) = P(Z) + P(B) — P(Z N B) = 15/30 +
+ 10/30 — 5/30 = 2/3

6.5/ = {med izbranima elementoma ni nobeden defekten},
&/’ = {med izbranima elementoma je vsaj eden defekten},

P(##)=1—Pl(af) =1 —1/() =098

7.4 = {izvleteno 3tevilo je deljivo s 7}, @’ = {izvleEeno Stevilo ni deljivo s 7},
P(s/') =1 —P(&7) =1 — 14/100 = 0-86

8.9/ = {nobena izvletena krogla ni rdeda}, &’ = {vsaj ena izvleCena krogla je
rdeda}, P() =1 — P() =1 — Q/(®) = 17/24

9..o/ = {izbrana sretka zadene 5000 din}, % = {izbrana sre¢ka zadene 1000 din},
@ = {izbrana srecka zadene 200 din}, % — {izbrana srecka zadene = 200 din},
ANB=ANC=BNE =Y, D= UBUF = P(D) =P +
4+ P(#) + P(%) = 0001 + 001 + 0:050 = 0-061

10. o7 = {tarle ne zadenem}, &7’ = {tarfo zadenem}, 7, = {tar€o zadenem v L.
podrogje}, o7, = {tarto zadenem v IL podrogje}, 75 = {taréo zadenem v III.
podrodje}, &; Nuofy =¥ zai+k, " =/, U/, Uy = P(A) =
=P(sy) + P(y) + P(sfy) in P(/) =1 — P(s#') = 1 — P(sZ)) — P(s7,) —
— P(y) — 045

11. a) &7 = {obe dekleti imata modre o&i}, P() = O)/('}) = 1/22;

b) # = {nobena nima modrih o&i}, P(%) = )/(}) = 6/11;
¢) € = {vsaj ena ima modre oti} = %', P(¥) =1 — P(#) = 5/11

12..7, = {potegnemo natanko 2 asa}, &/, = {potegnemo natanko 3 ase}, oy =
= {potegnemo 4 ase}, &/ = {potegnemo vsaj 2 asa}, &/; N =¥ za i+ £k,
=, Uly Uy = P() = P(y) + P(y) + P(y) =
=) - I + Q) -CHICH + (ICH = 2381/35960 ali pa:
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13.

*14.
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2, = {ne potegnemo asa}, %, = {potegnemo natanko enas}, & = {potegnemo
manj kot 2 asa}, &/ = {potegnemo vsaj 2 asa} =&, S NB, =V, B =
=% U%, > P(%B)=P(B) +P(&), P(&)=P(#)=1—P(#H) =
=1—P(#) —P(%):=1—-C)CH — -G/ = 2381/35960

P(#) +P(#)=1=P(%) = 3/4

P(ZUZ) +P(ANB) =P(A) + P(FH) = P(f)=1/3
PAUZBUE)=P(LU(FBUL))=P(FUD)=P(A) +P(D) —

— P N D),

D—BUE > P(D)=P(B) +P@) —P(HBND):

NG =ANBUE)=(FNBU(FNE) =P(FND) =

=P NB)+P(AFNE) —PUFNB)N(FNE)) =Pk NE) -

1+ P(ANE) —P(ANENE):

P UBUB) =P(A)+P(B) +P@&) —P(BNE) - P NB) —
—PENE)+PFNBNE)

XVII/4. Pogojna verjetnost in neodvisni dogodki

.o/ ={pri drugem vlefenju potegne§ kroglo §. 3}, # = {pri prvem vledenju

potegne§ kroglo §t. 1}, P(&/ NF) = 1/(n(n — 1)), P(F) = 1/n, P(B/sF) =

= P& NBP()=1/(n — 1)

s/ = {obe izvleCeni krogli sta beli}, o7, = {prva izvletena krogla je bela},

&/, = {druga izvleCena krogla je bela}.

a).ef =7, Nef,y,, P(&)=P()-P(F,) = (2/5% =016, saj sta dogodka
neodvisna, :

b)Z =f, N &, P(of) = P(oA)) - P( o/ ;) = 001

.o/ = {zapored izvlefemo belo, modro in &rno kroglo}, sl = {prvié izvleCemo

belo kroglo}, &7, = {drugi¢ izvletemo modro kroglo}, 575 = {tretji¢ izvleSemo

&rno kroglo}.

a) = N, N Ay, oy, o, 5 so neodvisni dogodki, P() = P(s7)) -
-P() - P(F3) = 7/15 - 5/15 - 3/15 = 7/225;

b)y':ﬂl ndanmsx P(d) = P(Ml) P(Msf(ﬂl)P(ﬂafﬁflﬂa) =
=7/15-5/14-3/13 = 1/26

B, Coy Mo, My Fny Ky, Ry, R, naj pomenijo dogodke, da smo pri prvem

oziroma drugem vlegenju izvlekli érno, modro, zeleno, rde¢o kroglo. Dogodki
so med seboj neodvisni.

o =% NZ, P(AF)=P(Z) P(Z,) = (30/100)* = 0:09;

B = N M, P(B)=P#Y) P(A) = (80/100) = 0°64;

€ =%, P(€) = P(¥,) = 90/100 = 0'9;

D =M UZ)NR,, P(@) =P(HUZ)- P(R,) = 50/100 - 40/100 = 02
& =(Z'NZY, P[€)=1—P(&)) -P(Z,) =1—(70/100 = 0'51;

F =@ NE), P(F)=1-P@ NT) =1 — (10/100¢ = 0-99;

G =@ NAZYV(B NR), P(%) =P(R) - P(#,) 4+ P(%)) - P(&,) =
= 40/100 - 60/100 + 60/100 - 40/100 = 048

5. Dogodki #; oziroma %; naj pomenijo, da smo pri i-tem potegu izvlekli bele

oziroma rdede krogle.

S = '@1 n 9?2 n v@a n %4, P(M) = P(g?l) : P(ggzﬁ@l) * P(ggaﬂ@lﬁz) *

-P(RR.RR,) = 7/10-6/9 - 5/8 - 4/7 = 1/6;

B =%, N\ B, N\ Ry O\ R, P(B) = P(B,) - P(BYR,) - P(Ry| B RBy) -

- P(2./%,%:%s) = 3/10-2/9-7/8 - 6/7 = 1/20

6.7, = {iz prve Zare potegnemo modro kroglico}, &7, = {iz druge zare poteg-
nemo modro krog]ico}, o = {iz obeh Zar potegnemo modro kroglico} =
=/, N &, dogodka .7, in o7, pa sta neodvisna, zato imamo: P(sf) = P()) -
- P(eZ3) = 10/15 - 3/10 = 1/5

7.4 = {izvleteni kroglici sta enake barve}, o7, = {izvleCeni kroglici sta beli},
o/, = {izvleGeni kroglici sta rdeti}, o5 = {izvleZeni kroglici sta éni}, &Z; N
Ny =¥ zais+k, o =o/,Ust, Uty = P(of) = Plad)) + P(ofy) +
- Plts) = 5-10/(24 - 24) + 11 - 8/(24 - 24) + 8 - 6/(24 - 24) = 0:323

8. Dogodki 4, oziroma (é,- naj pomenijo, da smo potegnili iz i-te Zare belo oziroma
Eruu kroglico; dogodki so med seboj neodvisni. &7 = (%, N%F.NE)U
UZNE.NA)U(ENAB,NR,), Ce jeoFf = {iz treh Zar potegnemo 2 beli
in 1 ¢rno kroglico}. Dogodki v uniji so nezdruzljivi.

P(s) = P(%,) - P(#.) - P(€.) + P(#) - P(%) - P(F,) + P(@) - P(Z,) -
- P(%,;) = 23/60

9..%7 = {izvledeni karti imata oznako kriz}, of, = {prva izvletena karta je kriz},
<, = {druga izvletena karta je kriz}.

a) & =&, N, dogodka 7, in.o7, sta neodvisna, P (27} = P (7)) - P(Z,) =
= (8/32)* = 1/16;
b) o =/, N.oFy, P(o) = P(ofy Pty of) = 8/32 - 7/31 = 7/124

10. o/ = {3 karte izvleemo pred prvim asom}, o7; = {i-ta izvletena karta ni as},
i=1,2,3; % = {Cetrta izvleCena karta je as}.
a) o =7, Ny Ny N B, dogodki 7; in & so med seboj neodvisni,
P(o7) = (28/32)° - 4/32 = 343/4096;
b),gf :v—‘?il nﬂz n&"a ﬂ,@, P(M) = P(b@fﬂ . P(ME/’MI) 'P(M:s/ﬁflﬂa) °
- P(B| ot A o y) = 28/32 - 27/31 - 26/30 - 4/29 = 819/8990
ii. Dogodke: pri /-tem potegu smo izvlekli as, kralja, srce oziroma pik oznadimo z
Ay Ay, P, P; dogodki so med seboj neodvisni,
A =5ty Noly, P() =P(A))-P(Ay) = 28/32 - 4/32 = 7/64;
B=HA"NAY, P(B)=P (APt y) = (28/32)® = 49/64;
C=(FYNLY, PE)=1— P(&#)) - P(&)H)=1— (24/32) = 7/16;
D =P, P(D)=P(P) =832 =1/4
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12,50 = {iz i-tega kupa izvleCena karta ni srce as}, i=1,2;
& = {nobena izvleSena karta ni srce as} =&/, N o7, dogodka &7,, &, pa sta
neodvisna.
&/’ = {vsaj ena izvleCena karta je srce as}, P(&/") =1 — P(&) =
=1 — (31/32)* = 63/1024

13. o7; = {v i-tem metu vrzemo Zestico}, i = 1, 2, 3. Dogodki 57,, 5, 95 50 neod-
visni, & =7, N, N5, P(F) = (1/6)* = 1/216;

%, = {pri prvem metu je padlo sodo Stevilo pik}, %, = {pri drugem metu
je padla Sestica}, %, = {pri tretjem metu je padlo manj kot 4 pike}. Dogodki
B, B, % so med seboj neodvisni, # =%, N &, N A, P(#) =

= 3/6-1/6-3/6 = 1/24.

14, 57, = {pri metu i-te kocke je padlo $tevilo pik, ki ni deljivos 3},i =1,2; & =
= {pri metu prve in pri metu druge kocke padlo Stevilo pik ni deljivo s 3} =
=7, N/, (neodvisna dogodka). 7" = {vsaj na eni kocki je vrZeno Stevilo
pik deljivo s 3}, P(e#)=1—P(ef) =1 — (4/6)* = 5/9

15. o, = {pri i-tem metu vrZzemo na obeh kockah isto $tevilo pik}, i=1, 2, 3;
&/ = {nobenkrat v treh metih ne vrzemo na obeh kockah istega stevila pik} =
=47, N, N7y, dogodki pa so med seboj neodvisni.

/' ={vsaj enkrat v treh metih vriemo na obeh kockah isto Stevilo pik},
P(e)=1—P(&) =1 — (5/6)* =91/216

16. o7, = {prvi strelec zadene}, P(,) = p,; &, = {drugi strelec zadene}, P(+,) =
= p.. Dogodka .27, in .27, sta med seboj neodvisna.
& =, Ny, P(A)=P() P(:) = pip
B =s7y Ny, P(B)=PA) - P(F)=(1 —py)- (1 —po)
€ =xNaty, P(@) =P(,) - P(A)=(10—p.)-p.
9 =gy N A, P(@) =P()) P() =1 —p)ps
E=F,PE)=1—-P@H =1—(10—-p)(1 —py)
F =, P(F)=1—-P()=1—p.p:
17.o7; = {z‘-ti strelec zadene taréo}, i=1,2,3; dogodki#; so med seboj neodvisni.
a) &/ = {taréa je natanko enkrat zadeta} = (&7, N/, N.o/’y) U () N, N
N, ) U () Ny Ndy) = P()=04-05-03 -06-05-03 +06-
«0°5.07 =036, saj so dogodki v uniji nezdruZljivi.
b) # = {noben strelec ne zadene} —.o7,’ N7y Ny, B = {vsaj en strelec
zadene}, P(#)=1—P(#) =1—P() P, P,y =091
18. %7, = {prvi strelec zadene tarfo}, &7, = {drugi strelec zadene tarlo}, dogodka
&/, in 57, sta neodvisna; &/ = {strelca zadeneta ta.réo} =u/, Uy, = P() =
= P(o, U ;) = P(L,) + P() — P(A) - P(A) =
=08 +065—08-065=093
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19..;? = {prvi dijak re§i_prob]em}, # = {drugi dijak re$i problem}, dogodka .o7
in # sta med secboj neodvisna; % = {dijaka redita problem} =/ U % =
= P(€) = P(/ UB) = P() + P(B) — P(£) - P(B) = 3/5 + 2/3 —

— 3/5-2/3 = 13/15

20. o7 = {naprava dela brez kvara}, 7, = {del 1 dela brez kvara}, =7, = {del 2
dela brez kvara}, .7, = {del 3 dela brez kvara}. o =, N7, N A, o,
&'+, 55 50 neodvisni dogodki, P (&) = P () - P(o7,) - P(7,) = 0-504

21. o/ = {pri dveh poskusih je tekmovalec izboljal rezultat}, 7, ={v prvem
poskusu je tekmovalec izboljsal rezultat}, o, = {v drugem poskusu je tekmo-
valec izboljSal rezultat}, o = (o, N’;) U (7, N.oZy) U (22, N &), dogod-
ki o/\Nety, o N, in &'y Ny so nezdruzljivi, dogodka &7, in &7, pa
neodvisna = P(&) =p(1 —p)+p-p+ (1 —p)-p=p2 — p)

22. o7 = {krogla it. 2 je izvledena pri drugem potegu},
S = {pri prvem potegu je izvleCena krogla §t. l},
s#," = {pri prvem potegu ni izvledena krogla it. 1},
A = (A NL)U(HF NA), o A, inZ N7y sta nezdruZljiva dogodka =
=Pl)=1/n-Yn—-1D+n—1)n-1n= In(l/(n — 1) + (n — 1)/n)

23. o/ = {veckrat pade grb kot Stevilka}, o7, = {pade 6 grbov}, 7, = {pade 5

grbgv}, &3 = {padejo 4 grbi}; o =ty U, Uy, P(ty) = 1/25, P(oF,) =
= (9/2°, P(y) = (28, o, o, in ;5 so nezdruZzljivi dogodki = P(s&7) =
= P(&)) -+ P(,) + P(s) = 11/32,
Nalogo lahko re§imo tudi drugade: & = {veékrat pade grb kot §tevilka},
% = {vetkrat pade Stevilka kot grb}, € = {pade enako 3tevilo &tevilk kot
grbovy, S UBUE =%, P(&)=PB, P(st) + P(B) + P(€) =1,
P(A)+P@&) =1, P(&)= /25, P(o#)=(1 — P(#))/2 = 11/32

24, o ; = {kandidat odgovori na i-to vpradanje}, i = 1,2, 3; P(57,) = 08, P(s7,) =
=05in P(fsaﬁ) = 0'2: c:_)dgovori na posamezna vprasanja so neodvisni dogodki;
s/ = {kandidat opravi izpit} = (o7, N7, N Zy) U (, N, N7 U e N
N7y Nefy) Uy Nty Naty), dogodki v uniji so nezdruzljivi = P(%f) =
=08-05-02+...=05

25,7 = {leta[p se zrusi po dveh zadetkih}, % = {vsaj eden od dveh zadetkov
zadene prvi prcdcl}, F = {noben od dveh zadetkov ne zadene prvega predela},
% ={dva zadetka zadeneta drugi predel}, BNE =¥, A =B UE -
=>P(A)=PB)+P@)=1~P(@B)+P@&) =1-09+022=023

26. #; = {cilj zadenemo z i-tega mesta}, i =1, 2, 3; &7, = {v treh strelih, s treh
razli¢nih mest smo cilj zadeli £ = 0, 1, 2, 3-krat}.

P(#) =01, P(#,) =02, P(%) =03, dogodki %; pa so med seboj
neodvisni;
=B NBY NBy = P(at,y) — 0°504;
A= (B, NB NBHYU (B NF. N %) U (B NB, N B;) =
= P(#)) = 0:398, dogodki v uniji so nezdruzljivi;
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Ay =(BNB.NBHYU(B,NE, NBHU (B NH, NEB,) =
= P(&7,) = 0092, dogodki v uniji so nezdruZljivit
Ay =% NB,NH; = P(F;) = 0006

27. 7 = {pri 10 potegih ni nobenkrat izvleCena rdeca krogla.},
& = {pri 10 potegih je vsaj enkrat izvlefena rdeta krogla},
P = {pri enkratnem potegu iz Zare je bila izvleCena bela krogla}, P(#) = 09,

a) P(o) = 09", P(#/) =1 — P(s) = 0°65;
b) 1 — 09" = 09 = n = 22, vleSemo torej vsaj Se 21-krat.

28, .%7; = {v asovnem intervalu /¢ smo izgubili /~ti objekt}, i =1, 2, ... 10;
&7 = {... objekta i nismo izgubili}, o/ = {... nismo izgubili nobenega objekta},
& ={... smo izgubili vsaj en objekt}. P(sf;) =01, P(&/)) =09;
=) NG N... Ny = P(F) =090, P(F')=1—P(F) =065

29. a) &f; = {porabnik 7 je pokvarjen}, i =1, 2, ... 6, &/ = {vezje ne prevaja elek-
tri¢nega toka}. P(«7,) = p, =06, P(&7,) =p, =02, P(#y) =... =P () =
=p;s =03, P(W&)=¢qgi=1—p;; & =/ N/ N...NA =
= P(') = qq:95"; P(H) =1 —P() = 0923;

b) &7; = {porabnik i je pokvarjen}, i =1, 2, ... 6; & = {vezje ne prevaja elek-
triCnega toka}, B = {sistem porabnikov 1, 2 ne prevaja elektri€nega toka};
Bs. = {sistem porabnikov 3, 4 ne prevaja elektriCnega toka}, By o= {sistem
porabnikov 5, 6 ne prevaja elektri¢nega toka}. & = %, s N B4 N Bs,e;
gﬂ;‘l,-a =/, Usd, = (o) Ndy) = P('%l,z) =1—g4,; gga,i:da Uty =
=(&fy NZ)) = P(#s40) =1 — g4°; analogno P(%; ) =1 — g5%;

P(#B) =(1 — q.q.) (1 — g:»? = 0177

30. B = {izbrani izdelek je defekten}, % = {izbrani izdelek ni defekten}, 27 =
= {v skupini n izbranih izdelkov ni nobeden defekten}, &7 = {v skupini n
izbranih izdelkov je vsaj eden defekten}. P(#) = 0r1, P(#’) = 09, P(«) =
=09 P(&)=1—-09,1—09"=095 = n=29

3L.P(AUB) =P(A)+P(B)—PAINB=1=>PANB=P(A) +
+P(B)—1=P(B)-P(ABY=P(A)+P(B) — 1 = P(A|B) =
= (P() + P(#B)— D/P(B)=(a+b—1)b

RNB=(LNBU(F" NH), # NH in o/ N B pa sta nezdruzljiva dogodka =
=>P(@# =PANHE)+P(A' NB)=P(A)-P(B|sA)+P(A")- P(B|sH') =
= P(%) - P(#|) + P(A") - P(B|.F), ker je P(B|.d’') = P(B|A) =
= P(#) = (P(sF) + P(H) - PI&B|F) = P(B]sF), dogodka & in & sta
neodvisna.

33,47, = {elemem 1 ne prevaja toka}, oy = {e]ement 2 ne prevaja toka}, B =
= {vezje ne prevaja elektri¢nega toka};
n=2=8 m(B)=5, m(A,NF) =4, m(s£, N %#) =3,

P(#) = 5/8, P(of, N &) = 4/8, P(s7, N %) = 3/8;
a) P( /%) = 4/5, b) P(//B) = 3/5
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34../, = {element 1 prevaja clektriéni tok}, 57, = {element 2 prevaja elektri¢ni
tok}, # = {vezje prevaja elektri¢ni tok};
n=2" =32, m(%) =16, m(/, N %) =11, m(Z, N B) =9, P(B) = 16/32,
P(of, N B) = 11/32, P(oF, N B) = 9/32;
a) P(«7)/%#) = 11/16, b) P(/ /%) = 9/16

35,247, = {pokvaril se je element k;}, %; = {pokvaril se je element /;}, o7 = {tok
med A in B je prekinjen} = (A, U, U(Z, NF, NF,). Vpeljimo A =
=%'1U=7£/'2in=50=$1 ngz ﬂiﬂg.

P(A) =P(A") + P(A ) — P(A) - P(A) =08,
P(%) = P(%) - P(Z,) - P(F,) = 0252,
P(&) =P(H) + P(&L) — P(X) - P(Z) =085

36. Deli a,, a, in avtomat #, sestavljajo sistem b. Deli a3, a, in avtomat £, pa tvorijo
sistem ¢. &7 = {cela naprava deluje}, o7; = {del g; deluje}, 7, = {avtomat
deluje}, & = {sistem b deluje}, € = {sistem c deluje};

A =BNEC, B=c, U/ NT 0L, € =57, U (A NT . N&AY),
P()=P(@)-P@&) =+ 0 —p):-p-p)-(pa+ (L —ps)-p-pg)

XVII/5. Polna verjetnost

1o = {izvletena krogla je bela}, 5#; = {izbrali smo i-to Zaro}, i =1, 2, 3;
P(s) = 1/3, P(A|#) = 2/3, P(A|H,) = 3/4, P(A|3;) = 2/4 >
= P(&) = 23/36

2.8/ = {izvletena krogla je bela}, 5#, = {prenesli smo dve beli krogli}, #, =
= {prenesli smo dve rde¢i krogli}, 55 = {prenesli smo belo in rdedo kroglo};
P() = 1/3, P(,) =2/15, P(#'5) = 4/15, P(L134)) = 4]7, P(L| ) = 2/1,
P(F[5#) = 3/7T = P(F) = 12/35

3.4 = {iz tretje Zare izvleCena kroglica je rdeda}, #, = {iz 1. v 2. Zaro smo
prenesli belo kroglico}, #, = {iz 1. v 2. Zaro smo prenesli rdego kroglico},
¢, = {iz 2. v 3. Zaro smo prenesli belo kroglico}, o, = {iz 2. v 3. Zaro smo
prenesli rdeco kroglico’l: P(3#)) = P(s#,) = 1/2,
P(%li‘;fl) =25, P(&f},ﬁ%az) =1/5= P(é‘{-,‘) :E P(Jf,) " P(ﬁ?ﬁf,) =3/10;
P(e%ﬂzf:igol) = 3/5, P(”z_{ffz) =4[5 = P(s£) =D P - P[5 = 7/10;
P(/5) = 1/5, P([3:) = 2/5 = P(F) = P(#). P(| ;) = 17/50

4.5/ = {izbrana Zarnica je standardne kakovosti}, #°; = {Zarnica je bila izdelana
v i-ti tovarni}, i =1, 2, 3;
P(s#)) = 04, P(#,) = 035, P(a5) = 025, P(H/ ) = 095, P(F) ) =
— 092, P(sZ/#3) = 0096 = P (/) = 0942

5. %/ = {10 Zarnic, vzetih iz zaboja s stotimi Zarnicami, je dobrih}, H#y = {v zaboju
ni nobene defektne Zarnice}, #, = {v zaboju je ena defektna Zarnica}, H#, =
= {v zaboju sta dve defektni Zarnici};

15 — Vaje III ‘ 193



PG#)=1/3, i=0,1,2;
P(st]5ts) =1, P(A[#)) = (QICR), P(A#) = IS =
= P(&) = 0903

6. o7 = {slu€ajno izbran element iz skupine je defekten},
;= {s]uéajno izbran element je iz i-te tovarne}, i=1,2,3:
P () = 020, P(s#,) = 030, P(5#5) = 0-50, P(of/5#,) = 005,
P(st)3#,) = 001, P(A/H;5) = 006 = P(F) = 0043

7.5 = {letalo se zrudi}, S, = {letalo smo zadeli enkrat},
#, = {letalo smo zadeli dvakrat}, 2, = {letalo smo zadeli s prvim strelom},
%, = {letalo smo zadeli z drugim strelom}; &, in &, sta med seboj neodvisna
dogodka.
= NZHU(Z'NZ,) = PF) =P(Z)-P(Z) +
+ P(Z)) - P(&,) = 054;
Hy = NZ, = PO, =P(Z) - P(Z,) =018;
P(of/5#,) = 02, P(A/H;) = 09 = P() = 027

XVII/6. Bayesova formula

1. .o/ = {izvleCeni krogli sta bela in rdea}, S; = {izvledeni krogli sta iz i-te
zare}, i = 1,2,3; P(#) = 1/3, P(/H#) = 1/3, P(Z)5,) = 1)5,
P(wf/#5) = 2/15 = P() = 2/9 = P(A# /) = 1/2, P(#,/f) = 3/10,
P(%a/-ﬁ) = 1/5

2. Omenjenih devet Zar naj sestavlja prvo skupino, preostale pa drugo skupino
gar. &f = {izvleCena krogla je bela}, #, = {slu¢ajno izbrana Zara je iz prve
skupine}, 7 = {sluéajno izbrana Zara je iz druge skupine}; P(s£)) = 09,
P(s#,) =01, P(F13F)) = 1/2, P(Z[H#,) = 5/6 = P(xf) = 8/15 =
= P(s#y) ) = 5/32

3./ = {izvle€ene krogle so: 1 bela in 2 &mi}, 5, = {izvleCene krogle so iz
i-te skupine Zar}, i=1, 2, 3; P(5f) =03, P(#,) =05, P(#;) =02,
P(A| ) = 03, P([H,) = 12/35, P(Z/#,) = 05 = P(F) = 253/700 =
= P(H#,/5/) = 63/253, P(H7s/sd) = 120/253, P(35/ ) = 70/253

4.8/ = {iz 2. 7are vzeta kroglica je ¢rna}, #; = {prenesli smo belo kroglico},
3, = {prenesli smo &mo kroglico}; P(#)) = 3/4, P(#,) = 1/4,
P(=f|5,) = 3/4, P(L15) = 7/8 = P(of) = 25/32 = P(S#, /) = 18/25

5./ = {iz 2. Zare vzeta kroglica je bela}, #, = {prenesli smo 2 beli kroglici},
2, = {prenesli smo 2 rdeikroglici}, 5’3 = {prenesli smo raznobarvni kroglici};
P(s#) = 5/12, P(3F)) = 1/12, P(%) = 1/2, P(H/3,) = 5/13,

P(ot|o#,) = 3/13, P(Z[55) = 4/13 = P() = 1/3 = P(5#/d) = 6/13
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6./ = {izvletena krogla je bela}, 5, = {slucajno izbrana Zara je iz 1. skupine},
'y = {sludajno izbrana Zara je iz 2. skupine}; P (7)) = ki/(ky + k2), P(3#,) =
= Ko/ (ks + k2), P(} 1) = my/(m, + m), P(of|55) = myf(my + n) = P() =
= (kv (ms + ny) + komy(my + 1)) (ks + ko) (my + 1my) (mp + ny)) = P (/)
= (1 + kamy(my + m)/(am, (my + ny)))?

7. = {poenostavljena kontrola je izdelku priznala standard}, 5, = {izdelek
zadosa standardu}, 5%, = {izdelek ne zadoita standardu}; P(3#)) = 096,
P(s#:) = 004, P(A/5#)) = 098, P(&f[y) = 005 = P(sF) = 0943 =
= P,/ ) = 0998

8.7 = {izdelek se ne pokvari}, #; = {izdelek je bil izbran izmed visokokvali-
tetnih izdelkov}, 5, = {izdelek je bil izbran izmed izdelkov popretne kvalitete};
P(o#) =03, P(#y) =07, P(LIH) =09, P(AL|H:) =07 = P(f) =
= 076 = P(3¢,/sF) = 27/76

9.7 = {v trgovini izbrani izdelek je neraben}, #; = {izbrani izdelek je iz i-tega
podjetja}, i = 1,2, 3,4; P(#) =01, P(3F,) = 02, P(#) =03,
P(#y) = 04, P(Z[4) = O°5, P(F| ) = 04, P(oA|#5) = 03,
P(f|o#) =02 = P(F) = 03 = P(5Fs/ ) =03

10. o7 = {en strel zadene tarlo}, 5, = {taro je zadel le prvi strelec}, 5% = {targo
je zadel le drugi strelec}, £, in &, pa naj pomenita dogodka, da je zadel prvi,
oziroma drugi strelec; dogodka &, in &, sta med seboj neodvisna.

H=F N Zy = P(#) =05-01 = 005;

Hy=ZF'NZ, = P(#) =05-09 = 045;

P(f15#) = 1, P(Z[3)) = 1 = P(&) =05 = P(oF/ ) = 0,
P(s#,/F) = 09

11. & = {pri hkratnem strelu vseh treh strelcev sta zadela 2 strelca}, ;= {i—ti
strefec je zgredil}, i=1,2,3; P(3#) = 1/5, P(3F) = 1/4, P(Hs) = 1/3,
P(s[35) = 12, P(L[57,) = 8/15, P(AL|33) = 3/5 = P(&) = 13/30 =
= P (53] 7) = 6/13

12. o/ = {veper je bil ubit z eno kroglo}, 5#; = {vepra je ubil i-ti lovec}, i =1,2,3;
Pt/ =1, P(3#) = 0048, P(s,) = 0'128, P(F,) = 0'288 = P(s) =
= 07464 = P,/ o) = 0103, P(38,/.80) = 0276, P (/) = 0:621

13, &/ = {med slugajno izbranimi 10 Zarnicami ni nobene defektne}, o#; = {v za-
boju je i- defektnih Zarnic}, i =0, 1,2; P(H#) = 1/3, P(/3F,) = 1,
P(sZ/5,) = GICD), P([) = CH/(P) = P(o#) = 0903 =
= P(#.)of) = 0369

14. o = {sludajno izbran dijak se dobro uti}, #, = {sludajno izbran dijak je
iz mesta}, 5, = {sludajno izbran dijak je iz okolice}, 55 = {sluajno izbran
dijak je s podeZelja};

P (7)) = 10/24, P(#,) = 6/24, P(H#°;) = 8/24, P(/3#,) = 3/10,
P(st|5#3) = 1/3, P(&F/5#;) = 6/8 = P(e) = 11/24 = P (/) = 6/11
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XVII/7. Slu¢ajne spremenljivke

1. € je vsota pik pri metu dveh kock, € =2,3,4,5,6,7,8,9, 10,11, 12

2|3 14|s5|6|7]8|9]1w]1]1

1/36 | 2/36 | 3/36 | 4/36 | 5/36 | 6/36 | 5/36 | 4/36 | 3/36 | 2/36 | 1/36

6/36) i 11/36 —

// ™~
- b
1 2 3 4 5 6 7 8 9101112

2. £ je najvedje §tevilo pik na eni od dveh vrZzenih kock, £ =1,2,3,4,5,6

1| 23|45 s
1/36 | 3/36 | 5/36 | 7/36 | 936 | 11/36

3. & je tevilo izbranih izdelkov, & =1,2,3

1 2 3
8/10 | 16/90 | 2/90

4. & je §tevilo defektnih izdelkov v vzorcu, £ =0,1,2,3,4, 5
= [Wyy =M 100) k=0,1,2,3,4,5
Pe=n=(¢)(s24) [ (5) ¥=0

o | 1| 2]3]4]s
0-584 | 0:339 | 0:070 | 0006 | 0:000 | 0-000

5, & je §tevilo belih med tremi izvleGenimi kroglami, £ =0, 1,2, 3

P(a=k):(2)-(31k)/(13°),k=o,1,z,3

o| 1 |2] 3
7/24 | 21/40 | 7/40 | 1/120

6. & je §tevilo izvleSenih krogel, dokler ne potegnemo &rne krogle, £ = 1,2, 3, 4

1] 2] 3| 4
7/10 | 7/30 | 7/120 | 1/120
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7.£=0,1 8. £ je Stevilo porabljenih nabojev, £ =1, 2, 3, 4

0|1 1] 2] 3] 4
03(07 08| 016 0-032 | 0-008
9. %# = {s kocko vrzemo mpik}, m =1,2,3,4, 5,6; P(&) =p = 1/6, P(#)y =
=g = 5/6.

a) P = () - (1/6)* - (5/6)* = 625/3888;
b)P=1— (g) -(1/6)° - (5/6)° = 4651/7776;
&P =0 -(1/62-(5/6)° - (1 — Q) (1/6)° - (5/6)°) = 91/7776
10. & = {s tremi kockami vr¥emo 16 pik}, P(#) = 6/6* = 1/36, P(#") = 35/36.
P, = () (1/36)2 - (35/36)"2, P, = 0245, P, = 0267, P; = 0275, P, = 0:271
11. # = {pri metu kovanca je padel grb}, P(%) = 1/2, P(#) = 1/2.
a)P = (130) (1/2)t9 = 15/128;
b) P =1—(()-(1/2)* + (' (1/2)19) = 1013/1024;
P = 1/22-G /21— () (1/2)%) = 31/1024
12.P = () -p°q* = 0322, p =0'518, g — 0482
13. a) P, = 0-205; b) P, = 0-410;
¢) P, =0-328; P =P, +P;, + P, =0942
14. o7 = {cilja ne zadenemo}, &/’ = {cilj zadenemo vsaj enkrat}, P(s)=()-
c01°-09% =043, P(7) =1 — P(sf) = 057
15. o7 = {cilj je zadet manj kot dvakrat}, 7" = {cilj je zadet vsaj dvakrat}, P(%/) =
="+ pg® =065, p =03, ¢ =07; P() =1 — P(ad) = 0'35
16. o7/ = {sovraZno letalo ostane neporaZeno}, 5, = {sovraznega letala ne zadene
noben zadetek}, 5, = {sovrazno letalo zadene en zadetek}. P(o#,) = 0-4¢ =
= 00256, P(5%,) = (f) -6 - 004 = 01536, P(«Z/5#)) = 1, P(sl ;) =
=03 = P(&) = 007168
17. o/ = {med 100 kondenzatorji je po preteku 10000 delovnih ur pokvarjenih
ve€ kot 3}, 7, ={med 100 ... ni noben pokvarjen}, &7, = {med 100 ...
je natanko eden pokvarjen}, .7, = {med 100 ... sta natanko 2 pokvarjena},
o3 = {med 100 ... so natanko 3 pokvarjeni}, % = {kondenzator se je po
preteku 10000 delovnih ur pokvaril}.
P(%#) =001, P(#) = 099, P(.of,) = 0:99100, P(e7;) = 100 - 0-99%9 . 001,
P(sf3) = (') - 0099 - 0012, P(.y) = (1) - 0-99%7 - 0:01;
& =, Uty Ut U oA, P(of) = P(sfy) + P(e7) + P(7y) + P(sfy) =
=09815,P(27) =1 — P(s") = 0:0185.
18. £ je Stevilo izvletenih belih krogel
PCE =0 =@ WUB*Q2B)* k=0,1,2345

o |1 [ 234735
0132|0329 0:329 | 0165 | 0:041 | 0-004
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19. ¢ je Stevilo vrZenih grbov: P(& = k) = (3) (1/2)"
An=35; PE=k=0(A2" £=0123,45

M(®) =09, D(&) = 049
. M(&) =138, D(&) =040
M) =07, D() =021
M@ =125, D =030
M@ =n-p=5/3, D& =n-p-g=10/9
La) M(&) =5/2, D(&) =5/4
1/64 | 6/64 | 15/64 | 2064 | 15/64 | 6/64 | 1/64 21, M (&) _ 12 ’ D(g): 7124
22. M(¢) = 48, D(&) = 096

o] 1|23 ]4]s
1/32] 5/32 | 10/32] 10/32 | 5/32 | 1/32

brn=6; PE=k=012, £=0,1,2,345,6

ot

0 000N e W

i

20, ¢ je Stevilo grbov pri metu treh kovancev

PE=k=0>02r k=0,1,23 , 4
o] 1| 2] 3 ]4]s "
o|1]2]3 1/32]5/32| 10/32 | 10/32 | 5/32 | 1/32 )= 2550 ey = e
1/8]3/8|3/8|1/8
5
g e . ; - o ‘10 | 1 | 2 | 3 4 5
21. & je Stevilo tok pri streljanju v tarco M(&) = ; -
1/32 | 12/32 | 11/32 | 5/32 | 2/32| 1/32 i1 = H0s BACY=303/256

P(E=10-k) = () 04*-06>% k=0,1,23,

6. &¢| 1| 23] 45 6
P 1/6 | 1/6 | 176 | 176 | 1/6 | 1/6
P() | 1/36 | 3/36 | 5/36 | 7/36 | 9/36 | 11/36

M(&) =35; D(&) =292
M) =447; D() =197

0o | 10 ] 2 | 30
0216 | 0-432| 0288 | 0064

22, & je Stevilo nepokvarjenih kamionov v dolofenem trenutku

PE=k =(¢)08-020% £=0,1,2,3,45,6 “To | a | 2a | 3a y
=12 5 = () 2
o |1 |2 3]4]5 s a6 [6n6|ans|ze| @ =12 D) = 0925
0000 | 0:002 [ 0015 | 0082 | 0-246 | 0:393 | 0-262 | 8. 2)
- ' 0| a 2a1_,,(n—l)a
23. & je $tevilo metov v posamezni igri, £ = 1,2, 3,...: P({=n) =(1/2)" n| 1/n | 1/n | I 1n M(&) = (n — Da/2; D(&) = a*(n? — 1)[12
24. ¢ je Stevilo semaforjev do prvega postanka, & =0, L 2004 P(E =) =0:50H b) 5
{ =
XVI1/8. Poprefna vrednost in disperzija slutajne spremenljivke i ‘ d 2a_|... l(k — Da ‘ ka
1/(2k) I 2/(2k) | 2/(2F) | . .. l 2/(2k) | 1/(2k)
1. M) =27; M(&) =29 M@ = (kay2; D& — a¥(12(k + 2))
2. M(&) = M(&) =0; D (&) = M{&®) =12 D)= ME&:) =1 |
n=2k+1
3.1. M@ =17, D( =356
2. M(&) =45, D& =20 0 a | % __.| th — 1 i
3. M(@® =11/9, D(&) = 88/405 Y@k +1) | 2/@k+1) [ 2k +1) | ... 20k +1) | 22k + 1)
4. M(&) =050, D($) =043 M@ =
() = ak(k + 1)/(2k + 1); D($) = a?k(k + 1) (&* + &k + 1)/(3(2k + 1)»)

198
; 199



9. &; je najmanjse Stevilo potrebnih uteZi pri tehtanju v i-tem sistemu

a) & | 1]2]3]4] M
Py | 040402 — | M(&) =18
P(E)| 050302 — | M(&) =17
P(&)| 04| 0°3| 02|01 | M(&) =20

me |12 M
P(&) | 04| 06| M(&) =16
P{&:) | 0505 M(&) =15
P(&) | 04| 06| M(&) = 1°6

V obeh primerih je popre€no najmanjSe Stevilo potrebnih uteZi za tehtanje
najmanjse pri drugem sistemu.

XV11/9. Preprost primer markovske verige

1.P(2) =P(n) =P.
2. (pu = Par) A (P12 = DP22)

3.z — zadenem, # — ne zadenem

P — pzz: Pzn — H 0'95 0.1
Przs Prn | 03,07
084, 0-16 || 0-804, 0-196 0-7824, 0-2176
- s , P3) = g , P(4) = s
PA =|g45 052 FO ”0'588, 0~412' @ H 06528, 0-3472 H

0,:(2) =048 p,,(3) = 0588 p,,(4) = 06528
4. g-gre v gledalii¢e, k-gre v kino

P z‘ Pegs Pok || — H 0! 1

Prgs Pik 1/2: 1/2

_ 12,12 _ || 174, 3/4 _ |l 38, 58
PO =\ s 34| T H 3/8, 5/8 H P H 5/16,11/16”

Prg(2) = 1/4, pu(3) = 5/8, pi(4) = 11/16

5, § — Peter §tudira, » — ne Studira

P = || P Pan || — H 02,08 ]
Prss Pnn 03, 07
0-28, 072 0272, 0728
= ] P(3) = »

Ps(2) = 072, pg(3) = 0728

200

6. d — stroj dela, s — stroj »stojix — ne dela

P = || Pdds Pas || _ || 09, 01
Dsds Dss 0'3, 07
P — || 084,016
0-48, 0-52

Pai(2) = 084, p.(2) =052

7.z — zadenem, n — ne zadenem

P — || Pz Pen :’p, q
Pnz> Prn P
PQ) = |2t pa - ” 2@ =1, 1 =a
P+pa=1, pp+pm=a=>p=1, p=1—+/1—a)
8.a)p<p, b) p> pi, e) > g, &) 9> qu,
dp>p, e)p<<p Dp<p, 2g<q



Stran Naloga

30
31

45
51
95
99
109

119

127
128
131
133

134
136
137
139
152
154

159

26.
32.9
34.b)
24,
12.

7.

5.

2. h)

2. i)

2.0

6. g)

7.2)
10. &
31

61.
70.
5

11
13. b)

12. d)
12. ¢)
12. f)
12. h)
12. i)

12,

POPRAVKI

Namesto

B

kotu

Reti e naslednje sisteme:
nalogi 7.

dve celi ni¢li 2 in 4
—4/(2) » cos 25°

—4/(2) +cos 15°

—4/(3)

ctg (45° + x/2)

a=12-51

B =36°1T7,y = 37°4%
4/(429/24)
P=b-c-sing2+B+c)v

V = 2nr3sing/cos3a

=(n/3)...

a)b) 0) &)

def)

v zadnji vrsti mora biti

B=0,1/2

4x — 4xy + y* — 14x +
+Ty+12=0

ostalo odpade

Mora biti

dostavni pogoj b > e

4

dostavni pogoj e > b

krogu

Poi%i realne regitve sistemov enacb:
nalogi 6.

dve celi nicli 2 in —3

—(sin 20° + cos 20°)

—(cos (n/6) -+ sin (n/6))

—2v/(3)

ctg (x/2)

a=12-80

y = 32°51", .= 37°0'

£/(429)/24

P=b:c-sing2+ B+ v2=
= 124/(2) + 304/(3) + 64/(35)

V = 2zr*sin /(3 cos 3a)
= (n/6)be(b + ¢)sina - cos (a/2)
k=0k=1k=25%k=3
k=4k=6 k=12
k=1,2,3,..,n—1
B=1/2
16x* —16xy + 4 —48x +
4+ 24y +35=0

(2, D, (1, 2), (2-11064, —0-73836);
1, 2), 2, 1);
(— la 3)! (33 _1);
(3s —“2): (_ zs 3);
x—3x5 4+ 10x— 16x% 57 x% +

+239x—390 =0
3,—2),(=2,3),

(2-668346, —2-596376),

(— 2596376, 2-66846);

(—2-596376, 2-66846);
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